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Summary: Choice of an objective time derivative is still an open problem,
even in elasticity. A geometrically based approach, defining the time deriva-
tive as a covariant derivative in an appropriate nonlinear space - the infinite
dimensional Riemannian manifold of deformation tensors, will be employed,
and, via coordinate approach, the covariant derivative and its corresponding
time derivative of an arbitrary tensor field will be explicitly expressed.

1. Uvod

Prestoze v literatute existuje jiz celda fada definic objektivnich ¢asovych derivaci, jejich
uziti v teorii kone¢nych deformaci predstavuje stale otevieny problém, a to i pro elastické
prostiedi (Liu & Hong (1999)). Jednim z hlavnich duvodu se jevi mélo vystizny popis
zmeén geometrie téles, ke kterym pii konecnych deformacich typicky dochazi. Nova definice
objektivni casové derivace, prezentovand na minulé konferenci Inzenyrské mechaniky 2003,
vychdzi proto vyhradné z geometrickych ivah (Fiala (2003),(2004)). Na zakladé formu-
lace kinematiky kontinua v rdmci Riemannovy geometrie nekone¢né dimenzionalni
variety Riemannovych metrik ji Ize definovat pomoci kovariantni derivace. Takto defi-
novand objektivni casova derivace byla zatim odvozena pouze pro kovariantni symetrické
tenzorova pole druhého tadu. Cilem tohoto piispévku je rozsitit jeji pusobnost i na ostatni
tenzory této variety. S vyuzitim vhodnych soutadnic na nekone¢né dimeziondlnim prostoru
budou zaroven odvozeny jeji explicitni vzorce.

2. Prostor deformacé¢nich tenzoru

Mezi teorii malych a konecnych deformaci existuje jeden zasadni rozdil: zatim co teorie
malych deformaci aproximuje skute¢nou deformaci pomoci infinitezimalnich poli, teorie
konecnych deformaci ji popisuje presné pomoci difeomorfismi. Vyjadiime-li deformaci
kontinua ptes pole posunuti: z = ®(X)=X+u(X), pak pro ndslednou posloupnost defor-
maci X — 21— x9 plati vztah: £9= ®y 0 &1 (X) =Py (1) =P (X + u1 (X)) =X+ u1(X)+
+ug (X + uy(X)). V piipadé malych deformaci muzeme zanedbat vSechny ¢leny druhého,
i vyssich tadu, a vyraz se zjednodusi na tvar xo ~ X+ uy (X )+ us(X). Deformace, puvodné

'RNDr. Z. Fiala, CSc.: Ustav teoretické a aplikované mechaniky AV ¢R, Prosecka 76,
190 00 Praha 9; tel.:4+420.286882121, fax:+420.286884634; e-mail: fialaQitam.cas.cz




vyjadrena difeomorfismy, se tak nyni zjednodusené popise infinitezimalnimi poli posunuti.
Vlastni difeomorfismus ® se pak redukuje na identické zobrazeni x = ®o(X) ~ X, a stejné
tak 1 deformac¢ni gradient (F =)7® =1 + Tu =~ I, coz v dusledku neznamend nic
jiného, nez ze odpovidajici tenzory v referencni a aktudlni konfiguraci jsou identické. To
samoziejmeé plati i pro metrické tenzory: g =~ G, kde G je metricky tenzor v referencni
a g v aktualni konfiguraci. Linearizaci obecného zobrazeni ® kolem identického zobrazeni
®y(X)=2~ X v bodé z = &y(X) pak nahradime difeomorfismy infinitezimalnimi poli
u(X), které v samotné teorii malych deformaci dile vystupuji uz jen prostiednictvim
infinitezimalnich zmén metriky ¢ = G. Tuto infinitezimdalni variaci vyjadiuji tenzory
pietvoreni e =~ E, h ~ H, zatimco pro tenzory deformace (3), (4) plati: & ~ C” a b* ~ B
Pii ptechodu k malym deformacim se také redukuje objektioni ¢asovd derivace (6) na
jednoduchou materidlovou ¢asovou derivaci: Ly = ®, 0 0 o &* = 0. Proto zaroven plati:
0C" = 20E" ~ 2d’ a OB = 20H" ~ —2d*. Vice Fiala (2003),(2004).

Na rozdil od malych deformaci se cely deformacni proces, z hlediska teorie velkych
deformaci, prestdva odehravat jiz jen v jistém linedrnim prostoru (M) a samotny rozdil
deformac¢niho tenzoru v pocateénim a koncovém stavu uz nevystihuje celkovy prubéh
deformace. Proto musi byt deformacni proces popsan ne tenzorovym polem pietvoreni,
ale trajektorif v nelinedrnim prostoru M = Met(R), t.j. prostoru vSech moznych poli
deformaéniho tenzoru vzhledem k referenc¢ni konfiguraci R. Tuto skutecnost si jako
prvni uvédomil Rougée (1997) a vyvodil z ni i prvni vyznamné dusledky. Prechodem od
linearntho prostoru k nelinedrnimu ale vznika zasadni problém: jak definovat derivaci!
Reseni navrzené Rougéem spocivd v geometrizaci prostoru M, coz mu umoziiuje zavést
paralelni pfenos tenzorovych poli (tedy zpusob jak porovnavat tenzorové pole v ruznych
bodech prostoru), a poté i kovariantni derivaci. Zavedenim skaldrniho sou¢inu na te¢ném
prostoru TM, odvozeného na zdkladé kinematickych duvodu (Rougée (1997)),

1 .
Hlb . sz‘cr’x _ ZB:kBészlelgl (1)
se varieta M stdva Riemannovou varietou (B* zde piedstavuje asociovany tenzor k pra-
vému Greenovu-Cauchyho tenzoru C”). Vzhledem k tomu, ze Rougée se omezil pouze
na jediny bod referenéni konfigurace kontinua, jeho varieta je 6-dimenziondlni. Casovou
derivaci pak definuje prirozenym zpusobem jako specielni kovariantni derivaci. V tomto
konecné dimenzionalnim piipadé navic ukdzal, ze jeho derivace je totozna se Zarembovou-
Jaumannovou derivaci.

Jakmile rozsitime studium deformace na celou referenc¢ni konfiguraci, musime také cely
naznaceny piistup ponékud modifikovat. Riemannovy metriky nyni predstavuji tenzorova
pole deformacnich tenzoru na referen¢ni konfiguraci (pravych Greenovych-Cauchyho ten-
zorii C*), a odpovidajici Riemannova varieta M se tak stavd nekonecné dimenziondlni.
Skalarni soucin na tecném prostoru 7'M definujici “supermetriku” na varité M pak musi
zohledniovat ”vahu” jednotlivych bodu (Fiala (2003),(2004); téz (8)-(9)):

1 . .
(HY, H") ¢, = /R HY. H”]Cg’x dVOLy (C?) = /R ZB;’“BiJHlle,fl\/det(Cf)dX (2)

Casova derivace ziskana na zakladé této metriky pomoci kovariantni derivace uz pak neni
Zarembovou-Jaumannovou derivaci, ale predstavuje zcela novou objektivni casovou



derivaci (Fiala (2003),(2004)). Cilem této price je rozsitit jeji pusobnost i na ostatni
piipustnd tenzorova pole, nez jen kovariantni symetrické tenzorové pole druhého tadu,
a to s vyuzitim vhodnych souradnic na nekonecné dimenzionalni varieté.

3. Objektivni ¢asova derivace definovana pomoci kovariantni derivace

Deformaci télesa piesné popisuje difeomorfismus ® : I x R — S, t.j. dostatecnékrat
diferencovatelné zobrazeni, diferencovatelné véetné svého inverzniho zobrazeni. Symbol
I predstavuje casovy interval, a pomoci symboli R a S budeme oznacovat deformacni
stav teélesa v referencni a aktudlni konfiguraci. Velkym pismenem X déle oznac¢ime body
referen¢ni konfigurace R, a malym pismenem x body v aktualni konfiguraci S. Difeo-
morfismus ® indukuje zobrazeni push-forward ®, a pull-back ®* mezi odpovidajicimi
prostory tenzort, kterd jednoduchym zpusobem svazuji deformaéni a napéfové stavy
v referen¢ni a aktudlni konfiguraci: popis deformace z hlediska referencni (aktudlni) kon-
figurace lze ziskat z popisu deformace v aktudlni (referencni) konfiguraci pomoci operace

pull-back (push-forward) (viz. Fiala (2000)).

Krétce shrneme zakladni vztahy. Pro asociované tenzory k metrickym tenzorum G, g,
v referen¢ni a aktudlni konfiguraci, definujeme:

C’ = d'yg ¢ =d,G (3)

Bf = & ¢ V= ,.G", (4)

kde symboly #, resp. b oznacuji odpovidajici kontravariantni, resp. kovariantni tenzory.
Zobrazeni ® tak vlastné predstavuje izometrii mezi dvéma 3-dimenzionalnimi Rieman-
novymi varietami (S,g) a (R,C"), resp. (S,¢’) a (R,G). Vzhledem k platnosti vztahu
dg=1i  (tj "¢y =10")
plati také
) o :
B'C" =1 (tj. B"Co;=10"),

kde i predstavuje identické zobrazeni na prostoru tec¢nych vektoru TS, a I identické
zobrazeni na prostoru tecnych vektoru T'R. Daéle, pro asociované tenzory k tenzoru
rychlosti deformace d plati vztahy

1 1
O’ = §acb d*dt = —§aBﬁ, (5)

ve kterych symbol O reprezentuje obyc¢ejnou ¢asovou derivaci. Tyto vztahy jsou klicové
pro zavedeni metriky do prostoru M. Jejich analogii v aktudlni konfiguraci jsou vyrazy
s Liovou derivaci

Lyg = 2d’ Lyg" = —2d", (6)
kterd v tomto kontextu reprezentuje Oldroydovu objektivni ¢asovou derivaci.

Protoze deformaéni proces C”: 1 — M nyni chdpeme jako trajektorii v prostoru poli
deformacnich tenzorii, mizeme definovat jak jeho rychlost C°, tak i zrychleni V. 0C”,
v rdmci geometrie tohoto prostoru M. Rychlosti C”, jako tecné vektory k prostoru M,



jinymi slovy prvky te¢ného prostoru 7'M, ndm umoznuji prostiednicvim vztahu (5) zavést
na prostoru 7'M skaldrni soucin, t.j. metriku na prostoru M. Vychodiskem se stava
definice skalarniho souc¢inu symetrickych tenzort druhého fadu v aktudlni konfiguraci S,
v bodé z, kterou lze vyjadrit pomoci stopy tr nasledovné

T i ;
tr(d'd*’ ) =g ’“glfd}jdzl, (7)

a pro skaldrni soucin tenzorovych poli dostavame

(d",d?), = /S tr(d'd®")/det(g) da. (8)

Do prostoru TM pak skalarni souc¢in preneseme pomoci operace pull-back
(00", 0C) 0, = @7 ((d",d?),). (9)

Vysledkem je vztah (2), a zminovand ”véha” piispévku k integraci od jednotlivych bodua
se objevi jen jako prirozeny dusledek samoziejmého pozadavku, aby skaldrni soucin (8)
byl nezavisly na svém zapisu v libovolném systému souradnic.

Objektivni casovou derivaci libovolného tenzorového pole # v aktudlni konfi-
guraci S nyni muzeme definovat pomoci kovariantni derivace odpovidajiciho tenzorového
pole © v referen¢ni konfiguraci R - uvazovaného vsak v prostoru M (viz.Apendix), podél
vektoru rychlosti deformace JC?, kterou nésledné vyjadifme v aktudlni konfiguraci S
pomoci operace push-forward ®,:

D D D
—0=d,, | —0O0 |, kde —O=V,.,0. 10
Dt ! <Dt ) Dt oCt (10)
Protoze tato kovariantni derivace ma vyznam rychlosti zmény veliciny © v bodé X wve
sméru pohybu deformace, daném tecngm vektorem OC?, tato definice objektivni casové
derivace je prirozena a vyjadiuje presné tu vlastnost objektivni ¢asové derivace, kterd se
od ni ocekava.

Na zdkladé vysledki ziskanych v Apendixu (viz.(30)) a zdménou 7y za Cy, 79 za
B, a V,, za 0Cy, ziskdme pro vektorové U pole nad M (t.j. 2-kovariantni symetrické
tenzorové pole na R) nésledujici vztahy

D 1
(50) = (Tos0), =00 5 (OCOMBI Ty + VB @C) + ()
mp mp

L1
+1 (B (0CY) abUnmp — B (OC, )0 B U (Ct)imp + (0C1) mp B Uy

a pro kovektorové € pole nad M (t.j. 2-kontravariantni symetrické tenzorové pole na R)
(viz.(31)) vztahy

Dt

D
(—Q) (vaCbQ) — 90U 4 = (Qw(aCt)abBbJ + Bi9(9C,) w02 J) . (12)
1 y A . y
= (@O WBE ~ (COLO B0 BY + BHAC) 40



Pti odvozeni jsme vyuzili platnost nasledujicich vztahu

5U 50
3(0C?) * 50

Objektivni €asovou derivaci 2-kovariantniho symetrického tenzorového pole u v ak-
tudlni konfiguraci S pak ziskdme pomoci operace push-forward na zakladé vztahu (11)

<%u> . <(Dt* (VBC? U))m,, - (13)

1
LFU ( magabubp + Umagabdbp) + 5 (gabdabump - gabdbcgaludadmp + dmpgabuab)
1

= (UZJ)mp + 9 (g bdabump - gabdbchdudadmp + dmpgabuab)

a objektivni ¢asovou derivaci 2-kontravariantniho symetrického tenzorového pole w
v aktudlni konfiguraci S pak na zdkladé vztahu (12)

D \" ij
(5re) = (00 (7)) - w
= (Lpw)” + (@ dug" + g dap) = 5 (@ dapg" = gusw™ 9" deag” + 9" durs”)

= — (d + w) " gupw” — W g (d — w)Y + (wi“gabdbj + di“gabwbj) —
1 g . : g

3 ( Pdug? — gayw g deag? + gabdabw”)

1

-7
= (W —
()7 - L
7J znamenda Zarembovu-Jaumannovu derivaci. Zvolime-li za 2-kovariantni symetrické ten-
zorové pole C” nebo @, pak plati
DC; 3 Dg 3

= Zoc? —Z=¢ 15
Dt 4 ! Dt 2 (15)

( Pdap g — gapw™ g deag? + g dgpw™ )

a analogicky pro 2-kovariantni symetricks tenzorova pole B* a d*, modifikovand tentokrat
clenem +/C?, s vyuzitim (35) ziskdme

D 3 D 3
Di <Bf\/det C’f) = —Zany/det C? i (gti det g) = —idﬂ\/detg (16)

Objektivni ¢asovou derivaci libovolného pripustného tenzorového pole 6 v aktudlni
konfiguraci S ziskdme analogickym postupem na zdkladé obecného vztahu (32).

4. Zavér

V prispévku byla na zédkladé vhodnych souradnic zavedenych do nekone¢né dimenzionalni
Riemannovy variaty deformacnich tenzoru M odvozena objektivni ¢asova derivace libo-
volného pripustného tenzorového pole. Pro 2-kovariantni a 2-kontravariantni symetricka



tenzorova pole byly odvozeny i explictni vzorce. V prvnim piipadé tak byl jen jinym
zpusobem odvozen vztah (13), jiz difve ziskany v praci Fiala (2003),(2004).

Vysledky této prace lze struc¢né shrnout takto:

(i) Nova objektivni ¢asovd derivace modifikuje na zdkladé geometrickych duvodu Zarem-
bovu-Jaumannovu ¢asovou derivaci. Rozdil mezi ni a Zarembovou-Jaumannovou derivaci
neni ve zpusobu odvozeni, ale v tom, zda pfi jejim odvozovani uvazujeme deformaci
télesa v jediném bodé (Zarembova-Jaumannova derivace), nebo zda uvazujeme defor-
maci télesa jako celek (nova derivace). Formalné je tento rozdil obsazen v nepiitomnosti,
resp. pritomnosti ¢lenu fy%, nebo VC?, ve vyrazu pro supermetriku (17) a (18), nebo (2).
Jeho absence (viz.(1)) vede na Zarembovu-Jaumannovu derivaci, zatimco v dusledku jeho
piitomnosti (viz.(2)) se pii jejim odvozovani objevi dodatecné ¢leny, a dostavame tak
novou objektivni ¢asovou derivaci.

(ii) Ciselné koeficienty u vztahti (15) a (16) souvisi s dimenzi referenénfho prostoru R.
Vzhledem k tomu, Ze pole rychlosti tenzoru deformace d, resp. 0C”, jsou Casové zavisla
vektorova pole, je nutné piejit od 3D prostoru k (14+3)D ¢asoprostoru (Abraham, Mars-
den & Ratiu (1988), pp.245-247). Vyraz tr(g**g,;) pak nebude roven 3, ale 4, a vztahy
(15), (16) uz budou ptesné korespondovat s piislusnymi ¢asovymi derivacemi v referen¢ni
konfiguraci, a Lieovymi derivacemi (6) v aktudlni konfiguraci.

(iii) Celd koncepce nekoneéné dimenziondlnich Riemannovych variet Riemannovych met-
rik, v ramci které byla nova objektivni casova derivace odvozena, nabizi i dalsi moznosti:
Vyuzit pro popis procesu deformace vlastnosti zakiiveni prostoru M (Freed & Groisser
(1989)), nebo souvislosti logaritmického tenzoru pietvoreni s geodetikami (Rougée (1997)).

Appendix: Geometry of the manifold of Riemannian metrics

Let R denote a 3-dimensional Riemannian manifold, v a Riemannian metric (i.e. a 2-
covariant symmetric tensor field on R), and M a set of all possible metrics v on R. The
set M is a manifold, and being endowed with a scalar product on its tangent space TM

(see (2)):

1
<H1bvaH2b’Y>'y :/R4 UH HkldX / /Y f)/ /Y jHlHkl dX (17)

it becomes even an infinite dimensional Riemannian manifold (Freed & Groisser (1989),
Gill-Medrano & Michor (1991) and Kriegel & Michor (1997)). Symbol v stands also for
v = det(7ij), and *D7 = L(ik4li 4 4ilyki) Even though M is an infinite dimensional
Riemannian manifold, still a great deal of usual Riemannian geometry on the finite dimen-
sional manifold can be directly carried over to the manifold M. Based on the coordinates
in 3-dimensional space R, compatible coordinates on the infinite dimensional manifold M
can be introduced, and its Riemannian geometry, via the properties of the supermetric
defining this geometry, explicitly studied.

Let 7;;(X) are the components of a metric field in a coordinate system of R. Then
we can consider the set of the 6 functions {711, Va2, V33, V12, 713, Y23} as coordinates in M.



Instead of using one single index {A} for each couple of indices {ij}, we will still stick to
the latter. In these coordinats, the components of the supermetric are as follow:

G = ivév“’“v’” , (18)
for its inverse 1
lemp - 47_§7k(m7p)l ) (19)
and it holds
GG gy = 067 | where 8067 = 5 (0407 + 6137) = 6.0, (20)

As the points of M are the 2-covariant symmetric tensor fields on R, they are also vector
fields U over M. For the assotiated covector field U’¢ over M and the assotiated tensor
field U* on R (i.e. 2-contravariant symmetric tensor field) the following relation holds

(U)? = GIMUy = 2757“’“7”% = 272 (UM)"

AN

1
ie. U = ZyéUﬁv (21)

The similar applies for a covector field 2 over M, which, from the perspective of R, is
a 2-contravariant symmetric tensor on R. Now, for the assotiated vector field Q2f¢ on M
and the assotiated tensor field 2" on R (i.e. 2-covariant symmetric tensor field) again the
similar relation applies

()1 = Grimp™ = 47 Ty ™ = 4972 ()

fe. Q¢ =4y 200 (22)

The vector fields over M make up the tangent space TM of the manifold M, and the
covector fields its dual - the cotangent space TM*. A general (p-q)-tensor field over M

is defined in a similar way as in the finite dimensional case: it is a point of T = T?®T, =
=TM®---@TMTM*® ---® TM".

Now we can proceed to establish Christoffel symbols

. iklab O Flab oGkl oG abii ( )

1 a — _ + 23
Vi 0Yab Okt

8 = LG40 = 163, (R85 Gy oty (o

where GY*beb = Gk /9y, . Carrying out all the necessary calculations, and taking into
account defintion of the determinant

v = det(%]) = Zéw71w(l)~"7nw(n) )
which implies ‘

P 10
Z%mi = 6P and therefore — T = v, (25)
- Vap Y OYmp




one obtains the relation

oGUE 1 0 [ L ik l)j:| _1 L0y 1 z‘(1<771)J'7_28_7 —
af)/mp 4677“7)

Making use of the relation v**v,; = ¢’ , from which we infer

OyY - OVab i OyY , ;
SRS wﬂy’” and therefore 21— — —7’“5&’“6?71’3, (26)

Ok 0V Ok

one obtains all the terms for the relation (24) in the form

.. —a k(anb)l 1 N
GmpakalabM = Tm(aVo)p % + irYk(a’Yb)l’YZJ
Gmpawakl,ab = Ym(aTb)p % + gvmﬂvmﬁ/ab

g Fonyalind® 1]
GmpabGab”’kl = Tm(aTb)p % + gva(zyj)b’}’kl

Finaly, summing all these three terms together, the Christoffel symbols take the form

ij 1 ijkla i)k gl 1 ij Z ‘ io
LR = 5 Gmpal 1 = 0,76 + - (80007 — oD, + 85002M)  (27)

Having established the Christoffel symbols, the covariant derivative is defined for
all the tensors fields over the manifold M. For vector U and covector €2 fields over M, the
covariant derivative along an arbitrary vector V' can be expressed as

(Vo) = (U™ + TEEU) Vig = Uy ™ Vi (28)

(VVQ)U — (Qij,kl - F%l;lQmp) ‘/I-cl — Qij;kl‘/kl (29)

After expanding the covariant derivative into components, one readily obtains

(VvU) pp= (g—‘%mp— (30)

1 1
- 5 (Vmaf)/abpr + Uma'}/ab%p) + Z (”YabvabUmp - 'Yab%c'YCdUda’}/mp + VmpfyabUab) )



and

g SO\ Y
0 = = 31
v = (57) + (31)
+3 (“Vapy™ + "V 2) — 1 (QVay? = QY Veay” + v Va2V
here (22)” = L 9 (¢ g1
wnere W = d_q (’)/ + q )‘QZO

For a general (p-¢)-tensor field © over M, the covariant derivative reads

(VV@)Z]nm — (sznm Skl + Fg](;kl@ij...nmabmrs 4.+ Pgﬁkl@ij...nmop...ab . (32)

op...1s op...rs

ikl ~ab...nm nmkl\tj...ab _ Ai...nm skl
- I_Wab o op..rs I_\ab S opmrs)‘/kl =0 op...Ts Vi

In particular, for the supermetric, i.e. 2-covariant symmetric tensor field G over M, the
covariant derivative equals zero

(VyG) =0 (VvG*) =0, (33)
and therefore for any vector field V' the folloving relations apply
(VyU*e) = (VyU)® (VyQie) = (VyQ)fe. (34)
For a function f over M, the covariant derivative means
of d
=——=— % .
VVf 5 dq f (7+q )‘q:(]

In particular, one obtains (see (25))

1
Vyy = 5727“%
and

1 1 1
v, (759) iy <VVQ T §anbva,,> . (35)

Remark 1: A natural class of supermetrics on M first emerged from the structure of the
constraints of general relativity (DeWitt (1967)). A general form, dependent only on ~y
itself, and not on derivatives of 7, has been explicitely given by

Gkl _ 7% (,Yi(k,yl)j + ﬂ,yij,ykl) :

R+

N

Grimp = @Y7 2 | Ye(mVp) — L%Wm :
b PE 1438 P

For « = 1 and § = —1, this is precisely the DeWitt metric. Our metric (2),(17) is
characterized by a = 4 and § = 0.



Remark 2: In case one drops the component *y%, the Christoffel symbols surprisingly do
not depend on § (Schmidt (1990)).
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