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KINEMATIC ACCURACY OF A SIMPLE OPEN CHAIN BY USING
AUTOMATIC DIFFERENTIATION

M. NémeCek*

Summary : The mail idea of this paper is to compute errors in the position and
orientation of an end-effector by the efficient way. We have a simple open chain
with revolute joints only. The position and orientation is described by mens of
transformation matrix between the basic and the end-efector spaces. We will use
the linear model of errors. According tolinear theory we must differentiate this
transformation matrix with respect to angle and length chain parameters. This
derivation we will to generate efficiently by means of Automatic Differentiation.

1. Uvod

Tento ¢lanek se zabyva efektivnim zplsobem vypoctu a popisu chyb v poloze a orientaci
koncového ¢lenu robotické struktury, ktera tvoti jednoduchy otevieny kinematicky fetézec s
rotaénimi vazbami. Matematicky je poloha a orientace koncového clenu popsana
transforma¢ni matici mezi systémem zakladniho ramu O a systémem koncového ¢lenu n
Obecné lze odvodit linearni a nelinearni model chyb v zavislosti na jejich predpokladané
velikosti. My budeme ocekavat malé chyby tj. linearni model. Podle n¢j je nutné derivovat
transformacéni matici podle délkovych nebo thlovych parametri vyskytujicich se v fetézci.
Tuto derivaci lze efektivné provést pomoci metody Automatického Derivovani.

2. Automatické derivovani

Automatické derivovani (AD) je metoda, kterd umoziiuje efektivni cestou vytvaiet derivace
skalarnich a vektorovych funkci. AD byva Casto zaménovano se symbolickym derivovanim
dlouhé fetézce vyrazl, které se nedokazi ani zobrazit a tak dojde k jejich odtrzeni. AD
derivator, jehoz princip budeme matematicky simulovat, dlouhé fetézce postupné substituuje
a vysledkem derivovani neni dlouhy fetézec, ale procedura obsahujici dil¢i ptikazy a v
konecném dusledku pocita hodnotu funkce a jeji derivace ve zvoleném bodé€. Prikazy uvnitt
jsou optimalizovany tak, aby se neopakovaly Casto vyskytujici se vyrazy.

V této kapitole se tedy budeme snazit vytvofit vhodny matematicky aparat AD, ktery
nam umozni jeho efektivni pouZziti k derivaci transformacni matice. Budeme tak matematicky
simulovat AD derivator a vytvaret programy-kody, které zapiSeme v matematické formée.
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Cilem derivovani obecné¢ je ziskat Jacobiovu matici J z m rozmérné vektorové funkce F
vzhledem k n rozmérnému vektoru nezavislych soutadnic x . Necht' F je moZno rozlozit na
soustavu y, az y, elementarnich funkci,

ylzfl(xl,...,xn)

y2:f2(x1,...,xn,y1)

' ' (1
y, = fp(xl,...,xn,yl,...,yp_l)

F(xl,...,xn)EFpH (Xl,...,xn,yl,...,yp)

které predstavuji elementarni matematické operace (soucet, nasobeni, sin, ...) a posledni
elementarni funkce v soupisu (1) miiZze obecné obsahovat n nezavislych proménnych a p
zavislych proménnych, pak miZzeme soustavu zapsat stru¢né v anulovaném tvaru

F*(x,y)=0

(2)
F(x)=F""(xy)

Derivovanim systému (2) podle x obdrzime vztah pro J, kde vystupuji Jacobiovy matice
funkci F*"a F* jenom podle x nebo podle y

J=F"-F" (F) F 3)

Vyhodnoceni (3) mizeme provést dvéma zpusoby, prvni oznacujeme jako primy mod AD a
ziskdme feSenim matice V (p,n) jako feSeni n linedrnich systémul s dolni trojuhelnikovou
matici Fy, coz odpovida derivaci syst. (2) shora dolti tedy piimo nebo doptedu

(F)V=F

4)
J — Fxp+l_ F‘?-HV

Druhy zptisob oznacovany jako zpétny méd AD obdrzime feSenim matice W (m,p) jako
feSeni m linearnich systému s horni trojihelnikovou transponovanou matici F; , coz odpovida
derivaci (2) zdola
(FyE)T W' = (pr +1)T
J=F"-WF/

)

V ptipadé¢ vypoctu gradientu f, (n,1) skalarni funkce feSime vektor w (p,1) z horniho
trojuhelnikového systému

(F,,E)T w=-f"

(6)
£ (x)=£2"+(FF) w
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3. Idealni model otevieného kinematického retézce

M¢jme otevieny kinematicky fetézec tvofeny m télesy spojené rotacnimi vazbami, ktery v
presné-nechybné poloze zaujme tvar dle obr.1

Obrazekl1 Idealni model fetézce

4. Matice chyb metodou AD

Jak jsme jiz uvedli v Gvodu polohu a orientaci systému télesa n viaci ramu popisuje
transformacni matice, kterd je zavisla na rozmérech nebo thlech, které popisuji fetézec z
obr.1. Souhrnné tyto parametry ozna¢me vektorem k a pro transformac¢ni matici plati

T = T (K) (7)

Nasledkem malé zmény Ak; parametrii k; koncovy ¢&len n zaujme polohu n dle obr.2

Obrazek2 Chyba v poloze koncového ¢lenu
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Této malé zméné parametri k odpovida zména transformacni matice zapsané ve tvaru

E(Ak)

AT :ZaTon A, {aTon aTOH} ®

—~ ok, ok, ok | (k)

kde: F¢ je matice citlivosti na parametry k a je vyjadiena v prostoru zékladniho ramu. Je to
zaroven matice parcialnich derivaci, kterou budeme efektivné pocitat metodou AD.

Chybovou matici s prvky (viz. obr.2) popisujicimi chybu v poloze (malé posuvy podél
0s) a orientaci (malé uhly kolem os) vyjadienou v systému télesa n lze vyjadiit

0  —"Ag, "Ag, "Ax
0 :{_.A__(??:O_‘t_j__'fé_‘_‘}: "Ap, 0 —"Ag. Ay o)
o 0 0 ="Ap,  "A@, 0 "Az
0 0 0 0
-1 a1 Ty,
H,o =(Tu) AT, =(To) D 2 Ak (10)
] J

Transformac¢ni matici (7) a jeji inverzi vyjadiime pomoci jejich submatic nasledovné

0]

T, = Son . :{S . “} (TOn)fl :[(S") _(S") 0 u} (11)

0:0 0 0

>

<

=t

Ze vztahu (9) az (11) pak mizeme pro jednotlivé submatice chybové matice vyjadiit zptisob
jejiho vypoctu v prostoru zakladniho ramu a koncového ¢lenu

"Au=(Sw) "Au (12)
A®n,0n = (SOn)T ASOn (13)
AG)O,On = ASOn (Son)T (14)

kde vektor "Au a submatici AS,, matice AT,, napoéteme T,, zp&tnym moédem AD viz. (5).

Transformacni matici (7) mizeme pro AD vyjadiit pomoci souc¢inu N zakladnich
transformacnich matic

Ton (K) = Tom (K1) Tz (K2 Ty (Kt ) Ty (Kx) m e {1,2,3,4,5,6} (15)
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Podle vzoru (5) derivujme matici (15) zpétnym moédem AD a podle (12) az (14)

vygenerujeme pro matici chyb nasledujici kod vypoctu pro ptipad N =4.

Tabulkal Matice chyb metodou AD

Napocteni nadbytecnych souradnic

Y, =Ty, (ki)

Y, = T (k) Y,
Y; =T, (k) Yo
Y = Ta (ki) Ys

Resent systému s horni trojithelnikovou matict

W, =E(])

W; =W, Ty,
W, =W; Ty,
W, =W, T,

Vypocet diference matice T,

Vypocet matic (SOH)T a ASo,

1Y =(Y,(1:3,1:3))

DY = AT,,(1:3,1:3)

Vypocet vektorii ° Au, "Au a matic A®,,, A®,,
‘Au=AT, (1:3,4)

"Au=1Y"Au
A®0,0n = DYIY
A®,., =1IYDY

Vypocet matic Hop a H, o,

° A®y | "Au H A®,o | "Au
0,0n — 0 5 O nOn — 0 5 0

E(Ak)

AT, :{m Oin vy, Olom g gy, Ol 4y 6TZm4} E(Ak))
ok, z ok, z ok; ; ok, E(Akl)

E(Ak)

5
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5. Zavér

Byla popséna efektivni cesta vypoctu matice chyb polohy a orientace pomoci universalné
ucinné metody AD. Jeji rychly a efektivni vypocet se uplatni pfi fizeni a pfesném polohovani
robotickych struktur, kde je nutné vypocet mnohokrat opakovat. Dokazeme tak pruzné¢ opravit
nepiesny pohyb manipulatoru.
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