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PENALTY FORMULATION OF THE METHOD OF FREE
HEXAGONS

P. Prochazka*, M. Kugblenu*

Summary: The method of free hexagons belongs to discrete element methods.
There are plenty of advantages in comparison with other numerical approaches:
the hexagons can cover the whole domain describing the trial structure so that
standard mechanical properties can be introduced in the computation.
Geomechanical or other material properties, such as materials along contacts,
fracture mechanic properties and others can be involved in the model. Von Mises-
Huber-Hencky hypothesis is applied inside the hexagons.

1. Uvod

Problémy mechaniky, které vedou na porusSeni, trhlinatost, lokalizaci napéti a na podobné
problémy (které se vyskytuji hlavné v geomechanice), se v souc¢asné dob¢ stale vice pouzivaji
diskrétni metody obecné spocivajici v ndhrad¢ kontinua diskontinuem. Mezi znamé diskrétni
metody patii UDEC, PFC, staticky PFC. UDEC je velmi sofistikovana metoda, ktera vsak je
vhodna prakticky vyhradné na lohy s ortogonalné anizotropnim prostiedim. PFC nahrazuje
kontinuum kulickami ve 3D nebo disky ve 2D. Vychazi se z dynamické rovnovahy, kdezto
v ptipad¢ statického PFC je vychozi statickd rovnovaha. Problém u poslednich dvou
jmenovanych metod spociva v urCeni materidlovych konstant, kterymi jsou vzdy péra,
spojujici bud’ dva sousedni prvky, nebo prvek a sténu. Je velmi problémové urcit vlastnosti
per pomoci vlastnosti kontinua, které lze ziskat z laboratornich zkousek. V nasem ptipadé¢ se
budeme zabyvat volnymi Sestithelniky, které jsou spojeny mnozinou per. Vnitiky
Sestithelniki podléhaji nelinearnim zménam, a to hypotéze Mises-Huber-Hencky. Podél
hranic mezi prvky je uvazovana zobecnénd Mohr-Coulombova hypotéza s vylou¢enim tahd,
které jsou vétsi nez nékteré dané Cislo (dovoleny tah).

2. Zakladni tvahy

Nejprve se soustfedime na formulaci problému. Defini¢ni oblast £2 pokryjeme disjunktnimi
Sestitthelnikovymi prvky, které jsou a priori spojeny pérovou vazbou. Jednd se zde o
pfedstavu, kterd je pouze formalni a umoZiuje ndm fyzikdlni ndhled do problému.
RozliSujeme dva typy pér, a to ve smérech normaly ke hranici Sestitthelniku a v tangencidlnim
sméru. Jestlize ptistoupime k predpokladu o linedrni zavislosti mezi silami a rozdily v
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posunutich na spolec¢né hranici mezi dvéma sousednimi prvky, pérové konstanty budou
koeficientem umeérnosti. Ve varia¢ni formulaci budou hrat roli penalt ve Fischerové kontaktni
uloze.

Hexagonalni c¢astice jsou studovany pifi rGznych kontaktnich podminkach. V nasem
piipad¢ jsou zahrnuty ndasledujici podminky: Zobecnénd Mohr-Coulombova hypotéza
s vyloucenim nepftipustnych tahli podél kontaktu mezi ¢asticemi. VySe uvedend hypotéza je
realizovana pomoci rozdilu normalovych a tenych posuvli a povrchovych sil na hranach
sousednich prvk. Obé tyto veli¢iny jsou vazany linedrnim vztahem s koeficientem
umeérnosti, kterym jsou pérové konstanty. Smysl zavedeni pér je patrny z obrazku 1, kde
nejprve je ukazan systém pér v normalovém sméru a poté ve sméru tecném.

Obr. 1 Systém pér vazajici sousedni prvky.

3. Vypoctovy model

Uvazujme nyni jediny Sestithelnik (popsany defini¢ni oblasti £2 s hranici /7). Vazby na
sousedni prvky jsou ukdzany na obr. 1. V kazdém Sestitthelniku se material chova plasticky.
Pro popis chovani jednotlivych prvki pouZijeme metodu okrajovych prvka. Jelikoz vyjadieni
plastickych deformaci v této metod¢ vede na prili§ vysoké singularity okrajovych integrald,
pouzijeme néhradni postup pies tzv. Eshelbyho sily. Touto cestou lze rozdélit pruzné linearni
vlastnosti a plastické vlastnosti, které jsou popsany Eshelbyho silami na povrchu prvkda.
Zakladni rovnice feSici linearni problém ma tvar (Broz & Prochdzka, 1995):

6

S0 (&) = £ (S p, (o (x. )
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kde b, jsou slozky objemovych sil, /7 jsou hrany (Gsecky) okrajovych prvki,& je bod
pozorovatele, x je integracni bod, u, jsou slozky vektoru posuvi, které jsou definovany i
uvnitt oblasti prvku, p, jsou slozky povrchovych sil, ¢,, je matice, jejiz hodnoty jsou urceny

podle polohy bodu pozorovatele. Hodnoty s hvézdi¢kou jsou dana jadra integralnich rovnic.
Naptiklad plati (Broz & Prochéazka, 1995):

* i * - - 2_i_ -
u, =A(Mo, (logr— xr);k ). Pa =—2Ar£2(k(nkx,- —-n,xx )—(ko, +%)xjnj),
kde
A=—(A+pu)/ 4mu(A+2u), M =(A+3u) (A+u) k=pu/(A+pu),xi=x,-¢,,

—2 —2 . , Iy ’
7> =x;+x2,a A a g jsou Lamého materidlové konstanty.

Predpokladejme rovnomeérné zatizeni okrajovych veli€in (posuvy u,(x) a povrchové sily
p,(x),i=12), a objemové sily b, jsou rovhomémé na definicni oblasti (2. Umistime-li
postupné body pozorovatele & do bodi x , které jsou stiedy okrajovych tusecek
hexagonalnich prvki obdrzime zjednoduSenou verzi (1):

] 6 2 X
S = (2 (! Juy (x.E, Jdx~

s=1 i=
s * 2 s *
—u; jpik(x,f)dx)+zlbi Juy(x,&)dx )k =1,2, 2
I 1= Q2

kde u] a p;

1

jsou hodnoty odpovidajicich veli€in umisténych v &, s = 1,...,6, tj.,
u; =u,(&,)a p; = p,(<&, ). Navic, vektor vlivu objemovych sil na okrajovych Gse¢kach jsou
oznaeny b, =(y,,7,),s=1,.6,a

2 *
7i= LB fup(x g JAr(x), k=12,
=l Q

Integraly mohou byt pocitany explicite nebo numerickou integraci.

Zaved'me vektory «, S, s = 1,...,6, a taky u a p takto:

a B, b,

a, B, b,

a{ufj [pfj’ U= a; p= B b= b
’ u, 2 a, B, b,
s P b

2% Bs b
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S uzitim této notace vztahy na prvcich (2) mohou byt zapsany takto:

Au=Bp+tb 3)
kde A a B jsou (12 * 12) matice, jejichZ slozky jsou singularni integraly pfes hrani¢ni usecky.
Matice A je obecné singuldrni a matice B je regularni. Tento fakt umoziiuje pfepsat rovnice
(3) do tvaru:

Ku=p+V, K=B'A,V=B'b 4)
kde matice tuhosti K je jina, nez ta co se vyskytuje v aplikacich metody kone¢nych prvki.,

V je vektor objemovych sil jejichZ vliv je koncentrovan na hranici Sestitthelnikl (pfesnéji do
bodu &). Timto zplisobem je problém v diskrétni formé podobny MKP.

Podél sousedicich hrani¢nich tsecek plati ( p/* jsou Eshelbyho sily):

pi+p;=(p)" +(p!), )
kde horni index plus znamena zprava a minus zleva (nejvic dva prvky mohou byt v kontaktu).

Pouzitim vztahu z (4) a (5), obdrzime dvakrat vice neznamych rovnice, protoze zadna
vazba mezi prvkami jesté neni zavedena. Rovnice (5) musi byt doplnéna vazbou typu:

k(uf —uf )=p,. ©)

Tyto posledné zminéné podminky jsou podminky typu penaltovych formulaci, jelikoz
jestlize k, jsou dostatecn¢ velkd, rozdéleni posuvi je spojité, posuvy zleva a zprava jsou

stejné. Tyto podminky mohou byt lokalné poruseny z diivodli kontaktnich podminek, které
budou diskutovany dale v tomto textu.

Diskretizace z pfedchoziho textu vede na nelinedrni soustavy algebraickych rovnic, které
jsou feSeny over-relaxation itera¢ni procedurou

Pro posuvy v oblasti prvku v kazdém elementu (2 plati:

u (€)= 3(3(p; it (0, ) -

s=1 i=]

_,,,;Iip;(x,g)dxﬁgb;!jﬂ;(x,g)dx),k=1,2, %)
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kde okrajové posuvy a povrchové sily jsou znamy zptfedchozich vypocéti. Uzitim
kinematickych rovnic a Hookeova zdkona dostaneme vnitini napéti z (7). Nyni jiz nehrozi
nebezpeci singularit, nebot’ body x a & se nikdy nesejdou (bod x lezi v oblasti (2 zatimco &,

lezi na hranici /I~ pro vSechna ptipustna s).

4. Formulace kontaktniho problému

Pfipomeiime, Ze posuvy jsou popsany vektorovou funkci u = (u,,u,) proménnych x =
(x,,x,). Pole povrchovych sil na hranicich ¢astic je oznaceno bud p = (p,,p, ), nebo po
projekci do smérti normaly a te€ny p = (p,, p, ). Podobny vysledek 1ze odvodit pro posuvy u
= (u,,u, ). Uvazujeme teorii malych deformaci.. Geometrické podminky lze vyjadtit pro dva
sousedni prvky podél jejich spolecnych hranic takto:

[u], =u —ut* <Onar), (8)

kde I}, k=1,..,n jsou hranice mezi sousednimi prvky, u*“ je normalovy posuv b&zného
prvku o =ca a =a patii k sousednimu prvku, v obou ptipadech na bézné spolecné hranici,
I}, kprochazi ¢isla vsech spoleénych stran prvki, n  je celkovy podet spoleénych hran
hexagontl.

Necht k' je pérova konstanta v normalovém sméru a k' je pérova konstanta v te¢ném

sméru na hranici mezi &asticemi se spole¢nou hranici 77+. Pak v pruzné oblasti plati

pr =k ul a pf =k'[u] . Oznadme

K=(ueV,(p;) 2pi=ki[u],, jestlize (p})* <p} potom p;=0

Kolulf <c* na rf, k=1,...00 ), [u] =u —u.

kde u/“ je teény posuv na strané k, ( p )" popisuje dovolené napéti v tahu, c* je smykové

dovolené napéti, V' je mnozina posuvil, které splituji kinematické podminky na hranici a

podminku (8). Jestlize p* =0 pak mnoZina K je kuzel dovolenych posuvii spliujicich

geomertické podminky na hranici a kontaktni podminky. Toto vSe je platné pro kiehké
materialy. Jestlize materidl je pruzné-plasticky, pak kuzel K se zméni takto:

K=(ueV,(p; ) 2 pl=kflul;, jestlize (p;)* <p! pak pf=0
kKl 1<t y(pf)- pitang na rF, k=1...n), [u] =utc—ute.

kde ¢ je Ghel vnitfniho tfeni, p’ je normalova povrchova sila na hrané k, y je zobecnéna

Heavisideova funkce, kterd je rovna jedné pro negativni argumenty a nule pro ostatni ptipady.
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Z vyse definovanych prostort lze vyvodit, Ze pf[u]l; ,a p! [u]f se chovaji linearné az do
urcitych mezi, které jsou dany povahou materialu.

Celkova energie J systému je:

J(u) = é a(u, u) - kHII (k*([u]: )? )dr - yﬂum

=ire

)]
Oou, Ou, | Ou, Ou

a(wu)= [&'CedQ, e =(—1, — —(—+
(u.0) iz[n ’ (axn Ox, 2(6xn Ox

=))-

t

kde ¢ je tensor deformace, C je matice tuhosti ¢astice, T oznacuje transpozici, £2, je soucet
podoblasti oblasti €2, tj. Sestitthelniki, b je vektor objemovych sil.

Poznamenejme, Ze pérova tuhost k' hraje roli penalty. Pfipoméiime, Ze problém miize

byt formulovan téZ pomoci Lagrangeovych multiplikatorti, a vede pak na smisenou formulaci.
Posledni ptipad je vhodny pro maly pocet hrani¢nich proménnych.

5. Pruzné-plastické chovani materialu ¢astic

Nyni struéné popiseme pruzné-plastické chovani materialu ¢astic, které je pouzito v tomto
pfispévku. Hranice mezi pruznym a plastickym stavem je v prostoru napéti vymezena
plochou plasticity, popsanou skalarni funkci — podminkou plasticity

f(o,k)=0
Slozky vektoru k = {k1 ey }T jsou jisté materialové konstanty.
Jednou z nejuzite¢néjsich je Drucker-Prager podminka s materidlovou konstantou k, =k
f(o.k) =], +¥(o,)- k=0, (10)
v niZ pfi pouziti sumacniho pravidla

o= v 0 (11)

Je stfedni napéti, které¢ je tme€rné prvnimu invariantu tenzoru napéti o , a

J, =%Sifszj =%[Sj+S;+Sz2+2(riz+rfx+rfyﬂ (12)
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Je druhy invariant deviatoru tenzoru napéti s, =o,-0,0,, kde &, je izotropni tenzor

vYij o
(Kroneckerovo delta). Kone¢né W je empiricka, monoténné rostouci funkce (Casto se klade
Y =al|)a k,a jsou kladné materidlové konstanty. Rovnici () je v prostoru hlavnich napéti
popsana rotacni plocha, jejiz osou je hydrostatickd osa o, =0, =0,. V naSem piipadé
pouzijeme Mise-Huber-Hencky podminky (M-H-H) jako specidlni specidlniho tvaru
Druckera-Pragera.

f(o,k)=J, k=0 (13)
Zaved'me ekvivalentni napéti
0. = 3T, - @7
(o0 ) (o, r6(e e e) | (14)

Pokud material vykazuje zpevnéni, plocha popsana rovnici() se zvétSuje v zavislosti na
historii zatizeni, coz vystihuji parametry zpevnéni k = k(¢).

Diferenciace funkce f'dojdeme k podmince konsistence

st
‘7:‘/

{ﬁj (5fj ik =0 (15)
oo ok

kde

1:{@‘ o o o o 8f}T

> 3 3 3 >
do |0o, 0o, 0o, Otr, Or, 07,

L{iﬁ 1}T

ok~ ok , ok, yeeeenneeens , ok,

T
Z tvaru rovnice (a%k) dk <0 je vidét, ze materidlové konstanty lze zvolit znaménkové tak,

aby pfi zatézovani (). Na zékladé podminky konsistence lze pak definovat kritérium
zatezovani.

>0  plasticke zatezovani

T

(_@’ ] do=do’ 9 =0 neutralni zatezovani

oo oo )
<0  pruzne odtezovani
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Pro material, ktery lze definovat ve smyslu Druckerova postulatu pro do'de , >0 jako

stabilni, Ize napsat v souladu s kritériem zatézovani tméru do’de, =dAdo’of /0o ,dA >0,

Jejim zfejmym dusledkem je zékon plastického pietvareni pridruZzeny k podmince plasticity
(asociovany)

o
de,=dl—— 16
£, Py (16)

Rovnice (16) je nazyvana podminkou normality, nebot” ukazuje, Ze vektor pfirtistku
plastické deformace je kolmy k plose f =0. Podminka plastcity ma tak vyznam plastického

potencialu.

Parametr dA vylouC¢ime pomoci podminky konzistence (15), kterou k tomuto ucelu
zapiSeme v Melanové tvaru

(ij do—HdA=0 (17)

oo
kde

(o) axy
H_(OIJ ') (pro[ aj do>0)

je modul plastického zpevnéni.

Dale plati:

3
da:De(dg—dgp)zDe(dg—dﬂéj, (18)

kde D, je matice tuhosti pruzného materialu.

Po dosazeni vyrazu pro do z (18) do (17) obdrzime rovnici pro dA a opétovnym
dosazenim do (18) najdeme kone¢né vyadieni konstitutivniho vztahu

do=D,dz (19)
o(2 ) 2] 2
~__“\do N\ oo ¢

Dep e T
2ol
oo ‘\ 0o

je matice tuhosti pruznoplastického materialu(asociovany zakon plastického ptetvareni).

kde
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dk ﬂ——

(f je parametr materidlové dilatance a vnitiniho tfeni) vychazi

(Gs+Kﬂmj(Gs+Kﬂm]T
D -p _\T T

o G+KpB+H

Ve vzorci znaci 7 = 4/J, intenzitu napéti, G je modul pruZnosti ve smyku a

_E
3(1-2v)

je modul objemové pruznosti. Zavedené vektory maji nasledujici vyznam

s={sxs ST T, T }T, mz{l,l,l,O,O,O}T

z? "xyd U xz? " yz
V ptipadé podminky M-H-H polozime =0 a H=0.

Zpevnéni materidlu je zpravidla vyjadieno funkei jediného parametru & = k(x), kde

T . ’ . ’
dx=0'de,=o0,dé¢,,. Ekvivalentni plasticka deformace
= Z dgerm =
1
_ 2 2 2 2 1 2 2 2 :
= Z 3 de,, +de,, +de, +5(d;/yzp +dy., + d]/xyp)

se pfi jednoosém namahani rovna plastické deformaci v uvazovaném sméru. Polozime-li
napiiklad ¢, =, =—(1/2)¢,,, vyjde &,, = ¢, (uvazujeme soucinitel piicné kontrakce pfi

plném zplastizovani).

Zbyva poznamenat, ze

m —

Sx SxSy SxS z s X z-yz s X sz Sx Txy

2
s, S8, ST, ST, ST,
2
T Sz Sz 7’-yz Sz sz Sz Txy
ss = 2
z-yz z-yz Tz\: Tyz Txy
2
Symm. [ 7, Txy
2

L T"y _
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400 Mpa

Obr. 2 Porusenti stability ¢elby pro E = 1GPa, Poissonovo cislo 0,25, G

Zavér

fejmé, Ze

zuje nelinearni

€ se uva

fipad

Sem p

v v v

hlého vyronu ¢astic uhli z tézby. V na
chovani Sestithelnikovych prvkl, a to Mises-Huber-Henckyova hypotéza. Metoda opét

projevuje své kladné vlastnosti, a to rychlou konvergenci, i kdyz z obrazku 2 je z

tabilita podzemnich dél pomoci jedné diskrétni numerické
v okoli okajovych ulozeni je potiebi vice iteraci.

metody — metody volnych Sestitthelnikti. Tato metoda byla pouzita v pracech (Prochazka &
Kugblenu, 2002) a (Prochazka), kde se tesSila stabilita hornickych dél, specidln€¢ problémy
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