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VARIATIONAL FORMULATION OF THE SOLUTION OF
COMPOSITESUSING BEM

P. Prochazka*

Summary: Certain numerical methods are direct impact of classical
variational principles. The finite element method is a typical example of such
approaches. Some problems, particularly moving boundary problems, optimal
shape design, or optimal control could prefer the boundary element method.
In the paper variational problems leading to the use of boundary elements are
formulated. The aim of optimizations are optimal shapes of fibers in
composite structures under different conditions. The defived principles should
serve as a staerting point for this.

1 Uvod

Nékteré numerické metody jsou piimym dusledkem klasickych variacnich principi, jako je
Lagrangetv nebo Castigliantv. Typickym ptikladem je metoda konecnych prvki, kterou lze
formulovat bud’ z vySe uvedenych principti nebo z derivace funkciondlii vnitini a vnéjsi
energie (slabé feseni). Pro nékteré tllohy, zvlasté lohy s pohyblivou hranici, je vhodné vyuzit
metody okrajovych prvki, ktera za jistych okolnosti nevyzaduje blizsi znalost o diskretizaci
oblasti (oblasti). Problém spociva v tom, Zze MOP vychazi z velmi slabého feSeni se specialni
volbou testovacich funkci a vede na integralni rovnice, ze kterych je nesnadné ziskat potiebné
energetické funkciondly. V ptispévku budou odvozeny variacni principy pro kompozity "s
plastém", které jsou vhodné pro vyrobu kostnich implantati.

V tomto piipad¢ se jedna o zajisténi vhodného prechodu mezi matrici a vlakny. Tim se
snizi gradient napéti mezi obéma fazemi, ktery je zpisoben ndhlou zménou v materialovych
vlastnostech a muiize zpUsobit rozpojeni a tim snizeni unosnosti celého kompozitu. Toto
zmirnéni gradientu napéti mize byt zplisobeno jednak pfirozenou cestou, a to chemickou
polymeraci mezi obéma fazemi, jednak uméle. V obou ptipadech je vypoctem indikovano, jak

by mélo materidlové chovani byt co nejptiznivéjsi. Vychazi se z méfeni a lokalizaci, ktera
byla provedena a zvetejnéna v piedchozich publikacich autora.

V piedlozeném piispévku jsou feSeny problémy navrhti varia¢nich uloh tak, aby
funkciondly byly psany pro integraly definované pouze na okrajich. Cil je zfejmy: dosadhnout
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formulaci a feSeni varia¢nich problémi pro pouziti metody okrajovych prvki, viz Banerjee,
Butterfield 1981 nebo Broz, Prochazka 1996. Obecné dostaneme pomérné komplikované
systémy pro feSeni téchto Uloh, ale pro urcité typy jsou pravé okrajové prvky vhodnym
nastrojem fesSeni. Mezi takové ulohy patii tlohy s volnou hranici nebo tlohy o optimalnim
tvaru. U téchto tloh jsou ndvrhové parametry voleny jako funkce tvaru hranice, nebo pfimo
parametry geometrie hranice, viz napt. Seguchi, Tada 1981 a Tada, Seguchi, Soh 1986.

Z hlediska numerického feseni uvedenych uloh je nutné rozlisit dva zékladni kroky:
1. vybér strategie feSent,
2. numericka metoda feSeni fyzikalniho problému.

V soucasnosti uroven pocitacii 1 numerickych postupii pro feSeni rozsahlych systémii rovnic
umoziiuje feSeni velmi komplikovanych tloh. Tim je mozné sniZovat pfedev§im spotiebu
materidlu, ale i spotebu energie a neni zanedbatelné, Ze 1 Cas, pottebny k vystavbé konstrukce
je ekonomictéjsi. Prirozen€ naopak Ize i zvysit tnosnost konstruket.

Na druhé strané se variani formulace zalozené na okrajovych integralech ptili§ nehodi na
oprimalizaci tvaru uvnitt definicni oblasti. V tomto piipad¢ jasn¢ prevladd metoda konecnych
prvki. Obecné plati, Ze pokud je tloha zamétena na pohyb uvnif oblasti, metoda kone¢nych
prvki je vhodnéjsi, naopak pro pohyb hranice je vhodnéjsi formulace pro okrajové prvky.

2 Formulace problému
2.1 Zakladni uvahy

Problémy optiméalniho tvaru nebo pohyblivé hranice mohou byt obecné formulovany takto:
Necht' napf. pole posuvi u je feSeni parcidlni diferencidlni rovnice (nebo ekvivalentné je
feSeni variaCniho principu) v oblasti Q. Necht’ E(u,Q) je realna funkce argumentti. Problém
optiméalniho tvaru nebo pohyblivé hranice sestava v hledani takové defini¢ni oblasti z tfidy ®
piipustnych funkci, kterd minimalizuje E. Toto Ize symbolicky zapsat takto:

Min {E(u,Q2); A(u,L2)=0} (1)
kde 4 je operator ktera pro kazdy stav 2 jednoznacné urcuje pole posuvil u.

Jednim z praktickych a rozumnych pozadavki projektantii ja predpoklad o minimalni
deformacni teorii konstrukci zatizeni nékterym typem vné¢jSiho zatizeni. Aby bylo mozné
zajistit korektnost takovéto ulohy, je nutné, aby byly splnény dodate¢né vazabné podminky.
V naSem pfiipad¢€ se uziva podminky stalého objemu v 3D nebo stalé plochy ve 2D. V tomto
pfipadé je nutné provést hlubSi rozbor této podminky. Jednak tato podminka zajistuje
jednoznacnost ulohy, bez zavedené této podminky neni optimaliza¢ni uloha nebo uloha o
pohyblivé hranici konvergujici. Tato podminka se jevi na prvni pohled jako zna¢né omezujici
navrhové moznosti. Ve skutecnosti tomu tak neni, je totiz mozné ,,uvolnit* i velikost objemu
a hledat optimalni feSeni na pohyblivém objemu. V piipadé¢ kompozitii se uvazuje pouze
konstantni objem, dany objemovym zastoupenim vldken v kompozitu. Druhy problém
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spoc¢iva v integralni formulaci vedlej§i podminky (objem nebo plocha jsou vyjadieny
integraly nebo integralnimi soucty). Prestoze je uloha o minimalizaci E z hlediska
konstrukéniho rozumna, nemusi jej byt dosazeno, lze zajistit pouze urcitou konvergenci. Proto
se zavadeji jesté dalsi dodatecné podminky, zastavujici iteracni proces feSeni loh v nejakém
rozumném bod¢€. Typickym piipadem je optimalni tvar tloustky obdélnikové sténa, vetknuté
na obou koncich nebo konzola, viz obr. 1 a obr. 2. Pivodni tvar je vzdy obdélnikovy a
vyznaceny na obrazcich ¢arkovanou Carou.

V tomto ptipad¢ je vhodné volit piipustné mnoziny takto:

dh

X

<c,@<c, @)

0= {Q; meas Q = C,
dx

kde C, C, a C; jsou (rozumn¢) vybrané konstanty a & = h(x), d = d(x) jsou funkce
popisujici hranice jak ve vychozim stavu, viz obr. 1 a 2, tak i v jednotlivych iteracnich
stavech, které by mély konvergovat k cilovému tvaru za vedlejSich podminek ptedepsanych
napiiklad ve (2).
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Obr. 1 Optimalni tloustka vetknuté stény zatiZené rovnomérnym zatiZenim p.
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Obr. 2 Optimalni tloustka vetknuté konzolové stény zatizené osamélou silou F.
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Jinou vhodnou moznosti volby ptipustné mnoziny je tato, kterd vede na omezeni tlousték
stény:
O={Q;measQ2=C, h<(C,,d<C,} (3)

Podminka stalosti objemu definicni oblasti miize byt zabudovana do jakostniho
funkcionalu bud’ pfirozenou cestou pies Lagrangeovy multiplikdtory, eventudlné pies
penaliza¢ni funkce, nebo muzeme postulovat funkcional bez omezeni, ale definovany na
kompletni pfipustné mnoziné @.

2.2 Primarni varia¢ni principy vyjadiené pomoci hrani¢nich hodnot

Napi$me nyni klasicky Lagrangetv princip s vazbou na objem defini¢ni oblasti:

] —
IH(u,2)=—fo,6.d2— [u,pdl+A([d2—C)—> stationarni (3)
202 77 I Q
resp. bez vazby:
I(u,Q)= 1 [o,6.dQ2— [u,p.dl’ — minimilni (4)
20 77 rp

kde u; & a o1, j = 1,2,3, jsou po fad€ slozky vektoru posuvil, tenzoru deformaci a tenzoru
napéti. p, jsou predepsané povrchové sily. Navic posuvy vyhovuji predepsanym hodnotdm
na hranici.

V dalsim se pro jednoduchost soustfedime na jakostni funkcional (4), pfi¢emz rozsifeni na
(3) 1ze provést pouhym ptipojenim posledniho ¢lenu ve (3).

Uzitim Greenovy véty na funkcional (4), pii vyuziti linedrnich geometrickych rovnic a
statické pfipustnosti a symetrie napéti obdrzime ekvivalentni funkcional ke (4) ve tvaru:

H(u,_o)=érju,.;,.dr+éjg wip.dl — [u, p.dl’ (5)
p u

Iy

Objemovy integral se tedy podafilo odstranit. Nyni provedeme nékteré upravy, které povedou
na vyjadfeni variacniho principu (4) v podobném tvaru, ale pouze s integralnimi ¢leny. Po
dalsich upravach snadno dostaneme:

IT(u,Q)= 1 fu,p.dl’ oL [u;p,dl = 1 fu.p.dl’ — [u,p.dl 6)
2r, 2, 2r I,

Aproximujme hrani¢ni posuvy a povrchové sily takto:
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u,(x)=@u(x)U,, vi(x)=¥;(x)P, ™

kde CDl.j a S”l.j jsou matice interpolaci (bazovych funkci) pfislusSnych posuvim resp.

povrchovym sildm na hrani¢nich prvcich. Vektory U, a P, i = 1....,n, jsou hodnoty posuvi a

povrchovych sil v uzlovych bodech. Cislo 7 je podet stupiiii volnosti v uzlovych bodech. Pro
homogenné material télesa, které sledujeme, Clapeyroniiv teorém (velmi slabé feSeni
obecného varia¢niho principu se specificky zvolenou bazovou funkci) vede na rovnici, ktera
mize byt zapsana takto, viz napf. Banerjee, Butterfield nebo Broz, Prochazka:

AU, = B, P, (8)

kde A; a B jsou ¢tvercové matice n x n. Navic B je reguldrni matice, kterou Ize tedy

invertovat. Skute¢né, jestlize posuvy u jsou predepsany vSude podél hranice, povrchové sily
jsou jednoznaéné definovany. Matice B ma tedy inverzni B’ a miZeme tedy napsat
alternativni rovnici k (8) takto:

P=B'4,U, =Z,U, 9)
Dosazenim (9) do (7) a (6) dostaneme:

I(u, Q) =§KUUZ.UJ. ~FU, (10)

kde

K, = [®y(x)¥,(x)dIZ, F,= [ @,(x)p,dl
P

2.3 Dualni varia¢ni princip vyjadieny hrani¢nimi hodnotami

Vyjdeme z principt podobnych (3) resp. (4). V ptipad¢ dudlnich variacnich principt je
nutné oba funkcionaly nahradit témito:

I1(o,0) =éf(7ij8iid[2— I;ipidf+/1(fdQ—C) —> stationarni (11)
o ' I o

resp. bez vazby:

I(oc,0)= éidijé‘[jdﬂ - f[&ipidf —  minimalni (12)

u
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Uzitim Greenovy véty dostaneme:
] _
H(O',.Q)=§juipidr— Juip,dl’ (13)
r I

v

kde p, = o,n;.n; jsou slozky wvnéjsi jednotkové normadly. Funkciondl je nyni podobny

funkcionalu pro primarni variacni princip, ale posledni integral pravé strany se tyka integrace
pfes tu cast hranice, kde jsou pfedepsany posuvy. Je tedy tieba opét ziskat tuhost vyjadiujici
vztah mezi veli¢inami definovanymi na hranici, tj. mezi posuvy a povrchovymi silami.

Piedpokladame-li rovnovahu vn&jsich sil, tj. [b.d€2 = § p,dI", pak lze pouzit i zde
2 r

s vysledkem:
1
H(M’Q)=§C11Pipf - PU, (14)
kde
C, =;cbkl(x)5’/kl.(x)d17;1, U, =Fj W (x)u;dl
p
Piiklad

Vyse ukazany postup je vhodny mj. pro optimalizaci tvaru vlaken. Uvazujme periodickou
jednotkovou buniku podle obr. 3. Vldkno je kruhového tvaru, jednotkova buika je pro
jednoduchost ¢tvercova.

vialino

ImAatee

Obr. 3 Vychozi kruhovy tvar vldkna v jednotkové periodické burice
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Optimalni tvar je vykreslen na prvnim kvadrantu jednotkové buiiky na obr. 4.

Imairse

viAalno

Obr. 4 Optimalni tvar vlakna s pivodnim kruhovym tvarem

Je nutné poznamenat, Ze je potiebné zachovat stalou plochu vldkna. Za téchto okolnosti je
vhodné pouzit algoritmu, které jsou znamé z geodezie (planimetrie). Navic se ukazuje, ze
hustota povrchové energie na kontaktu vldkna a matrice muze byt velmi rozdilna a
v jednotlivych itera¢nich krocich je vhodné pouzit logaritmického méfitka. Toto zjisténi bylo
uvetejnéno v (Seguchi & Tada, 1981) a (Tada, Seguchi & Soh).

Zavér

V predloZzené praci jsou odvozeny variacni principy pro Ucely optimalizace, zvlasté tvaru
vlaken v kompozitnich materidlech. Jelikoz se jedna o pohyhlivou hranici vldkna, je metoda
okrajovych prvkli mimotfadné vhodna. Je vSak nutné preformulovat klasické variacni principy
tak, aby misto funkcionald pfes oblast bylo pouzito funkcionalli pfes hranici. Tyto principy
jsou odvozeny v jednotlivych kapitolach v predchozim textu. Tim se podafi zavést navrhové
parametry, tykajici se tvaru hranice vldkna, takovym zplsobem, ze plati vzijemné
jednoznacna relace mezi body hranice a mezi témito parametry. V pifipadé symetrické
periodické jednotkové bunky je pfirozenou volbou vzdéalenost bodd hranice vldken a stiedu
bunky. V tom pfipad€ paprsky takto formulované jsou dobie definovany, nebot’ se ukazuje, Ze
optimalni tvary jsou ,,star-shaped*, tj. maji tvar hvézdice, pricemz existuje bod (stied bunky),
ze kterého lze vést usecku k libovolnému bodu oblasti vlakna s tim, Ze cela usecka lezi uvnitf
této oblasti.

Lze dokézat, ze neexistuje feSeni optimalniho tvaru pro kompozit s ndhlymi zménami
materidlovych vlastnosti. Proto je nutné zavést omezujici podminky, které zastavi iteracni
proces ve stavu, ktery je ,nejbliz§i“ optimdlnimu feSeni. Jinak feceno, fakticky
matematického optima neni dosazeno, ale technicky se jedné o nejlepsi fesen.

Zajimavym problémem je feSeni optimalniho tvaru vldken na bunkach s vice vlakny,
s neperiodickymi strukturami, apod. Tyto problémy jsou vSak velmi naro¢né jak na Cas, tak i
na teoretické formulace. Tyto zavéry plynou z faktu, Ze neZ se pfistoupi k vlastni optimalizaci
je nutné latku lokalizovat a poté homogenizovat s respektovanim obecného zatizeni (v
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normalovém i tecném smeéru), viz napt. (Prochézka, 2000). Na Stésti plati aspont pro
periodické struktury tzv. Hillovo lemma, které znacné situaci usnadni, nebot’ neni nutné fesit
kvadratické problémy plynouci z kvadratickych funkciondlti, ale je mozné vychazet ze
souc¢inu dvou linearnich forem.
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