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SOME CONSEQUENCES OF DIFFERENT DEFINITION OF THE
STRAIN TENSORS

R. Novotny*, P. Broz**

Summary: In practice, two variants of a symetric strain tensor of the second
order occur. While for the first variant, complete angle alterations are present in
the components off the main diagonal, in the second case, the variation comprises
the half constituents in question, concurrently, in the main diagonal, both variants
identically involve specific elongations. As a consequence of the preceding
circumstance, theoretical and practical deductions are a subject matter of the
treatise submitted

1. Uvod

Pii technickych aplikacich fyzikalnich vztahli (uvazujeme linearni a ideélni elasticitu obecné
anizotropniho napjatého kontinua) se bézné setkdvame se dvéma pojetimi tenzoru deformace.
Prvé znich, které je obvyklejsi, pocitd, pokud jde o mimodiagondlni komponenty tohoto
symetrického ,,tenzoru® druhého fadu, s uplnymi vzajemnymi zkosy stén na elementarnim
hranolu, to je s plnymi thlovymi zménami oproti pivodné pravothlému postaveni téchto stén
pied deformaci. Druhé pojeti teoreticky spravnéji uvazuje polovi¢ni hodnoty téchto zkosu,
zatimco diagondlni prvky obou deformacnich tenzorG zlstavaji identické. Pfi klasickém
uvazovani tenzoru napjatosti a formulovani Hookeova zdkona v E; se pak ovSem ,,nabizi* 1
dvoji pojeti materidlového tenzoru tuhosti, popt. poddajnosti (jsou rovnéz symetrické, ale
¢tvrtého tadu), ale naskytaji se také naptiklad paralelni formy vyjadieni tychz pretvarné
energetickych principil, vyvstavaji duplicitni moznosti stanoveni odpovidajicich vztahti mezi
Invarianty tenzoru napjatosti a tenzoru deformace, atd. Tyto okolnosti pfirozené¢ vyvolavaji
otazku o ,,opravnénosti* variantniho pojimani tenzorti deformace, popt. otazku, do které miry
anizotropie materidlu Ize oba fyzikalni vztahy pokladat za identické anebo alespoil za snadno
zaménitelné, apod.

2. Predpoklady, definice kartézského tenzoru a nékteré jeho vlastnosti

Budeme uvazovat linearné a idealné elasticky deformabilni obecné anizotropni kontinuum

pevn¢ faze za trojosé a spojité rozlozené napjatosti 7, . Pfedpokladame splnéni podminek
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rovnovahy na ohrani¢ené vySetfované oblasti kontinua a na ni téZ spojité vektorové pole
posunuti u ()E): u; (x /) vcetné jeho prvnich derivaci. Dale piredpokladame ,,malé* pomérné

2
deformace %(<<1) , takze L@ul} z(au’}.[aurij.

Ox ox ox; | \ ox,

J J
Budeme fikat, ze je dan kartézsky tenzor r —téhotddu vE;, (r =1, 2,3, ..., n), n je
piirozené &islo, je-li v kazdé kartézské soutadné soustavé dano 3" vzajemné nezavislych
skalarii (tzv. komponent), které se pii ortogondlni transformaci z ,nefarkované* baze
{0;é,;¢,;¢,} do ,carkované“ baze {0,¢,;¢,;¢;} transformuji podle zakona

T =a,, -a, -...a, T, . (1)

PPz P3 Pl Pl Prly by sy

kde ¢isla a,, , (k=1,2, .., 1), jsou smerove kosiny Ghli, které svira jednotkovy bazovy
k'k
vektor €/ s jednotkovym bazovym vektorem é; , pficemz v (1) je uplatnéna Einsteinova

sumacni konvence. Z (1) Ize inverznim postupem obdrzet ekvivalentni transformacni vyraz

=a, -a, -..a T . . (1a)

ProP2resPr 0P ip; LDy Ly sy

Budiz feceno, Ze alternovanim obecné nesymetrického tenzoru 7;; nad obéma indexy i a j

. . 1 . .
Ize obdrZet antisymetricky tenzor Tj; = E(T” -T ﬂ.) a symetrizovanim 7 nad obéma indexy

i a j obdrzime symetricky tenzor 7, = é . (T,, +T ﬁ.) , a Ze (jen pro tenzor druhého fadu) plati

Ty =Ty + T - @)

y

Pfipometime, ze ndsobenim tenzoru r — tého a s — tého fadu ziskdme tenzor (r + s) — té€ho

fadu, zatimco ztotoznéni dvojice indext znamena snizeni fadu tenzoru o dva (tzv. kontrakce).

3. Tenzor napéti a dvé variantni definice tenzoru deformace

Tenzor napjatosti 7, budeme pojimat klasicky ; jde o symetricky tenzor druhého fadu, coZ je

diisledek véty o vzajemnosti tangencialnich napéti.
Pokud jde o tenzor deformace, budeme uvazovat jeho dvé mozné varianty, totiz ,,tenzor
s»malych a uplnych* deformaci y, a tenzor ,,malych* deformaci ¢, .

Je-li 'V Hamiltonliv operator (symbolicky diferencialni vektor) a u (fc) = ui(x j) je
vektorové pole posunuti, je jejich diadicky tenzorovy soucin obecné nesymetrickym tenzorem

druhého fadu, neboli €,=V ®u (¥)= % . Uplatnénim (2) na €, ihned ziskdme
iy ‘
J

| ou  ou,

Oox; ox, Ox; | 2 |ox; O

1
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kde prvy tenzor na pravé stran¢ posledni rovnice je tenzor ,malych® deformaci, ktery je
ziejm& symetricky, zatimco antisymetricky tenzor @, se nazyva tenzor tuhého pootoceni

(JimZ se zde jinak nebudeme zabyvat). Poznamenejme, ze vyznam tenzoru &, je ten, Ze jeho

diagonalni prvky maji vliv jen na zmény objemu, zatimco zména tvaru zkosem je ,,skryta®
v mimodiagonalnich slozkéach a Ze jej 1ze zobrazit do ¢tvercové symetrické matice typu (3*3).
Nyni, jak bylo avizovano v uvodu, definujme ,,tenzor ,,malych a tiplnych* deformaci, a to

7, =& pro i=j a y,=2-g, pro i#j . (3)

Ctenar si zajisté povsiml ve spojitosti se symetrickou matici y, , Ze pro ni bylo pouZito
terminu ,tenzor* (s uvozovkami). Skutecn€, symbol y, sice sdm o sob€ vyhovuje ve viech

bodech definici tenzoru, nicméné jeho vytvoreni neni korektni vzhledem k zakonitosti (2), coz
bude mit jist¢ disledky, jak bude jesté€ ukazano. PouZijme proto pro symbol y, ,,opatrného*

oznaceni kvazitenzor.

4. Hookeuv zakon pro anizotropni prostiedi ve dvou variantach

Po definovani tenzoru napjatosti i obou variantnich tenzord deformace lze ve shod¢ se
skutecnosti reflektovat tuto zakonitost ,,pfiblizné* platnou v jistych ,,velmi“ malych
deformacnich mezich: kazdou komponentu tenzoru napéti Ize vyjadiit jako linearni kombinaci

obecné vSech slozek (jednoho nebo druhého variantniho) tenzoru deformace, pficemz vSechny

woe 1a ok . . . A A L
soucinitelé téchto linearnich kombinaci napliwji tenzor tuhosti “ % resp. ~7 . (Skute¢né,
z feCen¢ho (totiz z pouhého ndzoru) plyne, ze pocet nezavislych komponent je 92 =81 , coz
je ve shod¢ s jednim z bodu definice kartézského tenzoru Ctvrté valence, sice 34 = 81 . Ze

T £y o x , A =4, e e .
symetrie 7 a 7 resp. ¥ viak plyne také % ~ ik  a pongvadz diisledkem zakona

zachovani ptetvarné energie je splnéni platnosti A = Ay , redukuje se pocet nezavislych
elastickych koeficientii na konecnych 21 , coz odpovidé tzv. multikonstantni teorii (Brdicka,
2000, Haermon, 1965, Novotny, 1999)

Takto definovany Hookeliv zdkon pro E3 , napiSe-li se v tenzorovém tvaru (a ve dvou
variantach), tedy zni

Ty = AV TESP. Ty =AycEy )
popr.
*
Vi =By Ty TESP. & =By ty (4a)

pfi¢emz tenzor tuhosti (nadale budeme pracovat jen s jeho prvni variantou, totiz s 4, )

muzeme zobrazit do ,.kvazimatice*
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A1111 A1112 A1113 A1122 A1123 A1133
A1211 A1212 A1213 A1222 A1223 A1233
HAWH: jwu jmz j1313 j1322 j1323 j1333 (5)
2211 2212 2213 2222 2223 2233
A2311 A2312 A2313 A2322 A2323 A2333
A3311 A3312 A3313 A3322 A3323 A3333

a tenzory poddajnosti B, resp. B;k, (jimiz se zde nebudeme blize zabyvat) maji obdobné
vlastnosti a strukturovani jako oba variantni tenzory tuhosti. Poznamenejme, ze, ptisné vzato,
vyraz (5) neni korektnim zobrazenim tenzoru A;y (proto pouZzity termin ,.kvazimatice):
jestlize kartézsky tenzor nultého, resp. prvého, resp. druhého, resp. tietiho fadu lze v Ej;
zobrazit jedinym skaldrem, resp. vektorem, resp. ¢tvercovou matici typu (3><3) , resp.
kubickou (prostorovou) matici typu (3><3><3) , pak tenzor valence ,,Ctyfi” se zobrazuje do
ctyfrozmérného télesa Cisel, a nikoliv do matice typu (9 X 9) (tim mén¢ ovSem (6 X6 ) ), atd.

Posuzuje-li se elastické chovani kontinua podle analogie pruzného chovani krystald
(zobrazenych obecné v podobé dipyramid s prostorovym osnim kiiZem), pak mira jejich
geometrické soumérnosti, ktera je dana typem krystalové soustavy, urcuje vlastné i miru
jejich elastické symetrie, coz ma potazmo vliv na pocet nezavislych pruZznych koeficientl
v uvazovaném tenzoru tuhosti  Aijkl materidlu spojitého prostfedi. Protoze nejslozitejsi
krystalové soustavé (triklinické) odpovida odvozenych (prave) 21 koeficient, jednodussim
soustavam naleZi pfirozengé M~ 21 nezavislych elastickych souciniteld. Uved'me zde, ze
izotropnimu prostfedi odpovidda m = 2 , a Ze se zvySovanou mirou anizotropie v hierarchii
krystalovych soustav odpovida kubické (krychelné) soustavé m = 3 , trigondlni a hexagonalni
(Sesterecné) soustavé m = 5 , tetragondlni (Ctverecné) soustavé m = 6 , romboedrické
(klencové) soustavé m = 7 , ortorombické (kosoctverecné) soustavé m =9 , monoklinické
(jednoklonné) soustavé m = 13 a triklinické (trojklonné) soustavé m = 21 (Brdicka, 2000,
Haermon, 1965, Hejtman , 1969, Novotny, 1999)

Pii rozboru podoby (4) ve skalarnim rozepsani vzhledem ke strukturaci (5) se ukazuje

byti vhodné rozlozit , kvazimatici® (5) na submatice HkAijkl H typu (3 x3 ) , k=111, 1V :

1 11
[l "]

HAijle: 111A IVA ’
ijkl ijkl

Ziejmé plati H” AWH = H”’ Aijkl” . Kromé toho, az do ortorombické krystalové soustavy véetng

. : 11 a1 st : : : 1w roq: L 1an?
jsou submatice H AWH a H AWH nulovymi maticemi, submatice H AWH ma diagonalni

tvar, ktery pro kosoctvere¢nou soustavu specialné je

Ay 0 0
H v Aijkl H =| 0 Ayss 0
0 0 As335
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AIII] A1112 A1113
a submatice H’ A,.jk,” =\A4,,,, A, Al je ustalené strukturace (dokonce pro vSechny typy
AISI] A1312 A1313

krystalovych soustav). Uplatnime-li pro tenzor tuhosti platny pro uvazovany kosoctvereény
krystal vztahy (4), l1ze obdrzet po rozepsani fyzikalni rovnice ve dvou skalarnich variantach
vztahy

Ty =Apy Vit A Vot A 75
i Y T A Vot Ay Vs
iV T A Vo Az Vs
222 Vip TSP. T, =2-Ay, -8,
Ty =Aypp3 Y0 TOSP. Ty =2-Ay55- &5

Ty =Aggss V3 T€SP. Ty =2-Agpp5- 6y

A
A

Ty =
T3 =
7,=4

Teprve slozitéjsi aelotropie vedou na nenulovost materidlovych submatic H” AWH a

, coZ ma za nasledek, Ze za nejvysSich mér anizotropie (jednoklonny a trojklonny

krystal) by bylo tieba fyzikalni vztahy uvazovat zasadné bud’ jako 7 A7 , anebo jako

.
%y = A Eu , kdy zfejme A # Aj . Poznamenejme, ze strukturadlni komplikovanost
materidlovych tenzord je vice ovlivnéna mirou neortogonality v osnim kfizi dipyramidy
krystalu kontinua nez riznosti délek jejich (prostorovych) os. Ackoliv zavéry vyplyvajici z
analyzy strukturovani materidlového tenzoru tuhosti pro anizotropie vysSich fadi jsou
pomérné specidlni a maji spiSe teoreticky charakter, zdlraznéme, Ze az do aelotropie

odpovidajici ortorombické krystalové soustavé vcetné je zcela nepodstatné, jaka varianta

deformacniho tenzoru je uvazovana, ponévadz Ay = Ay . Lze proto snadno a kdykoliv
pfechéazet ve (4) z jednoho variantniho vztahu do druhého (Novotny, 1999, Novotny, 2001).

Zastavme se jeSt¢ u izotropnich prostfedi. Uvazovani (3) umoznuje zapsat tenzorovou
rovnici (4) bud’ pomoci dvou ,,tenzorovych* vztaht jako

E-u
4. Sy
) 2 T ) T

pro i=j a

E .
Ty—m]/lj pro i1+ j ,

anebo pomoci jediné (vpravdé) tenzorové rovnice

E-u
L= ~5..'
i (1+p)-(1-2-u) 7 Fu

takze
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(I-u) u 7

] R

a (ve shod¢ s oznac¢enim submatice z kvazimaticového zobrazeni tenzoru tuhosti vyse)

E
ijkl”zm' i

HIV

kde &, oznaCuje Kroneckeriv izotropni tenzor druh¢ho fadu, ¢i-li jednotkovou diagonalni

matici, £ znaci Youngliv modul pruznosti a u oznacuje Poissonovo Cislo. Je vidét, ze ta

varianta tenzoru deformace, ktera pocita s polovi¢nimi zkosy je nejen teoreticky vhodné&;si,
ale vede i na elegantnéjsi (kratsi) zapis fyzikdlnich vztahti (Novotny, 1999, Novotny, 1999).

5. Invarianty tenzoru napjatosti a variantnich tenzori deformace

Jestlize jsou vzhledem k bazi {0; €,€e,; 53} vztazeny tenzory 7, Tesp. y, resp. &; s
vSemi obecné nenulovymi komponenty, pak existuje takové ,,natoceni* vychozi baze do nové,

tieba {0; é, e, ¢, } , ze vzhledem k ni se uvedené tenzory transformuji do 7, =a, -a; -7,
resp. do }/; resp. do g; tak, Ze je lze zobrazit jen do diagonalnich matic, takZe napft.
7;,=0 pro i#j ,ale 7,#0 pro i=j,atd. Symboly opatien¢ v pravém hornim indexu

,»hveézdiCkou (*) signalizuji, Ze bézi o hlavni napéti ¢i o hlavni relativni roztazeni. V
(Brdicka, 2000, Novotny, 2001,) je podrobn¢ ukazano, ze (postupn¢) pro prvy, druhy a treti
invariant napjatosti plati

I,=t, =1, (uplatiuje se Einsteinovo sumaéni pravidlo; i,j, k=1,2,3)

2-11 T12 TZZ 1-23 T[I T13

TZ 1 TZZ

1, =det + det + det =T, Ty + Ty Ty +Ts5°T)

T3 T3 T3 T3

* * *
Iy =det|t, T, Ty|=17,Ty Ty

Podobné, pro invarianty deformace vzhledem k prvému variantnimu vyjadfeni y, vyjde

J1=7/kk=7/ltk
J, =det T e +det7/22 - +det T T :7;1'7;2"'7;2'7;34'7;3'7;1
Vo Va2 VETIVET! ST ET
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Y Vi Vi
Jy=dellly,, Yy Vul|=Vi0Van Vs
Vsi Vi V33

a pro invarianty deformace vzhledem k druhému variantnimu vyjadfeni &, vychazi

J, =J,
& ! y & ! y & ! y
11 512 22 S 723 11 53
J, =det ; - + det ] 2 + det ] 2
5'721 & 5'732 E33 3'731 E33
1 1
€ 3'712 3'7/13
- 1 1
J3=det5-]/2] € 3'7/23
1 1
3'731 5'732 E33

Srovnanim a analyzou poslednich Sesti vzorct po komplikovanéjSich upravach vychazeji
vztahy typu J, =J,(J,) , totiz : J,=J,

3
J, :Jz+Z'(7122+7223+7321):J2+3'(5122+5223+5321) a

3 7
J; :J3+Z'(7122'733"’7/223'711+7321'722)_Z'712'723'731 =

_ 2 2 2
=J; +3'(512 E3tEE T E "922)_14'512 RPIRECET

Objekty 7, a ¢, (z nichZ prvy je disledné vzato (jen) symetrickou matici typu (3 X 3) a
druhy je zaroven symetrickym tenzorem druhého fadu) nejsou (z definice) identické. Totozné
se stavaji jen tehdy, kdyz jsou vztazené k bazi {O;EI* ;€ .8, } . Tehdy plati y, =¢; a také
J =J, .

6. Vyjadreni pretvarné energie pomoci invarianti napjatosti a obou forem invarianti
deformace pro izotropni prostredi.

Na zaklad¢ zaveéra ctvrté a paté kapitoly lze po jistych upravach mimo jiné dospét také

k vyjaddfeni hustoty komplementarni potencidlni energie deformace vnitinich sil ve tvaru

W(ri/)zW([ i 2) a k vyjadieni hustoty potencialni energie deformace vnitinich sil jako

W(}/,.j ) =w(J,;J,) resp. variantné jako W(}/,.j ) = W(j i, ) Vychézi (Novotny,2001)
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W(TU):L'IJZ(%)_ (12#)'[2(1',-,) ,

2-F
_ E-(]—,u) 72 __F _3E  (, 2 2
W(y”)_z.(1+ﬂ).(1—2.ﬂ) si0) (1+ u) 7:,) 4-(1+p) vierieri)
resp. (a elegantnéji) ( )
E' ]_ﬂ F2 E -
W i]= .JI i) .JZ ij
S v e R o )

(Ptipomenime ve strucnosti, Ze je-li (superpozici) celkova pretvarna prace na elementarnim
. . 1 .
hranolu o objemu AV =Ax,-Ax,-Ax, dana vztahem AA:E'T& -&,-AV , je hustota

a1 . o . (. A4 1
potencialni energie deformace vnitinich sil definovana jako W =[lm —=—-7 -¢, ,
w0 AV 2 Y Y

piicemz kvuli snadnému uplatnéni Einsteinova sumacniho pravidla bylo pouzito tenzoru
deformace ve variant¢ &, . Je vidét, ze funkce W je skalarni a kladnd a v disledku

predpokladané fyzikalni linearity také plati W =W . Napt. v (Novotny, 1999, Novotny,
. NS , . aW(%‘) ox 81/7(1})
1999) je ukazano, ze plati rovnéz r, =——> adudlné¢ y, = 2.
0y, ok

7. Vztahy mezi invarianty napjatosti a deformace v izotropnich elastickych prostiedich

Pro tplnost je vhodné dovodit vSechny vztahy mezi vSemi zde uvazovanymi invarianty, nebo-

li stanovit vzorce typu I, =1,(J,) a variantné I, =1, (J ) adale J,=J,(I,) svariantou

1

J =J, (I k) . Po ¢etnych a pracnych upravach vychazi

E

L=ty
Y2

2

3
1 +_'J2+Z'(7122+7223+7321)}

=+ E3 .|:£.(7/2 }/ +7/2 .7/ +7/2 .7/ )_17 .7/ 7/ :‘
(]+/J)3 4 12 33 23 11 31 22 4 12 23 31
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v

Elegantnéjsi je pak obdobné vyjadreni, totiz

I, = -J
1 (1_2.,”) T
2
- E {ﬂ-(2—ﬂ2).—12+j2}
(1+u) | (1-2-p)
a
E' |\ U-p) 55, 0 5.5 5
7 = .J -J
Y1+ p) {I—Z-W ST
Zbyva vyjadrit
1-2-
J1:( E,U) 11 ’
1+ u) 2 -
J2:( E/ZJ) _|:12_/z](+lu)él).]12_3-(1']22+1'223+T321)j|
a

3 2 ’
J; :(1+'u) .{(]fluy -[f—(]flu)-ll‘lg +13j|+M.(£];—_;lu)'T12'723'T31 +

2
3'(1+ﬂ) 2 2 2
+ I '(2'12'T33+723'711+731'722)+
3'#'(1"'/1)2 2 2 2 2 2 2
+ £ '(712 Tyt T Ty Tl Ty T Ty + 75,07, + 75 'Tss)

a opét v elegantnéjsi varianté

a kone¢né
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8. Zavér

Prispévek ukazal, ze z praktického hlediska neni vyznamné, pracuje-li se az do aelotropie
ortorombické miry (v€etné) s ,tenzorem* ,,malych a Uplnych* deformaci ¢i s variantnim (a
skute¢nym) tenzorem ,,malych* deformaci. Az do uvedeného stupné aelotropie také netieba
rozliSovat rozdilné varianty materidlovych tenzorti, ponévadz neexistuji. (Ostatné, tak vysoky
stupeni anizotropie je i z teoretického hlediska obtizn¢ schlidny, nehled¢ k tomu, jak technicky
(patrné experimentaln€) a sjakou mirou spolehlivosti stanovit vSech devét elastickych
soucinitell). Nicmén¢, zda se, Ze prva varianta ,,tenzoru“ deformace naléza SirSiho uplatnéni
v technické praxi (je nazorngjsi), zatimco jeho druhd varianta je teoreticky spravné;si.

Clanek piedlozil i nekteré diisledky rozdilného definovéani tenzorti deformace na definici
uréitych pojml (zejména pretvarné energetickych pro piipad izotropie a invariant
deformace) v mechanice kontinua pevné faze, které se tak staly rovnéz variantnimi a ukazuje
vSechny odvoditelné vztahy mezi nimi. Poznamenejme, Ze ,,netenzorovy* charakter nékterych
z téchto vztaht se zrcadli i ve zna¢né slozitosti jejich zapisu.
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