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DYNAMICSOF A SPHERICAL VIBRATION ABSORBER

J. Naprstek*, M. Pirner*

Summary: Wind excited vibrations of slender structures such as towers, masts or
certain types of bridges can be reduced using passive or active vibration absor-
bers. If there is available only a limited vertical space to install such a device, a
spherical type of absorber can be recommended. In general, it is a semi-spherical
horizontal dish inwhich a sphere of a smaller diameter isrolling. Ratio of both dia-
meters, mass of therolling sphere, quality of contact surfaces and other parameters
should correspond with characteristics of the structure. The spherical absorber is
modelled as a holonomous system. Using Lagrange equations of the second type,
governing nonlinear differential system is derived. The function and effectiveness
of the absorber identical with those installed at the existing TV towers was exami-
ned in the laboratory of the Institute of Theoretical and Applied Mechanics. The
response spectrum demonstrates a strongly non-linear character of the absorber.
The response amplitudes at the top of a TV tower with spherical absorber were
reduced to 15 +— 40% of their original values.

1. Uvod

Pro tlumeni vibraci inZenyrskych konstrukci se velmi €asto pouZivaji pasivni tlumice. Obvykle

se s nimi setkavame v pripadech jako jsou TV véZe, stozary a jiné &ihlé konstrukce, které
jsou vystaveny silnemu plisobeni dynamické slozky vétru. Konventni pasivni tlumice byvaji
kyvadlového typu. | kdyz jsou velmi efektivni a spolehlivé, maji nékteré nedostatky, které
omezuji jgjich vyuzitelnost. PredevSim maji jisté naroky naprostor ve vertikanim sméru. Tento
pozadavek se neda vzdy uspokojit, zefména pak tehdy, kdyz se maji osadit dodateCné. Tim
jsou tyto klasické tlumice obtizné pouzitel né u lehkych mostll, napr. lavky pro p&§ a namnoha
stozarech, kde prostorové moznosti ve vrcholu jsou velmi omezené. Dal$ nevyhodou tlumici
kyvadlového typu je nezbytnost pravidelné Gdrzby.

Oba tyto nedostatky se daji vyloucit pouzitim tlumice kulového typu. Jeho zakladni princip
spociva v tom, Ze v kovové mise o poloméru R opatfené gumovou povrchovou vrstvou se
pohybuje valivym pohybem kovova koule o poloméru r < R. Geometrické poméry jsou
upraveny tak, aby pohyb koule probiha prevazné "v protifazi” podobné jako u kyvadla, ¢imz
se dosahuje tlumiciho U¢inku. Tato soustava je uzaviena ve vzduchotésné kazeté. Takovéto
zafizeni prakticky nepotfebuje zadnou Gdrzbu. Jeho svidly rozmér je relativné velmi maly a da
setedy pouZit i v pfipadech, kdy nasledkem nedostatku mista nebo obtizné Gdrzby je kyvadlovy
tlumi€ nepouzitelny.
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kyvadlovym. Jeho pohyb nemlize byt popsan v linearnim stavu, i kdyZz na prvni pohled se
zdajeho chovani velmi blizke kyvadlovému tlumidi. Ukazuije se zde fada problém0 spjatych se
stabilitou pohybu, bifurkacemi, autoparametrickymi rezonancemi adale problémiivyplyvajicich
z imperfekci povrchu misy i koule, viz predchozi prace autorll Naprstek & Pirner (2002).
Tento prispévek se pokoud nastinit feSeni nékterych z téchto probléml pomoci jednoduchého
nelinedrniho rovinného matematického modelu veetné provéFeni jeho numerickych viastnosti.
Vysdedky jsou porovnany svysedky laboratornich zkousek adlouhodobych méfeni naskutetné
konstrukci.

2. Matematicky model

Misa je upevnéna ke konstrukci. Dynamické vlastnosti konstrukce jsou popsany linearni sou-
stavou s jednim stupném volnosti o hmotnosti M. Uvnitf misy na jejim vnitfnim povrchu se
pohybuje ve svidé roviné koule m. Pfedmétem dald analyzy tedy bude nelineérni soustava se
dvéma stupni volnosti, jak je naznaeno na obr. 1. Z geometrickych vztahll vyplyva:

R-o=r(+e)=>rp=0pp kde po=R-r (1)

Pro vodorovnou, resp. svislou slozku premisténi a rychlosti tézi&e vnitini koule plati:

horiz. u+p-sine = a4 ppcosyp
vert.: 0-cosp = — 0P sin ¢

Kinetickou energii soustavy obou kouli m, M je mozné vyjadrit ve tvaru:

1 1 _- 1 1 1
T = im[(u—l—gcp cos c,o)z—l—gzc,'oz sin? ¢]+§J¢2+§Mu2 = §mu2—|—mgu¢ cos ¢+%¢2+§M1‘ﬁ

m/k=m+% = r=>5]/T.

zatimco potencialni energie vyplyva ze
VZOrce:

V =mgo(l — cosp) + %Cu2 (4) }_/y\

Tlumeni se zavede ve tvaru jednoduché Ra-
yleighovy funkce:

1
B = i(M-bu{ﬁ—l—m-b@g-c,'oQ) (5)

v

— hmotakoule;

m
J — moment setrvacnosti koule m;
b Obréazek 1: Z&kladni schema soustavy

w0, — Koeficienty tlumeni;

Vyrazy (3), (4), (5) dosadime do Lagrangeovych rovnic druhého typu, viz napf. Hamel (1978)
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atada dalSich pramend:

" (d {0T or oV 0B
2 {E (aqr) “og oy aqr} b =E(0) ©)

r=1

Gq=u=C-0;q=p; P()=pt) Mo, P,(t)=0

odkud dostaneme z&kladni rovnice pohybu systému:

&+ kb, - b+ Kw? sing 4 k(- cosp = 0 (a)
pi cosp — pg? sin + (L+ p)C +buC +wiy¢ = p(t)  (b) (7)
p=m/M; wy=C/M; w, =g/

Rovnice (7) popisuje pohyb soustavy s kulovym tlumiem ve svidé roviné. Soustava je buzena
slou P(t) pfi jakychkoli vychylkach tlumice vCetné teoreticky mozného pfechodu limitnim
cyklem z uzaviené smycky do otevieného rezimu.

3. Zakladni vlastnosti tlumice

Teoreticka Gcinnost tlumice se da posoudit rozborem jeho frekvencni charakteristiky pro ki-
nematické buzeni hmoty M. Pohyb koule m, ktera se vali uvnitf misy, je plné popsan rovnici
(7a). Stanovime-li vychylku (1), potom z rovnice (7b) mtizeme uréit silu p(¢). Taje nezbytna,
mame-li urcit vychylku w(t) = o - ((¢). Pro urCeni frekvencni charakteristiky zavedeme do
rovnic (7) harmonickeé kinematické buzeni ((¢) = (, cos(wt), z ¢ehoz vyplyva

¢ + Kby + KW sinp — kw?cosp - (,coswt = 0 (a)
ppcos @ — pp sing + (—(1 4 p)w? + wif)(, coswt — byw - (,sinwt = p(t) (b)

Zamé&'me se nyni narovnici (8a). Odpovida rovnici matematického kyvadla buzeného v bodé
zavésu. Jeho efektivni hmota je zvétSena vlivem momentu setrvacnosti koule m faktorem 1/«.
Ani v praktickych pfipadech se pohyb této koule, resp. tohoto hypotetickénho kyvadla neda
linearizovat. Musi byt zachovéana alespon Duffingova formatéto rovnice:

B+ wbup + (i — £°) — (1 = 56%) - G coswt = (9)
Nicméné smydem této studieje nastinit zakladni inzenyrskou aproximaci, kteraprobiraproblém
v celé §ifi od teoretickych zakladl aZ po praktickou realizaci. Z toho diivodu odloZime presnou
analyzu rovnice (9) na pfi&i préaci, ktera se bude zabyvat pfedevdm matematickymi aspekty
problému. Prozatim se spokojime s numerickou analyzou, kteravederychlgi k ziskani prehledu
o dynamickych vlastnostech kulového tlumice. Z hlediskanumerické anayzy je vsak vhodng s
vychéazet z plivodniho tvaru (8). Neklade si totiZz Zadna omezeni na velikost amplitudy odezvy.

V zhledem k dosavadnim zkuSenostem s pasivnimi tlumici kmitani bylazavedenatato vstupni
data:

M=100m=10= u=0.1
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Obrazek 2: Frekvencéni charakteristika kulového tlumice

Jako z&kladni nastroj numerické analyzy byl pouZit systém MATHEMATICA. Nékteré dals
vypocty byly provedeny vlastnimi programy.

Hlavni vydedky jsou shrnuty a znézornény na obr. 2. Nelinearni charakter problému je
patrny na prvni pohled. Viyplyva to z vyrazné zavidosti polohy extréml odezvy na amplitudé
budici sily. Tento efekt je obzvlé&e patrny v blizkosti konvencni ”linearni” vlastni frekvence
tlumice, atkoliv i dal§ vlastni frekvence konstrukce jsou timto jevem ovlivnény. Rezonancni
kfivky jsou typické pro soustavu s "meéknouci” nelinearitou. Ukazuje se, Ze nelinearni prvek
reprezentovany kulovym tlumicem miize byt G¢inngj§ pri Srokopasmovem nahodném buzeni
nez klasicky tlumi¢ kyvadlového typu. Je&é lepSich vydedki | ze dosahnout pfi nestacionarnim
buzeni, které se vyznaCuje vyraznou promeénnosti spektra na Casu. V takovychto pripadech
buzeni je nelinearni tlumi€ bezpochyby vyhodng§i, zatimco linearni tlumi€ davaleps vydedky
pri vyrazné tzkopasmovém buzeni spiSe deterministického charakteru.

Stoupé-li tlumeni az po jistou hranici, oblast nestabilni chaotické odezvy na deterministické
buzeni se zvét&uje. Nezda se, Ze tato oblast se vyrazné zvéts, uplatni-li se néhodné misto
deterministickéno buzeni. Nicméné existence oblasti chaotické odezvy plisobi ve prospéch
konstrukce, nebot efektivni amplitudy odezvy za téchto okolnosti klesgji vlivem rychlého rlistu
entropie hustoty pravdépodobnosti odezvy.

Na druhé strané je tfeba jisté opatrnosti. Béhem laboratornich zkousek se ukézala fada
efektll typickych pro rtizné kritické a postkritické jevy, které dosud nebyly teoreticky popsany
akvantifikovany.

4. Aplikaceteorie a experimentalni vysedky

Z laboratornich experimentli a z méfeni in situ vyplyvaji dva dulezité poznatky, které nyni
popiSeme.

Co se tyka tlumeni, logaritmicky dekrement jakoZto mira tlumeni se nezda prilis vhodny,
nebot' pfiliS neodpovida nelineérni povaze zkoumaného jevu. Av&ak pro srovnani charakteru
rliznych zkoumanych fyzikanich modell se jevi byt uzitecny. Na obr. 3 je znazornéna hodnota
logaritmického dekrementu b, model u jakozto funkce poméru hmot i« = m /M, viz (7c). Model
byl rozkmitavan poatetni vychylkou z rovnovazné polohy. KFivky natomto obrazku odpovidaji
nékolika rliznym pocatecnim vychylkam. Je zigimé, Ze modelu bez koule odpovida nejnizsi
hodnota Utlumu pFiblizné 0.02 (bod na vodorovné ose i = 0), zatimco po pfidani koule Gtlum
stoupnul nahodnoty 0.17-0.25 (body navodorovnéose i« = 0.2), to jest zhruba naosminasobek.
S podobnymi jevy se setkavame i u konvencénich kyvadlovych tlumicli. Podrobnosti je mozné
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Obréazek 3: Logaritmicky dekrement b, v zavisosti na poméru 1 pro rtizné pocatetni vychylky.

najit v préaci, kterou uverginil Pirner (1994).

Na modelu se zkoumal rovnéz vliv néklonu na Gcinnost tlumice. K tomuto naklonu do-
chazi poototenim misy tlumice kolem vodorovné osy, které souvisi s vodorovnym vychylenim
konstrukce. Zkoumaly se extrémné nepriznive stavy, kdy frekvence vychylek konstrukce byla
blizka vlastni frekvenci valivého pohybu koule uvnitf misy. Zadny z téchto stavil véak neved! k
viditelnemu snizeni UGinnosti & jinym nebezpetnym staviim.

Funkce a (cinnost kulového tlumice kmitéani jiz byla detailné popsana (Pirner & Fischer,
2000). Nyni popiSeme laboratorni experimenty. Misa bylaupevnénana desku spocivajici nade-
viti ocelovych koulich, které umoznuji jei pohyb nezavise ve dvou vodorovnych soufadnicich,
to jest zavadét kinematické buzeni v jedné nebo ve dvou kolmych slozkach. Budici sily se zava
dély jednim (jedno-osové buzeni), resp. dvéma (dvou-osové) valci M TS prostfednictvim ramen
s klouby. Buzeni se zavadélo za podminek fizeného posuvu. VnaSeny posuv mél konstantni
amplitudu v oboru frekvenci we(4.40 + 9.40s~!). Tomu odpovidal a proménnaamplituda budici
sily v zavidosti na frekvenci. Byly provedeny dvé serie experimentll. Prvni se tykala varianty
s gumovou vystelkou misy a druha serie pracovala s misou bez této povrchove Upravy.

PYi buzeni harmonickou silou se budici frekvence pohybovalav pasmu we(4.40 = 9.40s™1)
po krocich Aw = 0.5, av rezonantni oblasti po krocich Aw = 0.25. V kazdém kroku probihal
ustaleny proces 30 vtefin, prechod z jedné frekvence do sousedni véetné utlumeni pfechodo-
vého procesu 15 vtefin. Priichod uvedenym frekventnim pasmem naznatenou strategii probihal
postupné pro sedm amplitud vychylky desky s misou v oboru 1mm az 7mm. Naobr. 4 jsou
jako priklad (amplituda vychylek desky u, = 4mm) znézornény rezonancni kfivky koule m
v zavidosti nafrekvenci budici sily, resp. budici vychylky, zapodminek, kdy misa neni opatfena
vystelkou (dalSi grafy se tykaji varianty s vystelkou). Z obr. 4 je patrny rovnéz fazovy posuv
vychylky koule amisy ve sméru buzeni, ato pro rostouci a klesgjici frekvenci buzeni, viz dolni
¢ast obr. 4. Jsou zietelné dva preskoky fazového posuvu (nahlé stoupnuti, resp. pokles) v oboru
(0 — 2m) v okoli frekvence odpovidajici nejvySS&im hodnotam budici sily.

Pohyb koule, ackoli byla buzena prostfednictvim misy diisledné v jednom sméru, obsahoval
pocingje jistou frekvenci a aplitudou buzeni vyznamnou slozku odezvy kolmou nasmér buzeni.
Tento doZity 3D pohyb se objevoval zejmenav pripadé varianty bez vystelky. Spektrum vychy-
lek obsahuje vyrazné §picky mimo budici frekvenci obzvla&é pri buzeni mimo viastni frekvence
aodpovidajici spige nasobklim vlastnich frekvenci linearizovaného systému. To |ze povazovat
za dal§ dikaz vysoké nelinearity systému, ktera se projevuje existenci superharmonik. Z uve-
denych vlastnosti je rovnéz zigimé, Ze v soustave probihaji silné autoparametrické procesy, viz
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Obréazek 4: Experimenténi rezonancni kfivky budici sily aodezvy koule
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Obréazek 5: Zavidost logaritmického dekrementu b, naamplitudé ¢,

Obréazek 6: Zavidost vlastni frekvence w,, naamplitudé ¢, - o vychylky koule m
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Obréazek 7: TV véze, jgjich dvangnizs vlastni tvary a amplitudy kmitani vybuzeného vétrem

napr. Tondl (1997), nebo monografie Tondl et a. (2000). Polohabifurkatniho bodu, kdy odezva
ztraci semitrivialni charakter je tim vice neurcitg, ¢im vyrazngji se uplatni imperfekce povrchu
misy. To jev pripadé varianty bez gumové vystelky.

Zavidost logaritmického dekrementu Gtlumu aamplitudy vychylky misy ¢, - o je znézornéna
na obr. 5, zatimco zavidost viastni frekvence koule pohybujici se v ocel ové mise bez vystelky
asvystelkou naamplitudé vychylky ¢, - o je vykresenav obr. 6.

5. Prakticka realizace

Kulovy tlumi& byl v nedavné dobé pouzit na dvou TV vé&Zich v Ceské republice s cilem
potlatit vétrem buzena kmitani konstrukce (obr. 7a, 7b). Obé zkoumané véze mély dominantni
vlastni frekvencepredinstalaci tlumicew ;) = 7.98s7", w2y = 10.68s~" (pfibliznéstgnév obou
pripadech). Vlastni tvary aamplitudy kmiténi pfi vétru o rychlosti 8 — 15m /s jsou vykredeny na
obr. 7c. Amplitudaodezvy navrcholuvézeje 10.65mm av misté betonového ochozu 0.273mm.

AR 24

AR 24

situ. Pro hodnoceni G&innosti tlumice byly zavedeny nasledujici parametry:

PG PG

0_2 ’ Y (f = w/Qﬂ')

Ex
2
Ul/

G.(f),or G,(f) — spektralni hustotavychylky vrcholu véze ve smérech «, y;
o}, 0ro; — Stfedni kvadraticka odchylkavychylky vrcholu véze ve smérech z, y;
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Obrazek 8: Kulovy tlumi€ urceny pro TV véz

Tabulka 1: Uginnost kulového tlumicée

bez tlumice stlumiCem  pomeér s/bez tlumice
Frekvence[H z/s™!] X Y X Y X Y
0.90/5.65 0 00948 0 0.2031 - 2.14
1.27/7.98 19.064 3279 0.271 0 0.0142 -
1.70/10.68 0 7.382 0 0.466 - 0.0632

X = f-Gulf)fo?: Y = F-Gy(f)o?

Mé&fitko odezvy je zavedeno jako pomér hodnot <, ¢, platnych pro stav bez tlumice (sloupce
2, 3) astlumicem (doupce 4, 5). Sloupce 6, 7 reprezentuji pomér hodnot bez tlumice / s tlumi-
dem v prisudnych smérech. Obzvla&é ze sloupcll 6, 7 je vidét vysoka Gcinnost instalovaného
kulového tlumice.

6. Zaver

V préci byla popsana funkce tlumice kmitani zal oZzeného na valeni koule v kovové mise opat-
Fenétenkou povrchovou vrstvou gumy. Matematicky popis pohybu této silné nelinearni soustavy
vychazi z Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Rozsahly numericky rozbor ukazuje, Ze neli-
neérni charakter soustavy, ktery Cini resonancni kfivky vyrazné zavisymi na amplitudé buzeni,
vedek lepd G&innosti tlumice ve srovnani spribliznélinearnimi mechanismy. Nelinearni povaha
soustavy snejednoznaénymi oblastmi je diivodem ke vzniku chaotickych oblasti v urditych frek-
vencnich pasmech, coz déle zvy3uje G€innost tohoto tlumice nasledkem vySSich ztrét energie.
Laboratorni testy kulového tlumice s misou bez a s gumovou vystelkou ukazaly Fadu aspektl
funkce tlumice v redlnych pomérech. Pfedeviim prokéazaly pozitivni vliv gumové vystelky na
Gdinnost tlumice. Na zakladeé teoretického rozboru, laboratornich zkousek a méfeni in situ Ize
konstatovat, Zze kulovy tlumic je jednoduchétéméF bezlidrzbové alevné zafizeni s velmi malymi
svidymi rozméry. Tyto jeho vlastnosti jegj Cini velmi vhodnym pro praktické pouZiti obzvlé&eé v
pripadech, kdy nakonstrukci plisobi &rokopasmoveé nahodné buzeni ak dispozici je velmi mao
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mista. Praktické zkuSenosti plné potvrzuji tyto zaveéry.

Z téchto experimentll vyplynula fada dal&ch vysledki tykajicich se procest ztraty stability,
prechodu do postkritickych stavil a podminek pFipadné restabilizace. Tyto jevy prozatim zlistaly
bez patficného teoretického popisu a posouzeni jegich vlivu na celkovou Ucinnost tlumice,
coz stimuluje v souCasnosti intenzivni teoreticky vyzkum v této oblasti. Jeho cilem je hlavné
prozkoumat postkritické stavy, bifurkatni body a odpovidajici pfechodové stavy, které ovliviuji
procesy vlastniho tlumeni. Ukazuje se, Ze v tomto sméru hragje velkou Glohu nahodné zefména
parametrické buzeni, jakoz i néhodné imperfekce povrchu misy i koule.

7. Podékovani
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Dodatek |. Oznaceni

M,C - hmotaatuhost vyjadfujici dynamickeé viastnosti konstrukce (bez tlumice);

R,r — polomé& misy apolomér koule m
m — hmotnost koule m;
J — moment setrvactnosti koule m;
b,,b, — Koeficienty Gtlumu (logartmické dekrementy);

G.(f),Gy(f) — vykonovaspektrani hustota vychylky vrcholu véze ve smérech z, y;
ol 02 — diedni kvadratickavychylkavrcholu véZze ve smérech z, y;

zr Yy

w,f — kruhovafrekvence [s~'] afrekvence[HZ] (w = 27 - f)



