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MATHEMATICAL MODELSOF MACHINE TOOL DRIVESWITH
BALL SCREWS

A. Bubak*, A. Priklopil*

Summary: In the paper, two methods for modelling machine tool drives with ball
screws are shown and compared. There are common equation formulation and
the multipole modelling. These methods are explained on the example of a drive
with rotating ball screw clamped at both ends. Ball screw is modelled using FEM
elements. The Guyan reduction technique is used for condensation of the obtained
eigth-mass model to a two-mass model.

1. Uvod

Kvalita regulace NC os obrabécich stroji nemalou mérou zavisi na dynamickych vlastnostech
jejich pohonu. Dosazitelné zesileni v rychlostni a polohové smycce, jez jsou soucasti kaskadni
regulace modernich servopohont, je preduréeno predevsim mechanickymi vlastnostmi poho-
nu. V ptipadé neptimych pohont tj. pohonil s vlozenym pfevodem mezi primarnim zdrojem
silového uc¢inku (obvykle rotaéni motor) a pohyblivou hmotou, je tato skute¢nost mnohem
nu totiz byva podstatné nizsi, nez vlastni frekvence konstrukce v niZ je pohon ulozen, ktera
hraje podstatnou roli u pohont pfimych. Praktické zkuSenosti s pohybovymi osami obrabé-
cich stroju realizovanymi nepfimym pohonem ukazuji, Ze dosazitelna hodnota proporcialniho
zesileni v polohové smycce K, kterd vyznamné ovlivituje vyslednou piesnost obrobku, zavisi
na prvni vlastni frekvenci mechaniky pohonu (pfesnéji se jedna o prvni vlastni frekvenci sou-
stavy pfi zablokovaném htideli motoru @,, viz obr.1):

*
K < Pu

v

1 pro K, [m/min/mm], resp.
T

*

K, < %‘4 pro K, [1/s].

* Ing. Antonin Bubak, Ing. Ale§ Ptiklopil: CVUT Praha, fakulta strojni, Vyzkumné centrum
pro strojirenskou vyrobni techniku a technologii, Horska 3, 128 00 Praha 2, a.bubak@
remt.cvut.cz, a.priklopil@remt.cvut.cz, tel.: +420 221 990 900, fax.: +420 221 990 999



2 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #272

100,0

1ms

2ms

10,0 1

4 ms

1,0

Reachable KV-Factor [m/min.mm)]

0,1 T T T 1
1 10 100 1000 10000

Locked rotor frequency / Hz
" Reference: Dr. Trondle, A&D MC E55, Siemens AG
Obr. 1: Dosazitelnd hodnota proporcialniho zesileni polohové smycky v zavislosti na
vlastni frekvenci mechanické Casti pohonu pii zablokovaném hiideli motoru
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Frekvenci ®,, 1ze relativné snadno stanovit pro rotacni osy s vlozenym pfevodem (napf.

pohon vietena soustruhu ozubenymi femeny apod.), kdy lze soustavu modelovat jako dvou-
hmotovou. V piipadé pohonu s rotujicim kulickovym Sroubem je vSak nalezeni této frekvence

N 24

v

tového modelu je tfeba znat jeho nejpoddajné;jsi misto, kvili spravnému rozlozeni setrvac-
nych hmot. Vhodnéjsi se v tomto pripad¢ ukazuje modelovat tento systém jako vicehmotovy,

coz umoziuje jednak presnéjsi stanoveni frekvence m,, a jednak uzitim vhodné kondenzacni

metody model kondenzovat na dvouhmotovy a dale jej pouZit napt. v riiznych tvahach tykaji-
cich se regulace. V piispévku je tento postup ukazan na ptikladu pohonu rotujicim kulicko-
vym Sroubem pro uspofadani bez vlozeného ptevodu ozubenym femenem tj.: motor-spojka-
kulickovy Sroub, ktery je uloZzen oboustranné v radialné-axidlnich loziskach (obr.2).
Z hlediska modelovani jsou pouzity dva zplsoby. V prvnim piipade se jedna o tradicni zpa-
sob modelovani sestavenim rovnic, v druhém pfipad¢ je stejny systém modelovan uzitim
mnohapo6la.
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2. Sestaveni matematického modelu KS
Analyzovana koncepce pohonu s rotujicim kuli¢kovym Sroubem ma jeden stupeni volnosti.

Krer Je  kaL, (kaLt) 7 (kar2)

I~ — —

| \ 7
re - T
_ L L

P, kv

| (pro jednostranné axialni ulozeni)

| (pro oboustranné axialni uloZenf)

Obr. 2: Schéma usporadani pohonu s rotujicim kulickovym Sroubem

Model pohonu zahrnuje nésledujici soustiedéné parametry: moment setrva¢nosti motoru Jy, a
spojky J., torzni tuhost spojky kr., ptevod z rotacniho pohybu Sroubu na posuv matice p, sty-
kovou tuhost matice ky, axialni tuhost lozisek k4;; a pohyblivou hmotu stolu m; s obrobkem
m,. Pro velmi malé tlumeni kulickového Sroubu, spojky, lozisek a vedeni, je pfi sestavovani
pohybovych rovnic tlumeni zanedbéano. Je ovSem mozné jej do modelu zavést dodatecné pres
modalni matici tlumeni.

Pro diskretizaci kulickového Sroubu, ktery je povazovan za jednorozmérné kontinuum,
jsou pouzity dva typy konecnych prvki (viz. obr.3):

1) kone¢ny prvek pro podélné kmity
1/3 1/6| | X I -1 F
m 1k A2 5 kde m=pst, k=B (1
1/6 1/3| | %, -1 1| |x F, [
2) kone¢ny prvek pro torzni kmity

1/3 1/6] [, 1 -1][e,] M, GJ
J Iy . = Jkde J=pJ I, k, =—%.(2)
1/6 1/3] |6, 11| ]e,| | M, P !

F1 F2 ((p1 r %2
— 3 10} > g o)

X X9 N\
1 p: EI Sll Mk‘l p: GI ‘Jpll Mkz

Obr. 3 Kone¢né prvky pro modelovani podélnych (vlevo) a torznich (vpravo) kmiti

Schéma diskretizace pohonu pro sestaveni matematického modelu je uvedeno na obr. 4.
Sroub je modelovan dvéma prvky, jak pro oblast podéInych, tak torznich kmitli. Dynamické
vlastnosti pohonu jsou vySetfovany v misté minimalni slozené tahové a torzni tuhosti Sroubu
Xmin (Vzdalenost od motoru).
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Xpin =13 == _'_'_2+1 , Ly =1-1; (3)
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Obr. 4 Diskretizace pohonu s oboustranné ulozenym rotujicim kulickovym Sroubem

Pro torzni a axialni tuhosti kr;, k4, momenty setrvacnosti J; a hmotnosti m; jednotlivych
segmentti Sroubu plati

GJ GJ ES ES
kT13 :_p, kT23 :l_p’ kA13 =7 kA23 = 4)

113 23 ll3 123
Ji3 = pJpZIS s Iy = pJp123 , myy =pSh,y, my=pSl,
Pohyb soustavy na obr. 4 je popsan 9 pohybovymi rovnicemi, které doplituje rovnice silové
rovnovahy a kinematickd podminka pro pfevod Sroub-matice s pfevodovym pomeérem
p =1/h,kde h je stoupani Sroubu [m/rad].
Fy =pM, (5)

03 =p(X; —x3), ¢; = p(X;—x;) (6)
Vzajemnym dosazenim se ziskd soustava osmi nezavislych pohybovych rovnic, kterd ma
v maticové forme tvar
Mq + Kq =1(t), (7)
kde q je vektor nezavislych soufadnic, f vektor vnéjSich sil, K matice tuhosti a M matice
hmotnosti. Matice K a M jsou symetrické.
q:[(PM XL @ @, @5 X Xy x3]T> f(t):[Mk - F OOOOOO]T
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Pozn: Prvky vektoru q jsou uspofadany s ohledem na néaslednou kondenzaci soustavy.

3. Kondenzace modelu
Pro nékteré typy uloh a analytickych tivah zteorie servomechanismti je vhodné pracovat
s mechanickou ¢asti pohonu jako s dvouhmotovym systémem, coz umoziuje pouZzit resp. zis-
kat rizné exaktni vztahy. Pro kondenzaci ziskaného osmihmotového modelu na dvouhmotovy
byla zvolena Guyanova-Ironsova kondenzace podrobné popsana v lit. [1], kterd zachovava
zvolené soufadnice, coz je pro nasledné pouziti podstatné.

Za hlavni soufadnice jsou vybrany natoCeni motoru ¢,,a posuv stolu x, . Soustavu (7)
1ze ptepsat do tvaru

M22 M26 . iiz + I(22 K26 . q2 fz(t)

. = , 3
Mg, Mg | |4 Ko Kg | |96 0

kde vektor hlavnich soufadnic ¢, =[o,, x,|", vedlejsich soufadnic g, = [0, 0, 0, x, x, x,]" a

vektor silovych ucinktl f,(¢) = [M () F, (t)]T. Jednotlivé submatice jsou v maticich M a K
odd¢leny ¢arou.
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Transformacni matice je dana vyrazem

EZ
T= . )
- K66K 62
a pro matice tuhosti a hmotnosti kondenzovaného modelu plati
M=T'MT, K=T'KT . (10)

Po kondenzaci mé dvouhmotovy model tvar:
St L > ko —kp| & | moomy,
Mg, +Kq, =f,(t), kde K = , |, M= (11)
—kp kp my, m,
Ob& matice si zachovéavaji svoji symetrii, matice M obsahuje navic mimodiagonalni prvky.
Zvlastnosti matice K je fakt, ze je dana pouze vyslednou tuhosti £ a velikosti pievodu p. Pro

vyslednou tuhost plati

 EGSJ kyky [ES(k yyy + K yy5) + k1K 401
= (12)
¢ +c,

G = EGSJp[kAleAL2l(chp2 + Ky )+ Ry ko (K gy ols + K gy ) + ESkpfeyy p* + ES(k gy + ey ) p* + Ky
¢, = chkMkAleALZ[G‘]pll3lz3p2 + ES(l3l + 1123)] + EzSZchleB(kALl +hy)

4. Vlastnosti kondenzované dvouhmotové soustavy
Kondenzovany model (11) stejné jako vychozi (7) ma jednu cyklickou soufadnici a tudiz mu-
si byt jedno vlastni ¢islo nulové (det( A )=0).

(M'K-2E)=(A-AE)=0, A=M"'K

Matice A ma tvar

< 1 mk +m.kp  —m,kp —m,kp®
Ao L 2 , (13)
mm, —m,, | —mkp—m,k mlkp” +m,kp
z n¢jZ pro prvky matice M vyplyva podminka mm, — mlz2 #0.
Z podminky det( A)=0 se ziska vztah pro vlastni frekvenci soustavy
2
Q:\/x:\/k(mlp +m2+3m12p) (14)
mm, —m,
Pro matici frekvenéni dynamické poddajnosti definované predpisem (15) plati
1, =G() f,(®), G=(K-o'M)", (15)
_ o o .
—5 -1 —+1
oy (@) xp () R JC
- 2 2
G(w):[Gll Glz}: Mp() My(o)| 1 of(gz—lj wz{?zz—lj . (16)
G Oon | | oM (@ XL(@) | mpy o e
F (@) F (o) — 1 — -1
L L » o, ~ ®;
2 2
Aao) oo

kde ®,, ,®, jsou antirezonanéni frekvence dané vztahem (17), které vyplyvaji z podminky
rovnosti polynomu citatele nule a ®,, je frekvence, kterd zfeymé nema podstatny fyzikalni
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vyznam. Existence antirezonan¢ni frekvence je vlastnosti pouze diagonalnich (frekvencnich
pfenosil) matice G, tedy prvku Gi; a Gy,. Konstantou m,, je oznafena redukovana hmota.

2
* * 1
(DMZ _ kp , COLz _ k , O, = kp , My = 5 (17)
\ ™, \ ™ \ 74, (m, +2pmy, + m p”)

Na obr. 5 jsou pro srovnani vyneseny amplitudové-frekvencni charakteristiky prenosti Gy,
G2, Gz1, Gy puvodniho osmihmotového (Carkovang) a kondenzovaného dvouhmotového
modelu (plné ¢éra).

Z grafl je patrné, ze pro oblast frekvenci mensich nez (2 se ob¢ kiivky ptesné kryji, coz
dokazuje relevanci ziskaného kondenzovaného modelu. V oblasti nad frekvenci (2 tato shoda
pochopitelné neni, nebot’ na kiivce ptivodniho modelu se za¢nou projevovat vlivy druhé a
vyssich frekvenci, které kondenzovany dvouhmotovy model nemuze z principu obsahnout.

Frekvencni pfenos G, =0, / M, Frekvencni pfenos G12=¢M/ F

amplituda [dB]
amplituda [dB]

oy, Q Uhlova frekvence o Q Uhlové frekvence ®

Frekvencni prenos Gz1le_ / Mk Frekvencni prenos Gzzle_/ FL
o )
S Sl
M ©
© O Lo N
o} >
= =
o a
€ € [
© © :

Q Uhlova frekvence o o, Q Uhlova frekvence ®

Obr. 5: Amplitudo-frekvenéni charakteristiky prvk matice G kondenzovaného modelu (plna
¢ara) a osmihmotového modelu (¢arkovang)

Pro kmitocet @ < w,, probiha pohyb motoru a stolu synchronnég, coz je dobte vidét z Bodeho
diagramu ptenosu Gry(®)=x.(®)/pu(®) na obr.6. Prvni antirezonance prenosu G;; na kmito-
étu @ =, znamend, e pohyb motoru je minimélni a vétina energie je preddvdna hmoté
stolu. Pro kmitodet w > w,, kmitaji ob& soufadnice v protifizi, pohyb stolu se utlumuje a po-

dil energie, ktery mu je pfedavan, klesa. To v praxi miize znamenat poskozeni pievodu, even-
tuelné spojky. Z uvedeného rozboru je ziejmé, Ze ani sebedokonalejsi a seberychlejsi regulace
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momentu motoru nemuze zarucit spravné fizeni pohybu stolu v kmito¢tové oblasti nad hodno-
tou ,, . Proto je velikost kmitoétu w,, tak diileZita pro kvalitu regulace polohy.

. B
| 5 S~

amplituda [dB]

faze [deg]

-1804

frekvence
Obr. 6: Amplitudova a fdzova charakteristika ptenosu Gry(@)=x1(®)/pu(®)

5. Mnohapodlovy model

Druhym, ponékud odlisSnym zptisobem sestaveni modelu systému, je vyuziti mnohapdlového
modelovani. Pro tyto ucely je pouzito programového prostiedi DYNASTu. Vyhoda téchto
modeld spociva v tom, ze je Ize dale s vyhodou vyuzit jako dil¢i subsystémy pro sestaveni
komplexnéjsich modeli pohonovych soustavy zahrnujicich model servomotoru, jeho regulace
atd.

motor spojka sroub - torzni deformace
IM+Jci2 Jei2
FEMbeamT13 omM3 FEMbeamT23
phiM ! J ! C—Q § Gg——7 ow
) U/ $ 1=113,Jp=Jp.ro=ro,G=G 1=123,Jp=Jp,ro=r0,G=G
1/kTc
OMM om1
ms+mo
AM Mk V_3 1
°—< | 1 o . xL
VD.OMM ’\/\,
prevod | |+ + 1/km vl
/
1/h matice stul Fz D_AOL
0
Veeasd VD.VL
FEMbeamA13 FEMbeamA23
+ +
- - - - ()
UKALT  yp  T13SsSrosoBsE 7 =23 S=Sro=0B<E  ;  qxAL2
lozisko sroub - tahove deformace lozisko

Obr. 7: Simula¢ni schéma osmihmotového systému v programu DYNAST pro pohon
s oboustrannym uloZenim rotujicim kul. Sroubem

Pti sestaveni simula¢niho modelu, jehoz schéma je na obr. 7, je zachovana diskretizace
pouzita pfi odvozovani pohybovych rovnic v kapitole 2 v¢etné nadhrady kuli¢kového Sroubu
koneénymi prvKky, ve schématu oznac¢enymi jako ,,FEMbeamXXX*. V obr. 7 dile OMM zna-
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¢i uhlovou rychlost motoru a VL rychlost stolu. Pii pouziti tohoto zptisobu sestaveni modelu
nelze ziskat matice soustavy (7). Provedeni kondenzace, jak bylo popsano v kap. 3, je tedy
nemozné. Prvky kondenzovanych matic soustavy (11) vSak Ize ziskat z amplitudovych-
frekvenénich charakteristik pfenostt G;; a G2, (obr.5), které se pochopitelné piesné shoduji
s charakteristikami osmihmotového modelu sestaveného rovnicovym zptsobem. Po ziskani
vysledné tuhosti k ze vztahu (12) a odméieni frekvenci m,, , w,, Q z vypoétenych amplitudo-
vych-frekvenénich charakteristik ptenosti G,;, G2, dle obr. 5 plati pro prvky redukované mati-

ce M

k kp® - kp(oofwwz -~ \/w;fwzz - (o, +o, — Qz))
ml = *2 m2 = *2 9 le = o * * (18)
®, o, Q'o,on,
Zavér

V piispévku byly ukdzany dva zplsoby sestaveni modelu nepfimého pohonu NC obrabécich
stroji rotujicim oboustranné vetknutym kulickovym Sroubem, které lze vyuzit pro odhad
vlastnosti polohové regulace servopohonu. Popsanou metodiku lze vyuzit i pro jiné uspotrada-
ni pohonu kulickovym Sroubem.
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