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LARGE DEFORMATION — LARGE AMOUNT OF UNKNOWN

Z. Fialat

Summary: Large deformations are exposed from a viewpoint of differential
geometry. This enables to formulate kinematics of continua in a compact,
coordinate-free way with clear geometrical sense. In addition, more advanced
concepts of Riemannian geometry bring interesting, totally new ideas to the very
basic theory of large deformations. From this perspective the objective time
derivative is unambiguously selected and the logarithmic strain attains a clear
geometrical meaning. The primary aim of this paper is to present a brief outline
of this approach and attract attention to these new ideas, quite unknown. At the
end, new objective time derivative will be proposed.

1. Uvod

Klasicka inzenyrska koncepce velkych deformaci vychazi z pojimani deformacniho gradientu
jako matice [Chadwick (1999)]. Pokud se omezime jen na jediny materialovy bod kontinua,
takovyto pristup poskytuje dostatecnou lokani informaci o deformaci. Uz vSak nestaci, pokud
nas zajimaji vzgemné deformace blizkych bodia. Podobna situace nastava i v pripadé
¢asového prabéhu deformacniho procesu, protoZe teorie konecnych, na rozdil od malych
deformaci, disledné rozliSuje mezi poéatecnim a koncovym stavem.

Abychom systematicky popsali c¢asovy prabéh deformacniho procesu, vyuZijeme
k tomu aparét diferencialni geometrie, ktery nabizi mnohem jemnéjSi nastroje pro popis
konecnych deformaci nez samotny maticovy pocet. HIubSi zgem o matematické zaklady
mechaniky kontinua inicioval zeména Noll (1958, 1972) a v soucasné dobé je Riemannova
geometrie vyuzivana v fad¢ publikaci, zabyvajicich se teoretickymi aspekty deformace
kontinua [Marsden & Hughes (1983), Sansour (1992), Giessen & Kollmann (1996), Stumpf
& Hoppe (1997), Kadianakis (1999)].

Kromé prezentace tohoto standardniho pohledu, prispévek krétce shrne pokrocilejsi
aspekty kinematiky konecnych deformaci, které se objevily v literatuie, aniz by vSak
zaznamenaly VvétsSi pozornost. Konkrétné jde o knihu Rougée (1997), ktera piinasi nové
zésadni my3enky a pristupy k chdpéni kone¢nych deformaci. Ty pak mohou sehrét dulezitou
roli pro sprdvnou formulaci konstitutivnich rovnic i pro numerickou integraci odpovidgjicich
diferencidnich rovnic. Ukazuje se, Ze Uzce souvisi obsahem matematickych publikaci
0 geometrii  nekonecne dimenzionalnich Riemannovych prostori. Kombinaci Rougeého
piistupu a obecného matematického aparatu 1ze napiiklad odvodit novou objektivni ¢asovou
derivaci.

L RNDr. Zden¢k FIALA, CSc., USTAV TEORETICKE A APLIKOVANE MECHANIKY AV CR;
Prosecka 809/76, 190 00 Praha 9; tel.:286882121, fax:286884634; E-mail: fiala@itam.cas.cz




2 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #265

2. Konetné vs. malé defor mace

Mezi kinematikou velkych a malych deformaci je zasadni rozdil. Zatimco teorie malych
deformaci ztotozZnuje pocétecni a koncovy stav, teorie velkych deformaci mezi nimi dasledné
rozlisuje. Dasledkem toho je nejenom samotné nahrazeni materidlové ¢asové derivace
vhodnou objektivni, aei zasadni zména samotnych z&kladu celé teorie.

Deformace télesa se klasicky popiSe pomoci hladkého zobrazeni u(X). Poloha po
deformaci x se vyjédii jako poloha pred deformaci X zménéné o vektor posunuti u, tak Ze plati
x=X +u(X). V piipadé malych deformaci se zobrazeni u povazuje za infinitesmané malé,
coz v dusledku vede k jiZ zminénému ztotoZnéni pocatecniho a koncového stavu pied a po
deformaci. Zobrazeni u je pak tieba spiSe nez zobrazeni povaZzovat za pole (viz. paragraf 4).

Prijmeme-li prirozeny predpoklad, Ze transformace ¢: X — x jeinvertibilni adiferen-
covatelng, pak o takovéto transformaci mluvime jako o difeomorfismu. Mezi strukturou tridy
difeomorfismi a ttidy poli existuje jeden zasadni rozdil. Zakladni operace v tiide
difeomorfismu je sloZeni zobrazeni ¢ o ¢, zatimco u poli je to operace souctu u+v. Ve tiidé
poli tak existuje prirozena linearni struktura, z niz vyplyva, Ze operace scitani poli je lokalni.
Prottidu difeomorfismi takovato linedrni struktura neexistuje: vychozi bod vngjSiho
difeomorfismu je koncovy bod vnitiniho, a operace sloZeni zobrazeni proto neni lok&ni.

3. Pfedbézné infor mace — M echanika kontinua a Riemannova varieta

Kinematika kontinua se klasicky popiSe pomoci tenzorovych poli nad Euklidovskymi
prostory ve 3D s vyuZitim obecnych kiivocarych soufadnic. V. moderni literatuie vSak iz
pievaZzuje moderni pristup uvazujici Euklidovské prostory jako Riemannovy variety. Pro naSe
Ucely piné postaci charakterizovat Riemannovy variety jako prostory bodi, které jsou lokange
Euklidovské, aviak bez privilegovaného souradnicového systému, a na kterych je pak
definovana metrika pomoci skaldrniho soucinu na tecnych prostorech. Vice viz. Frankel
(1997) a Schutz (1999). S vyzitim geometrickych pojmu, jako jsou pull-back, push-forward,
Lieovy derivace atd., miZzeme identifikovat geometricky vyznam vsech veli¢in kinematiky
konecnych deformaci.

Nésledujici tti paragrafy cerpaji z Fiala (2002) a poskytuji krétky prehled uZiti
Riemannovy geometrie v mechanice kontinua.

3.1. Zakladni pojmy

Konfiguraci jednoduchého télesa B 0 R® se oznaduje zobrazeni @: 1 xB — R® parametrizo-
vané ¢asem z intervalu | :[O,T]. O vsech zobrazenich budeme predpokladat, Ze jsou
dostatecn¢ hladka, a Ze spojité zavisi na case t. Symbolem X budeme oznatovat body
tvorici R a symbolem x body tvorici S Ob¢ konfigurace, a” v ¢ase 0, nazyvana referencni
konfigurace R=®(0,B), nebo v &asovém okamZiku t, nazyvana aktudlni S=(t,B)
konfigurace, tvoii Riemannovu varietu.

Tecny prostor T,B je linearizované, infiniteziméni okoli bodu bOB. Je to lineérni,
konecné-dimenziondni vektorovy prostor vsech ,infinitezimanich materialovych Usecek”
representovanych vektory tecnymi v bodé b ke kirivkam lezicim v télese B.
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Aby bylo moZno definovat tenzory obecng, je potreba zavést kotecny prostor T, B. Je
to opét linearni, kone¢né-dimenziondni vektorovy prostor vSech infinitezimanich
materidlovych ploch”, predstavovanymi kovektory, coZ jsou veli¢iny tésné¢ svazané
s gradienty funkci v bodg b.

Kovektory pasobi zéroven jako linearni zobrazeni z prostoru vektora do rednych ¢isel
<a,u>TbB, a proto kotecny prostor tvoii duéini prostor k tecnému prostoru. Kovektory maji

navic blizkou vazbu s integraci na varietach, zatimco (tecné) vektory s derivacemi funkci. Na
rozdil od klasického pristupu, vyuZiti duaniho prostoru umoziuje definovat tenzory na
varietéch presngji a rozliSovat mezi vektory a kovektory, kontravariantnimi a kovarintnimi
tenzory, ato proto, Ze je povazuje zarozdilné objekty.

(p-g)-tenzory (p-kontravarianti, g-kovarianti) na linearnim vektorovém prostoru V ,
kde V" jejeho dudini prostor, jsou prvky mnoziny Ty (smiSene tenzory typu (p-q) ),

TS=T°0OT,=v0..0V ov-iOo..0v7aT) =R.

V teorii konegnych deformaci V reprezentuje tecny prostor a V" jemu odpovidajici kotecny
prostor.

Klicovym pojmem Riemannovy geometrie je metrika, tj. positivné definitni syme-
tricky 2-kovariantni tenzor G, definujici skalarni soucin dvou vektora u,vOT,B:

uv=G(u,v). (1)

Metrika G pak pomoci vztahu (Gu,v) =G(u,v) definuje zobrazeni G:T,B - T, B. Tzv.

asociovane tenzory t* a t* k (1-1)-tenzoru t jsou (2-0)- a (0-2)-tenzory, definované vztahy
t'=G™t at' =Gt . Tyto operace odpovidaji zvySovani a snizovani index:: komponent tenzori
v klasickém pristupu. Jak ptivodni tenzor, tak asociované tenzory jsou vnimany jako rozdilné
objekty. Metrika na kotecném prostoru, tj. skalarni soucin dvou kovektoru, definovana

pomoci asociovaného 2-kontravariantniho tenzoru G#
alb=G'(a,b)=Glar,b), %)
je indukovana skal &rnim soucinem asociovanych vektoru.

3.2. Véi¢iny lokalni geometrie: Tenzory defor mace a pi-etvoreni

Zobrazeni®: 1 xB — R® indukuije tecné zobrazeni (nazyvané té&Z deformacnim gradientem F)
TO(=F):T,R -~ TS mezi tecnymi prostory nad referencni konfiguraci T,R a aktuéni
konfiguraci T,S. X = ®(0,b) a x=®(t,b) pro nektery bod b1B . Pomoci tecného zobrazeni

pak definujeme operace push-forward ®, a pull-back ®° mezi odpovidajicimi prostory
tenzora, které jednoduchym zptasobem svazuji popis stavu deformace a napétového stavu
v referenéni a aktualni konfiguraci: Popis kinematiky kontinua z hlediska REFERENCNiHO
stavu se ziska pomoci operace pull-back z aktuéalniho stavu, a naopak popis kinematiky
kontinua z hlediska AKTUALNIHO stavu se ziska pomoci operace push-forward
z referenéniho stavu.

Necht G oznacuje metriku na T, R, zatimco g predstavuje metriku na T,S. Tenzory
pretvoreni 1. skupiny jsou odvozeny z deformace “materidovych Usecek” reprezentovanych
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vektory. Zmeénu kvadratu délky libovolného referencniho vektorového pole u, , ktera je
vysledkem deformace aktualniho vektorového pole u, |ze jako obvykle reprezentovat mirou
pietvoreni A, danou vyrazem:

A—_[ g(u,.u,) = Gluy,uy) |

Tenzory pretvoreni 2. skuplny jsou odvozeny z deformace “materidovych ploch”
reprezentovanych jejich normdovymi kovektory. Zmeéna kvadratu déky libovolného
referenéniho  kovektorového pole a,, ktera je vysledkem deformace aktudlniho

kovektorového pole a, |ze opét reprezentovat mirou pretvoreni o, danou vyrazem:

s=>|e(a.a)-cla.a)]

TECNY PROSTOR: 1. skupina

REFERENCNI konfigurace
Transformaci aktualni metriky g operaci pull-back do referenéni konfigurace ziskame

=®"g|, asociovany PRAVY CAUCHYHO-GREENUV deformacni (0-2)-tenzor.  (3)
Mira pretvoieni A vzhledem k REFERENCNI konfiguraci ma tvar A, =E'(uy,u, ), kde
E=21(C-1) je GREENUV-ST.VENANTUV (1-1)-tenzor pretvoreni (Lagrangeiv popis).

AKTUALNI konfigurace
Transformaci referenéni metriky G operaci push-forward do aktualni konfigurace

ziskéme ¢ = .G, @)
Mira pretvoieni A vzhledem k AKTUALNI konfiguraci matvar A =e(u,,u, ), kde e= (i —c)
je ALMANSIUV-HAMELUV (1-1)-tenzor prretvoreni (Eulerav popis).

. Plati nésledujici vztahy: E' =d'e, € =®.E’.

DUANIAL PROSTOR: 2. skupina

REFERENCNI konfigurace

Transformaci aktualni metriky g* operaci pull-back do referenéni konfigurace ziskame

B =dg, ©)
a pretvoreni & vzhledem k REFERENCNI konfiguraci ma tvar J, =H*(a.,a,), kde
%( —1) je PloLOV (1-1)-tenzor pretvoreni (Lagrangeiv popis).

AKTUALNI konfigurace
Transformaci referenéni metriky G* operaci push-forward do aktualni konfigurace
ziskdme b =®.G*, asociovany LEVY CAUCHYHO-GREENUV deformacni (0-2)-tenzor.  (6)

Mira pietvoreni O vzhledem k AKTUALNI konfiguraci ma tvar J,=h'(a,a ), kde
h=4(i-b) je FINGERUV (1-1)-tenzor pretvoreni (Euleriv popis).

. Opét plati nésledujici vztahy: H* =®h, hi = d,H*.
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3.3. Dualni tenzory napéti a pretvoreni, dualni ¢asova derivace
V teorii velkych deformaci existuje cel& fada tenzori napéti a pretvoreni, které se na prvni po-
hled nezdagji vzgemné propojené. To samozigme vyvolava otazku zda je tomu tak skutecné,
azda je nelze vhodnym zptusobem seskupit na z&klad¢ urcitych, materidlové nezavislych
vlastnosti. Ve svych pracich poprvé Hill (1968, 1978) spojil pravé jeden (konjugovany) tenzor
napéti vzdy s jednim Lagrangeovym tenzorem pietvoreni tak, Ze skalarni soucin tenzoru
napéti s materidlovou derivaci tenzoru pretvoreni predstavuje hustotu vykonu napeéti:

m=ob =(0;.d;)  =(o.d) (7
o, = Cauchyho tenzor nap.
d, = tezor rychlosti deformac

kde e} jsou (1-1)-tenzory.

Hillav vysledek Ize ziskat pouZitim transformace pull-back. Vysledkem je hustota
vykonu napéti, ktera z hlediska referenéni konfigurace je vyjédiené vztahem:

RWOE) .| (PBE
e = < t I>TR :{ ‘7 kde 0 predstavuje MATERIALNI ¢asovou derivaci.
(KioH) | (KOH,
Pri odvozovani sehrdly kli¢ovou roli nasledujici dva vztahy:
®d'=(0E)'=9E"* ®di=-(0H )'=-0H". (8)
Asociovany DRUHY PIOLUV-KIRCHHOFFUV tenzor napeti P =0"S (2-0)-tenzor
aasociovany ZAPORNY KONVEKTIVNI tenzor napeti K'=-®"S (0-2)-tenzor

se ziskaji pomoci operace pull-back z odpovidgjicich asociovanych tenzor:

(kontravariantni) VAZENY CAUCHYHO tenzor napeéti S (2-0)-tenzor
a (kovariantni) ZAPORNY VAZENY CAUCHYHO tenzor napéti -S (0-2)-tenzor,
které jsou zase odvozeny

Z VAZENEHO CAUCHYHO tenzoru napeti (téZ2 KIRCHHOFFUV), tj. (1-1)-tenzoru: S=Jo, kde
Jakobian J (skalérni veli¢ina) je pak determinant tecného zobrazeni

J = det(dd/0X ),/det(g)/det(G) .

Modifikaci a rozsiteni na libovolnou (dudlni) dvojici tenzori napeti-deformace
provedl Haupt & Tsakmakis (1989). Vysdedkem byl i koncept dualni ¢asové derivace svazané
skazdou dvojici, coz umoznilo vyjasnit Ulohu objektivnich c¢asovych derivaci v teorii
konecnych deformaci. Operaci push-forward ziskame z Hillova vysledku nasledujici vztahy

o] (sile), (e) =g+ (a-w)gte ragt(d+w)
Sl (s (L) = (8 - (dw) g, () - ()< g, (d - w)"

L. =®_000®" je tzv. Lieova derivace (opét F=Td), aw je vitivost. Tato dudini ¢asova
derivace, ziskana z materidlové derivace piesné stejnym zpusobem jako odpovidgjici duélni
tenzory napéti a deformace, je samozigimé objektivni (Oldroydova derivace).
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Konfigurace | TENZORY PRETVORENI TENZORY NAPETI CASOVA DERIVACE

1. skupina (kovariantni) (kontravariantni)

referencni GREEN-ST.VENANT 2"° PloLA-KIRCHHOFF MATERIALOVA
aktuani ALMANSI-HAMEL KIRCHHOFF OLDROYDOVA

2. skupina (kontravariantni) (kovariantni)

referencni PioLA ZAPORNY KONVEKTIVNI MATERIALOVA
aktuani FINGER ZAPORNY KIRCHHOFF OLDROYDOVA

Tab. Trojice vz§emné souvisgjicich tenzora pretvoreni a napéti, a casovych derivaci

4. Pokrogiléinformace — Teorie kontinua a Riemannova varieta Riemannovych metrik

Uvodem shrnu hlavni vysledky predchozich odstavci, které budou déde klicové.
. Konetné deformace kontinua v referencnim bodé X popisuje libovolny deformacni tenzor
C (3) nebo B (5).
. Jgich ¢asové derivace dC, 0B v prubéhu deformagniho procesu ziskdme z odpovidaji-
cich tenzoru rychlosti deformace d*, d* pasobenim operace pull-back (viz. (8)):
0C*=20E'=2d.d" 0B =20H* =-20d.d*. 9
Na tomto misté¢ bude vhodné zduraznit, pro¢ je pro popis deformacniho procesu
z pohledu kone¢nych deformaci vhodnejSi uvaZzovat deformacni tenzory, a ne tenzory
pretvoreni. Odpoveéd je jednoducha a obrézi samotnou podstatu rozdilu mezi konecnymi a
malymi deformacemi. Vyjédiime-li deformaci kontinua pres posunuti x=®(X)= X +u(X),
pak pro naslednou posloupnost deformaci X — x, - X, plati
X, =®,0 (Dl(x) = CDZ(Xl) = (Dz(x + ul(x)) =X +U2(X + ul(x))+u1(x)'
V ptipadé malych deformaci se vztah zanedbanim vsech ¢lent druhého a vySSich fadu
Ziednodusi natvar x, = X +u,(X)+u,(X) akoncept difeomorfismi se tak zméni na koncept
poli. Vlastni difeomorfismus @ se zredukuje na identické zobrazeni XECD(X)= X, stginé
tak i deformacni gradient T =1 +Tu=1. Vektory ani kovektory se béhem transformace
neméni v=To(V)=V, A=Td (a)=a, a tené a koteiné prostory v referencni a aktudni
konfiguraci muzeme ztotoznit. Odpovidajici tenzory jsou rovnéz identické, takze i metrické
tenzory g=G se sobé rovnaji. Podobng i objektivni ¢asovéa derivace se nahradi jednoduchou
materidlovou ¢asovou derivaci: Lo =® 00o®"=9. Linearizace ® kolem identického
zobrazeni x=®(X)= X v bodé x=®(X) pak nahradi difeomorfismy infinitezimanimi poli
u(X), které v samotné teorii maych deformaci vystupuji dale prostiednictvim
infinitezimanich zmén metriky g=G. Tuto infinitezimani variaci pak vyjadiuji tenzory
pietvoreni e<xE ah=H .Ddeplati: c=C, b=B adC=20E=2d, 0B=20H=-2d .
Z pohledu velkych deformaci se béhem deformagnim procesu piestdvdme pohybovat
v samotnem linearnim tecném prostoru T_M  (viz.nize), tak jako pii malych deformacich,
apouhy rozdil deforma¢niho tenzoru v poc¢étecnim a koncovém stavu poskytuje o celém
deformacnim procesu prubéhu asi tak stejnou informaci, jako o celkové trajektorii ¢astice jgi
Euklidovska vzddenost mezi jgi pocatecni a koncovou polohou: tedy Zadnou. Jeding
pro logaritmicky tenzor pietvoreni tomu tak neni, jak uvidime dale z textu, coZ jg cini v teorii
velkych deformaci obzvl&ste pritazlivym.
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Dudledkem toho je, Ze deformacni proces v kazdém materidlovém bodé X bude popsan
ne ¢asovym prubéhem tenzoru pietvoieni, ale casovym pribéhem tenzoru deformace, tj.
pomoci trgjektorie v prostoru M - viech moznych tenzorii deformaci vzhledem referencni
konfiguraci. Pro popis deformace poddajnych téles je pravé toto vhodné schéma, vzhledem
k tomu, Ze jgich nejprirozengjSim referencnim systémem je jgich pocétecni stav, narozdil od
tekutin, u kterych |ze libovolnou aktudni konfiguraci povazovat za referencni.

Zéasadni postieh, ktery umoznil vyznamné rozsitit analyzu ¢asového prabéhu procesu
konecnych deformaci pak vychéazi z nasledujich vztahu:

0C'=2d,d" 0B =-20.d".
Rougée (1997) s totiz uvédomil, Ze veliciny 0C' a 0B* vlastné predstavuji tecné vektory
k variet¢ M v konkrétnim bod¢ C;, nebo Bf, zvoleném v daném ¢asovém okamziku t. Tim,
ze zavedl na tecném prostoru T_M skaarni soucin, prevedl prostor M na Riemannovu

varietu. Dosahl toho tim, Ze rozSifil skalarni soucinu vektora v aktudni konfiguraci,
definovaného metrikou g na T,S, pro libovolné tenzory (viz. téz (7)). Pro tenzor rychlosti

deformace d* jevysledkem vztah:
di? = gikgjld;jdnz.
Prirozeny pozadavek, aby difeomorfismus ®, byl zéroven izomorfismus, tj. difeomorfismus
zachovavajici metriku, umoZziiuje definovat metriku na tecném prostoru T_ M vztahem
9C* BC? = ! (d* @),

kde 0C'' OT_M, C' =d(g), B' =(C")™ adC"' =2d,(d""). Uplatnénim operace pull-back,
Rougée nakonec ziskal skalarni soucinna T_,M vetvaru

0C* [0C** =1B"B"dC,.0C; . (10)
Nenechme se tu méast skutecnosti, Zze deformacni tenzory C* tvoii body Riemannovy variety
M a jgich materidové casove derivace dC'' OT_M vektory v odpovidgjicim tecném
prostoru T_ M, pislusnému konkrétnimu bodu C' variety M. Jak uvidime vzapeti, tato
interpretace nabizi dalekoséhlé dusledky pro popis kinematiky konecnych deformaci.

Za prvé, je mozné definovat derivaci tenzorovych poli M, jako kovariantni derivaci
vektorovych poli. Necht’ V OT_M aU je vektorove pole nad M, pak kovariantni derivace

_(U 1 Ik Ik (d)} _d

ouv) ={—1| —=\V,B*U, +U,B*, ), kde| — | =—U.(C’"+qV |-

( v )u (W)” 26/n K TVl kj) &), " dg J( q )lqO
Necht C':1 - M oznatuje hladkou kiivku, pak derivace vektorového pole U podé kiivky

D = — _ 1 1k 1k 5 dJ —

(auj” =(0,.u) =au, E(ac”B U, +U,B"*aC, ), nebot 507"

Tato derivace, vzhledem k operaci push-forward, mav aktuani konfiguraci matvar
D
(auj E(Dt*( oY )ij :(LFu)ii _(dilglkukj +Uilglkdki):(um)ij , (11
ij

kde d'=1®,(0C"), a u=®,U je libovolné aktudni 2-kovariantni symetrické tenzorové
pole odpovidgjici U. Vyslednd casova derivace je Zarembova-Jaumanova objektivni
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derivace [Rougée (1997)]. Budeme-li interpretovat parametr t jako ¢as a kiivku C; jako
deformacni  proces, ke kterému v bodé kontinua X dochézi, matematickd struktura
Riemannovy variety M, dana metrikou (10), pak jednoznacné vydéluje jedinou objektivni
casovou derivaci (11) prisludnou deformagnimu procesu. Vamnéme si, Ze plati g* =0, coz
je ekvivalentni vztahu DC/Dt =0.

Za druhé, geometricka struktura variety M umoziuje vyjasnit geometricky vyznam
logaritmickych tenzori pretvoreni, tim Ze je dava do spojitosti s geodetikami. Geodetiky jsou
obecné kiivky spojujici dva body variety nekratSi moznou cestou. Jsou to také kiivky
s konstantni rychlosti, tj. s nulovym zrychlenim. V piipadé variety M s metrikou definovanou

vztahem (10), kiivka C*: 1 — M je geodetikou, pokud splnuje vztah:
[0,..9¢') =a°c, -ac, B ac, =c,a(B"aC, )=0,
atedy rovnici a(B”‘aij )= —a(aB”‘ij): 0.
Behem deformacniho procesu je asociovany tenzor D: D} =4B"“0C, s referencnim
tenzorem tenzoru rychlosti deformace D'=®, (d“) konstantni. Necht' D :Zi/\i pdp je

jeho spektralni rozklad, kde A, jsou vlastni ¢islaa p vlastni vektory. Deformacni proces C;
podél geodetiky pak 1ze obecné¢ vyjadrit vztahem

t-C :Ziexp(Z/\i(t_tO)-'-}\’i)piDpi .
Varieta M se tak déli na podvariety Mg, tvorené témi deformacnimi tenzory, pro které jsou
linearn¢ nezévidé sméry B :{ p,} vzgemné ortogondni. Na kazdeé takové podvarité ma pak
deformacni proces zminény tvar.

Protoze pro libovolneé dva stavy metrik C;, C; vzdy existuje podvarieta Mg
obsahujici je oba, Ize je propojit geodetikou zminéného tvaru [Rougée (1997)]:

Cr =Y exp{2L (t-t,)/(t, -t} 04 . (12)
Nyni L a A, jsou definovany pomoci tenzoru é} = (Btl)"‘(Ctz )kl , Svazujici dva deformované
stavy v dase t, adase t,. Necht C = D 120, O A jejeho spektréini rozklad, pak logaritmicky
tenzor pietvoreni L =1logC => LA OA, kde L =logl,. Narozdil od jinych mer pretvore-
ni, pouze logaritmicky tenzor pietvoieni je schopen smysluplné vézat dva vzdaené
deformované stavy, protoZe je porovnava jako dva stavy umisténé na jedné geodetice, tj.
pomoci dobie definovaného procesu, jednoznacné uréeného svymi krajnimi body (stavy
metriky C; a C; ) aodpovidgjicimi tecnymi vektory miticich do druhych bod.

Za tieti, varietu M |ze rozlozit [Freed & Groisser (1989)] na objemovou a tvarovou
podvarietu: M OVol(M)xM ,. Zatimco podprostor Vol(M) je plochy, podprostor M, méa
nenulovou krivost (je zapornd), a to ma za nasledek zavidost deformacniho procesu na
trgjektorii C; v podprostoru M. Tady je zigimé jadro problémt v soucasnem pouzivani
logaritmickeého tenzoru pietvoreni pii model ovani konstitutivnich vztahu.
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5. Diskuse

Pokud deformagni proces prestaneme sledovat pouze v jednom materidlnim bodg¢ X, tak jak to
déla Rougée (1997), je nutné jeho pristup vhodné modifikovat. Riemannovu metriku budou
nyni tvofit tenzorovd pole C deformatnich tenzora nad referencni konfiguraci R,
aodpovidgjici varieta M takovychto Riemannovych metrik se stava nekonecné dimensional ni
Riemannovou varietou [Gill-Medrano & Michor (1991), Freed & Groisser (1989), Kriegel &
Michor (1997)]. Metriku (10) je pak treba modifikovat vztahem

(Uu?) =[uimwd_ dvol,(B)=[ 3 BikB“U;U”Zw/det(B“)‘de . (13)
Vzhledem k dodatesnému multiplikativnimu ¢lenu +/det (B?) , kovariantni derivace matvar
aJ 1 0
(DVU )ii :(WJ ~ o Vil BlkUkj +U, Blkvlq)’LZ(BHVmUij -B"V,,B*U e +VijBk|U|k),

ij

apro objektivni ¢asovou derivaci symetrického tenzorového pole u pak plati
D 1 0
(Et U)__ = (UZJ )ij +§(gk| dy Y — g“ di,9 pupkgij +d; gklu|k)- (14)
ij

Pritomnost dodatecného ¢lenu +/det(B*) se zda byt z hlediska vztahu (7) a jeho bezprostied-
nich dasledkt logicka Navic plati Dg/Dt =3/2[d°, nebo-li DC/Dt=3/4[dC. | tyto

vydedky se jevi ptirozenymi v porovnani s vysledky Zarembovy-Jaumanovy derivace,
poskytujici pro tyto veli¢iny nulové hodnoty derivace.

6. Zaveér

VySe nacrtnuty pristup iniciovany Rougéem (1997) piinasi velké mnoZstvi novych neotielych
ndpadi do kinematiky velkych deformaci, a zaslouzi si proto hlubSi studium. Matematicka
teorie nekonetné dimenziondnich Riemannovych variet Riemannovych metrik, tak jak je
popsana v ¢lancich citovanych v paragrafu 5, bude k tomu bezpochyby nezbytn&d Na z&klade
této teorie byla pro zatdtek jednoznacné navrzena nova objektivni ¢asova derivace (14)
sjasnym geometrickym vyznamem. Plati pro ni vztahy Dg/Dt =3/2[d' a DC/Dt =3/4[9C,
které, narozdil od Zarembovy-Jaumanovy derivace, davagji nenulové vysedky. Vzhledem
k tomu, Ze také plati L.g=2d’, zda se, Ze nova objektivni ¢asova derivace bude mit vhodné
vlastnosti.
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