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Summary: The paper deals with numerical computations of viscous incompressible
fluid flow in glottis described by Navier-Stokes equations and discretized by the
finite element method. For space discretization the Hood-Taylor elements are used
and time discretization is done using the Euler method. Navier-Stokes equations
with the nonlinear term are discretized by semiimplicit integration scheme. For
higher Reynolds number fluid flow Streamline Upwind Petrov-Galerkin Method -
SUPG which stabilizes integration scheme is used. This method uses special weight
functions which modify shape functions based on the Galerkin principle.

1. Formulace obecné úlohy prouděnı́ vazké nestlačitelné tekutiny v kanále

Pro přı́pad prouděnı́ vzduchu v hlasivkách vyjdeme z obecné úlohy 2D prouděnı́ vazké nestlači-
telné tekutiny v jednoduchém přı́mém kanále (obr. 1), popsané soustavou Navier-Stokesových
rovnic (1) a rovnicı́ kontinuity (2). Řešenı́ soustavy hledáme na oblasti

����� ���
s hranicı́ � �

v časovém intervalu 	�

����� . Rychlosti v tekutině v čase ����
 jsou popsány funkcı́ ��� , objemová
sı́la ��������� �"!#���%$ a & je kinematický koeficient vazkosti tekutiny.
Hledáme rychlost �'�(�����)�*�+�,!#���%$ a tlak -.0/21 � . � . �,!#���%$3� kde !4�5�"!763�%! � $98 � �:��8;	<

�%�=� ,
na

�?> �@

�%��$ splňujı́cı́ �A��A� B �C�ED*FG$+�IHJ&
KL� B F . � � (1)MONQP � � 
 (2)

Platı́ okrajové podmı́nky � � RTSAUWV7�YX=Z[V7\O]+^_^ (3)& �A��A` H . ` � 
aSAUbV#c@d3e �"f MOg S gih�jON SOklfm$ (4)

kde V7�YX , V7\O]+^_^ a Vncodpe jsou části hranice � � � oblasti
�

na vstupu, stěně a výstupu.
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Počátečnı́ podmı́nka pro rychlost v tekutině je dána vztahem���C
q$r� � �'s

Obr. 1: Schéma oblasti
�

2. Numerické řešenı́ úlohy pomocı́ metody konečných prvků

K numerickému řešenı́ využı́váme metodu konečných prvků. Prostorová diskretizace je zajiš-
těna pomocı́ Hood-Taylorových prvků P2/P1, uvedených napřı́klad v (Gresho, 1998) přičemž
hodnoty složek rychlosti jsou hledány v rozı́ch a středech hran jednotlivých prvků a hodnoty
tlaku pouze v rozı́ch. Tyto složky rychlosti i tlak jsou potom aproximovány jako spojité funkce v
prostorových proměnných na všech uzlech jednotlivých prvků. Pro řešenı́ Navier-Stokesových
rovnic je využita semiimplicitnı́ metoda.

Pro dosaženı́ vyššı́ch hodnot Reynoldsových čı́sel lze využı́t metodu SUPG - Streamline
Upwind Petrov-Galerkin method, která podle (Brooks & Hughes, 1982; Franca & Frey, 1992)
spočı́vá ve vytvořenı́ speciálnı́ch váhových funkcı́ t)�vu B�w

. Ty jsou vytvořeny součtem
původnı́ch symetrických bázových funkcı́ u odpovı́dajı́cı́ch Galerkinovu principu a nesymet-
rických bázových funkcı́

w
, které jsou konstruovány takovým způsobem, aby dostatečně zo-

hledňovaly vliv přitékajı́cı́ho proudu tekutiny (upwind).

2.1. Navier-Stokesovy rovnice - semiimplicitnı́ metoda se SUPG

Semiimplicitnı́ metoda, uvedená napřı́klad v (Brooks & Hughes, 1982), vyžaduje použitı́ slabé
formulace klasické úlohy. Pro Navier-Stokesovy rovnice uvažujme testovacı́ funkcit � �otr6p�pt � $98yxAzl�{ty��
|SAU}V7�YX=Z~Vn\
]%^<^
a pro rovnici kontinuity � 8y�Izq�
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kde x'z je prostor testovacı́ch funkcı́ odpovı́dajı́cı́ rychlostem a ��z prostor funkcı́ odpovı́dajı́cı́
tlakům. Vynásobme (vektorovou) rovnici (1) skalárně (vektorovou) funkcı́ t , rovnici (2) funkcı́�

a obě rovnice integrujme přes oblast
�

a dostaneme��� �'��O� t M � B ��� �C��FG$+��t M � H�& ��� KL��t M � B ��� F . t M � � ��� ��t M ���� MON�P � ��M � � 

s
Tvarová funkce t umožňujı́cı́ dosaženı́ vyššı́ch Reynoldsových čı́sel je definována součtem

spojité části u a nespojité části
w

. t��?uI� Baw � �
kde uI� je spojitá váhová funkce jako v přı́padě centrálnı́ch diferencı́ a

w � je po prvcı́ch nespojitá
váhová funkce. Tato váhová funkce je vyjádřena vztahemw ��� ���%� 6O�� � �� � � � �0u���O! � �
přičemž normovánı́m jednotlivých složek rychlosti � � je zajištěno minimalizovánı́ vlivu této
uměle vnesené difuze do směru kolmého vzhledem ke směru proudu tekutiny na konkrétnı́m
uzlu daného prvku. Členy �3�A����+� jsou přı́slušné derivace původnı́ch tvarových funkcı́ sloužı́cı́ch
při výpočtech semiimplicitnı́m schématem založeným na centrálnı́ch diferencı́ch. Ve dvojroz-
měrném přı́padě se parametr �� určı́ podle vztahu�� ��� �� �*���O� B �� �����O��$ /i� �
pomocı́ něhož počı́táme vliv difůze v křivočarých souřadnicı́ch. Na obrázku jsou patrné střednı́
přı́čky prvku potřebné pro normovánı́ rychlostı́.

Obr. 2: Schéma prvku v křivočarých souřadnicı́ch
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Pro �� � �� platı́ vztahy �� � �C� h�j�� ��$�H¡  / � ��� � �C� h�j�� ��$�HW  / � �2�
přičemž

� �¢� � � jsou ve složkách rozepsaná Pecletova čı́sla definována vztahy� �£� 1 �*���O� /l� &� � � 1 �*���O� /l� &:s
Složky rychlostı́ ��������� představujı́ projekce vektoru rychlosti � do jednotkových vektorů ¤q����¤¥�
odpovı́dajı́cı́ch lokálnı́mu souřadnému systému na konečném prvku���£� ¦¢��D���*� � ¦¢�§D��'s
Nynı́ aplikujeme na členy &=¨ � KL�:u M �

a ¨ � F . u M �
integraci per partes. Na členy násobené

váhovou tvarovou funkcı́
w

nelze integraci per partes uplatnit, protože funkce
w

nenı́ spojitá
přes hranice prvků.

Zavedenı́m dirichletovské podmı́nky (3) a ’do nothing’ okrajové podmı́nky (4) dostáváme
slabou SUPG formulaci úlohy, ve které hledáme �'� . splňujı́cı́ rovnice��� �A��O� u M � B ��� �C�ED*FG$+�:u M � B & ��� F©��FGu M � H ��� . �oFªD�u«$ M � BB ��� �A��O� w M � B ��� �C�¬D*F­$®� w M � HJ& ��� KL� w M � B ��� F . w M � �� ��� ��u M � B ��� � w M � ���� MONQP � �¯M � ��
��
pro všechny testovacı́ funkce u[� w 8yxAzq� � 8°��zqs

Dále můžeme přejı́t k řešenı́ diskretizované úlohy. Časovou dikretizaci provedeme nahraze-
nı́m derivace rychlosti v ` B   časovém kroku Eulerovou zpětnou diferencı́ a vzhledem k použitı́
semiimplicitnı́ metody provedeme náhradu �"� X�±²6 D*F­$®� X�±²6´³ �C� X D*F­$®� X�±²6 .

K sestavenı́ matic soustavy a pravých stran je nutné ve slabé formulaci počı́tat hodnoty a
derivace tvarových funkcı́, nezbytných pro aproximaci soustavy Navier-Stokesových rovnic a
rovnice kontinuity při prostorové diskretizaci dané oblasti.
Předpokládáme-li systémy tvarových funkcı́ µ*¶[�o· � ¸i¹� � 6 , kde ¶y6º� �@uL6p��
q$ , ¶ � � �C

��u�6+$ ,¶~»¼�½�@u � ��
q$ , ¶¿¾��½�@
���u � $ , ... a µ�À��@· � ¸i¹� � 6 , kde ÀL6I�½� w 6p��
q$ , À � �½�@

� w 6%$ , ÀI»L�½� w � ��
l$ ,À�¾Á�Â�@
�� w � $ , které jsou bası́ prostoru xAz a systém tvarových funkcı́ µ2Ã��o· ¸lÄ� � 6 , který je base
prostoru �Iz a položı́me-li ¶v�;¶ � , ÀÅ�?À � a

� ��Ã � , máme��� � X�±²6Æ ¶ � M � B ��� �"� X D*F­$®� X�±²6 ¶ � M � B & ��� �A� X�±²6�O!'Ç �'¶ ��O!'Ç M � H ��� . X�±²6 �@FªD�¶ � $ M � BB ��� � X�±²6Æ À � M � B ��� �C� X D*F­$®� X�±²6 À � M � H�& ��� »�Ç � 6 � � � X�±²6�O! �Ç À � M � B ��� F . X�±²6 À � M � �� � � � X�±²6 ¶ � M � B � � � XÆ ¶ � M � B � � � X�±²6 À � M � B � � � XÆ À � M � ���� �@FªD�� X�±²6 $�Ã � M � �?

s
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Označı́me-li �Á�È�C� � ����É¢$ lze hledané složky rychlosti a tlaky vyjádřit jako lineárnı́ kombi-
nace tvarových funkcı́ u��*Ê(Ã�� a koeficientů těchto tvarových funkcı́ � � � �A�*É � � . � na všech prvcı́ch
dané oblasti podle � � X�±²6 �5Ë ¸ ¹� � 6 � � X�±²6� u�� , ��É X�±²6 �ªË ¸ ¹� � 6 ��É X�±²6� uI� , . X�±²6 �5Ë ¸lÄ� � 6 . X�±²6� Ã�� , při-
čemž Ì � je počet uzlů pro rychlosti a Ì�Í počet uzlů pro tlaky.

V maticové formě bude soustava zapsána takto:

Î X�±²6� � �
ÏÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÑ

Î ��� 
 HÒ¨ � Ãy� �3�:���� M �B ¨ � � Í ���� w � M �
 Î É+É H ¨ � Ãy� �3�:�� É M �B ¨ � � Í �� É w � M �
H°¨ � �3�A���� Ã � M � H°¨ � �3�'�� É Ã � M � 


Ó<ÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÕ
�

kde Î ��� � Î É+É �  Æ � � u����Cu � Baw � $ M � B � �«Ö � X� �'u���O! B � XÉ �'uI��'×~Ø �@u � BJw � $ M � BB & � � Ö �'uI��O! �'u ��A! B �'uI��'× �0u ��A× Ø M � HJ& � � Ö � � u���O! � B � � uI��'× � Ø w � M � s
� X�±²6� �

ÏÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÑ
¨ � � X�±²6� �Cu � Baw � $ M � B ¨ � d3ÙÚÛ �@u � Baw � $ M �
¨ � � X�±²6É �Cu � Baw � $ M � B ¨ � d ÙÜÛ �@u � Baw � $ M �




Ó ÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÕ
�Ýx X�±²6� �

ÏÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÑ
� � X�±²6�
��É X�±²6�. X�±²6�

Ó ÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÕ
�

v každém časovém kroku tedy řešı́me lineárnı́ soustavu rovnic ve tvaruÎ X�±²6� � x X�±²6� � � X�±²6� s
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3. Numerické výsledky

K dispozici jsou výsledky 2D úlohy nestacionárnı́ho prouděnı́ vazké nestlačitelné tekutiny
kolem tuhého profilu hlasivek počı́tané numerickou metodou se semiimplicitnı́m integračnı́m
schématem a s aplikovanou stabilizacı́ pomocı́ metody SUPG. Vzhledem k tomu, že se jedná
o symetrické prouděnı́, postačilo uvažovat pouze jednu polovinu hlasivek, jejı́ž geometrie je
zřejmá z obr.3 s rozměry uvedenými v milimetrech. Na celém povrchu hlasivek je předepsána
okrajová podmı́nka pro obě složky rychlosti tekutiny � � ���*É}��
�	ßÞ~s<à3á 6 � a na výstupu je přede-
psána podmı́nka ”do nothing”. Na vstupu je zadán parabolický rychlostnı́ profil, přičemž v ose
kanálu je hodnota vstupnı́ rychlost tekutiny ���YXI�?â�	ßÞ[s_àpá 6 � . Nejužšı́ mı́sto mezi výčnělkem hla-
sivek a osou kanálu je s ohledem na riziko výrazného vzrůstu rychlosti voleno �Á�ª ls_ãqä¼	ßÞ©Þ©� ,
což je již nad hornı́ mezı́ nutnou k rozvoji flutteru, nezbytného pro vlastnı́ fonačnı́ funkci hlasi-
vek. Sı́t’konečných prvků s označenými mı́sty jednotlivých vykreslených profilů je znázorněna
na obr. 4.

Obr. 3: Schéma kanálu tvořeného profilem hlasivek

V mı́stě vykreleného rychlostnı́ho profilu 2 je maximálnı́ hodnota podélné složky rychlosti
v ose kanálu å¢æ ³  l lsçäE	ßÞ~s<à á 6 � , přičemž odpovı́dajı́cı́ charakteristický rozměr je, jak je patrné
z obr. 3, vzhledem ke tvaru výčnělku hlasivek oproti � nepatrně většı́. Kinematická viskozita
tekutiny je volena &G��
�sç
l
i

 �ä}	ßÞ � s_à á 6 � , což je 10x vyššı́, než je jejı́ reálná hodnota pro vzduch.

Obr. 4: Schéma sı́tě konečných prvků s vyznačenými mı́sty pro vykreslenı́ rychlostnı́ch profilů
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Obr. 5: Rychlostnı́ profily
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Obr. 6: Průběh tlaku v ose kanálu
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Obr. 7: Vektory rychlostı́ nestacionárnı́ho řešenı́ pro
� ¦ ³  �äi
 v čase t = 100 s

Obr. 8: Isolinie tlaků nestacionárnı́ho řešenı́ pro
� ¦ ³  �ä2
 v čase t = 100 s

4. Závěr

Ze zobrazených výsledků je patrný průběh prouděnı́ a zejména rozsah a tvar vı́rové struktury
za výčnělkem hlasivek. Vzhledem k použitému numerickému schématu však nebylo možné
dosáhnout reálných hodnot Reynoldsova čı́sla, které se při vytvářenı́ lidské řeči v hlasivkách
běžně vyskytujı́. Dosavadnı́ numerické schéma tedy neumožňuje prováděnı́ výpočtů při reálné
hodnotě viskozity vzduchu, kterou lze uvažovat &b�ê
�sç
l
i
l

 �ä°	ßÞ � s_à á 6 � , nýbrž je z důvodu
jeho stability nutné akceptovat hodnotu 10x vyššı́. Přestože podélná složka vstupnı́ rychlosti
tekutiny v ose kanálu �*�YX��)âG	�Þ[s<à á 6 � je poněkud vyššı́ než odpovı́dá fisiologickému rozmezı́,
kde lze uvažovat hodnotu rychlosti do ³  }H � 	ßÞ[s_àpá 6 � , Reynoldsovo čı́slo

� ¦ ³  �äi
 se stále
pohybuje pod skutečnými hodnotami, které se v hlasivkách vyskytujı́ v řádu  �
 » a vyššı́m
(Hofmans, 1998). Maximálnı́ šı́řka mezi výčnělky hlasivek se podle (Alipour & Titze, 1996;
Alipour & Scherer, 2000) pohybuje kolem � sçë�Þ©Þ , tedy � ³  lsçì�Þ©Þ . Dosaženı́ nižšı́ hodnoty
tohoto rozměru je však vzhledem k nárůstu rychlosti v tomto mı́stě pro dané numerické schéma
nedostupné. Použité numerické schéma lze využı́t zejména pro přı́pady prouděnı́ definované
nižšı́mi hodnotami Reynoldsova čı́sla.
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Tato práce vznikla za podpory Komplexnı́ho projektu GA ČR 101/98/K019 Matematicko-
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Damašek, A., Burda, P. 9


