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FINITE ELEMENT MODELLING OF VISCOUSINCOMPRESSIBLE
FLUID FLOW IN GLOTTIS

A. Damasek!, P. Burda?

Summary: The paper dealswith numerical computations of viscousincompressible
fluid flow in glottis described by Navier-Sokes equations and discretized by the
finite element method. For space discretization the Hood-Taylor elements are used
and time discretization is done using the Euler method. Navier-Stokes equations
with the nonlinear term are discretized by semiimplicit integration scheme. For
higher Reynolds number fluid flow Streamline Upwind Petrov-Galerkin Method -
SUPG which stabilizesintegration schemeis used. This method uses special weight
functions which modify shape functions based on the Galerkin principle.

1. Formulace obecné tlohy proudeéni vazkeé nestlacitelné tekutiny v kanale

Pro pfipad proudéni vzduchu v hlasivkach vyjdeme z obecné Glohy 2D proudeéni vazké nestlaci-
telné tekutiny v jednoduchém pfimém kanale (obr. 1), popsané soustavou Navier-Stokesovych
rovnic (1) arovnici kontinuity (2). ReZeni soustavy hledame na oblasti Q ¢ IR? s hranici 052
v Casovém intervalu [0, T']. Rychlosti v tekutiné v ¢ase ¢t = 0 jsou popsany funkci %v, objemova
sla f; = fi(z,t) av je kinematicky koeficient vazkosti tekutiny.

Hledame rychlost v, v; = v;(x,t) atlak p/p = p = p(z,t), kdez = (z1,z5) € 2, ¢t € [0,T],
na x (0,7") spliujic

ov

a—i—(v-V)v—yAv—i—Vp = f (1)
dive = 0 (2
Plati okrajové podminky
v = g mna L'y ULy ©)
VS_Z —pn = 0 na 'y (‘donothing’) (4)

kde T, , I'wan @0y jSOU Casti hranice 0€2, oblasti 2 navstupu, sténé avystupu.
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PocateCni podminka pro rychlost v tekuting je dana vztahem

Fin > FOut

* I

Obr. 1: Schéma oblasti 2

wall

2. Numerickéfeseni tlohy pomoci metody konetnych prvki

K numerickému FeSeni vyuzivame metodu koneénych prvkl. Prostorova diskretizace je zgjis-
téna pomoci Hood-Taylorovych prvkt P2/P1, uvedenych napriklad v (Gresho, 1998) pritemz
hodnoty sloZek rychlosti jsou hledany v rozich a stfedech hran jednotlivych prvkd a hodnoty
tlaku pouzev rozich. Tyto slozky rychlosti i tlak jsou potom aproximovany jako spojité funkcev
prostorovych proménnych na vSech uzlech jednotlivych prvkil. Pro feSeni Navier-Stokesovych
rovnic je vyuzita semiimplicitni metoda.

Pro dosazeni vySSich hodnot Reynoldsovych Cisal 1ze vyuZit metodu SUPG - Sreamline
Upwind Petrov-Galerkin method, ktera podlie (Brooks & Hughes, 1982; Franca & Frey, 1992)
spoCiva ve vytvoreni specianich vahovych funkci ¢ = N + P. Ty jsou vytvofeny souctem
plivodnich symetrickych bazovych funkci NV odpovidgjicich Galerkinovu principu a nesymet-
rickych bazovych funkci P, které jsou konstruovany takovym zplisobem, aby dostate¢né zo-
hlednovaly vliv pfitékajiciho proudu tekutiny (upwind).

2.1. Navier-Stokesovy rovnice - semiimplicitni metoda se SUPG

Semiimplicitni metoda, uvedena napfiklad v (Brooks & Hughes, 1982), vyZaduje pouziti slabé
formulace klasické Ulohy. Pro Navier-Stokesovy rovnice uvazujme testovaci funkci

Y = (QOI,QOQ) € Vh, Y= 0 na Fm U Fwa.ll

apro rovnici kontinuity

Y € Qn,
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kde V}, je prostor testovacich funkci odpovidajici rychlostem a @, prostor funkci odpovidajici
tlaklim. Vynasobme (vektorovou) rovnici (1) skalarné (vektorovou) funkci ¢, rovnici (2) funkci
1) a obé rovnice integrujme pres oblast €2 a dostaneme

/Q %gde—!— /Q (vV)opdQ — v /Q Avpd( + /Q Vppd2 = /wadQ

/divwda — 0
Q

Tvarovafunkce ¢ umoznujici dosazeni vysSich Reynoldsovych Cisel je definovana souctem
Spojité Casti NV anespojité Casti P.

kde N; je spojitavahovafunkce jako v pfipade centranich diferenci a P; je po prvcich nespojita
vahova funkce. Tato vahova funkce je vyjadfena vztahem

22: ON;

= ||2 oz’

pricemz normovanim jednotlivych slozek rychlosti v; je zajisténo minimalizovani vlivu této
uméle vnesené difuze do sméru kolmého vzhledem ke sméru proudu tekutiny na konkrétnim
uzlu daného prvku. Cleny g—];’? jsou prislusné derivace plivodnich tvarovych funkci slouzicich
pri vypoctech semiimplicitnim scheématem zalozenym na centralnich diferencich. Ve dvojroz-
mérném pripadé se parametr £ urCi podle vztahu

k = (§vehe + fvghy) /2,

pomoci néhoz potitame vliv diflize v kfivocarych souradnicich. Na obrazku jsou patrné stfedni
pricky prvku potfebné pro normovani rychlosti.

Obr. 2: Schéma prvku v kfivoCarych souradnicich
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Pro &, 7 plati vztahy
§_ = (Cth ag) - 1/045
n = (cthay,)—1/ay,
pricemz a, oy, jsou ve slozkach rozepsana Pecletova Cisla definovana vztahy
o = puche/2v
a, = poyhy,/2v.
Slozky rychlosti v, v, predstavuji projekce vektoru rychlosti v do jednotkovych vektorli e, e,
odpovidajicich lok@nimu soufadnému systému na konecném prvku
Ve = €V
’Un = 67’ - .
Nyni aplikujeme na Cleny v [, AvNdQ2 a [, VpNdS2 integraci per partes. Na Cleny nasobené
vahovou tvarovou funkci P nelze integraci per partes uplatnit, protoze funkce P neni spojita
pres hranice prvkd.
Zavedenim dirichletovské podminky (3) a’do nothing’ okrajové podminky (4) dostavame
slabou SUPG formulaci Ulohy, ve které hledame v, p spliujici rovnice

ov
8t

+ / PdQ—i—/ v- VdeQ—u/AdeQ—i—/VdeQ_

/ FNAQ + / FPAQ,
Q Q

/ dive $dQ = 0,

Q

NdQ—i—/ v- VdeQ—I—V/VUVNdQ / (V- N)dQ +

pro vsechny testovaci funkce N, P € Vj,, ¥ € Qp,.

Dale miizeme prejit k Feeni diskretizované Glohy. Casovou dikretizaci provedeme nahraze-
nim derivace rychlosti v n+ 1 Casovém kroku Eulerovou zpétnou diferenci avzhledem k pouziti
semiimplicitni metody provedeme nahradu (v**! - V)u" ™! =~ (v" - V)™ T,

K sestaveni matic soustavy a pravych stran je nutné ve slabé formulaci pocitat hodnoty a

derivace tvarovych funkci, nezbytnych pro aproximaci soustavy Navier-Stokesovych rovnic a
rovnice kontinuity pfi prostorové diskretizaci dané oblasti.
Predpokladame-li systémy tvarovych funkci {N;}2ZV, kde N, = (Ny,0), Ny = (0, V),
N3 = (Ny,0), Ny = (0, Ny), ... a {P;}2L¥, kde P; = (P,,0), Py = (0, Pl) P; = (P,0),
P, = (0, P,), které jsou basi prostoru Vi awstem tvarovych funkci {M;}4, ktery je base
prostoru (), apolozime-li N = N;, P = P; aty) = M;, mame

31}”“ aN]
Q axk oxy,
n+1

n+1
[ 5N + [ (07 V) INGaQ + v
Q T Q

n+1

Qo — / PV - N,)dQ +

+

deQ+/(v”-V) nHip dQ—z//
Q

Q

9V p.an+ / VpHP,dQ =

Q T k:l

= [N+ [ SN+ [ e+ | U—deQ,
Q QT Q QT

/Q (V- o™ 1) M;dQ = 0.
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OznaCime-li v = (v, v,) |ze hledané slozky rychlosti atlaky vyjadfit jako linearni kombi-
nacetvarovychfunkci N; a M; akoeficientli téchto tvarovych funkci v,;, vy, p; navSech prvcich
dané oblasti podle v, = 1 v, TN, v, "t = S vy PN, ptt = S pn NG pi-

¢emz Ly je pocet uzll pro rychlosti a L, pocet uzlt pro tlaky.

V maticové formeé bude soustava zapsana takto:

Ky 0 — Jo M; 2540
+ Jo B4 P,dQ
ON;
Kt — 0 Ky —Ja %Q_fdg
J +Jo a—szde
— fo 2aM;dQ — [, f”;;i M;dQ 0

kde

ON; ON; = ON,; ON; 0°N;  O0°N;
Q- dQ.
+ V/Q(B:v 8x+8y 8y>d V/Q<8x2+8y2 Fydsy

Jo F2TH(Nj + Py dQ+ o % (N; + Py) dQ2 Vg

R = ntl(N. L P YW (N, . | nt1
i Jo 2L (NG + P dQ + [ 2 (N; + P)dQ |,V vyl ,

0 pnﬂ

v kazdém Casovém kroku tedy feSime lineérni soustavu rovnic ve tvaru

n+ly/n+1 _ pn+l
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3. Numerickévysledky

K dispozici jsou vysedky 2D Glohy nestacionarniho proudéni vazké nestlaCitelné tekutiny
kolem tuhého profilu hlasivek poCitané numerickou metodou se semiimplicitnim integracnim
schématem a s aplikovanou stabilizaci pomoci metody SUPG. Vzhledem k tomu, Ze se jedna
0 symetrické proudéni, postatilo uvazovat pouze jednu polovinu hlasivek, jgiz geometrie je
zfgima z obr.3 s rozméry uvedenymi v milimetrech. Na celém povrchu hlasivek je predepsana
okrajova podminka pro obé slozky rychlosti tekutiny v,, v, = 0 [m.s™!] anavystupu je prede-
psana podminka”do nothing”. Na vstupu je zadan parabolicky rychlostni profil, pficemz v ose
kanalu je hodnota vstupni rychlost tekutiny v;,, = 4 [m.s~']. Nejuz&i misto mezi vyénélkem hla-
sivek a osou kanalu je s ohledem nariziko vyrazného vzrlistu rychlosti voleno 2 = 1.85 [mm],
coz jejiz nad horni mezi nutnou k rozvoji flutteru, nezbytného pro vlastni fonacni funkci hlasi-
vek. Sit kone€nych prvkl s oznatenymi misty jednotlivych vykreslenych profilli je znazornéna
na obr. 4.
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Obr. 3: Schéma kanalu tvoreného profilem hlasivek
V misté vykreleného rychlostniho profilu 2 je maximani hodnota podélné slozky rychlosti
v ose kandlu v, ~ 11.5 [m.s™'], pfiemz odpovidajici charakteristicky rozmér je, jak je patrné

z obr. 3, vzhledem ke tvaru vycnélku hlasivek oproti & nepatrné vetsi. Kinematicka viskozita
tekutiny jevolenar = 0.00015 [m?.s 1], coZ je 10x vySSi, nez jejgji rednahodnota pro vzduch.
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Obr. 4: Schéma sité koneénych prvkl s vyznatenymi misty pro vykresleni rychlostnich profil Qi
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Obr. 6: Priibéh tlaku v ose kanalu
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Obr. 7: Vektory rychlosti nestacionarniho feSeni pro Re = 150 v aset= 100 s
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Obr. 8: Isolinie tlakll nestacionarniho FeSeni pro Re ~ 150 v éaset = 100 s
4. Zaver

Ze zobrazenych vysledk je patrny priibéh proudéni a zejména rozsah a tvar virové struktury
za vycnélkem hlasivek. Vzhledem k pouZzitému numerickému schématu vSak nebylo mozné
dosahnout redlnych hodnot Reynoldsova Cisla, které se pfi vytvareni lidské fe€i v hlasivkach
bézné vyskytuji. Dosavadni numerické schéma tedy neumoziiuje provadéni vypodtl pri reané
hodnoté viskozity vzduchu, kterou lze uvazovat v = 0.000015 [m?.s!], nybrz je z dlvodu
jeho stability nutné akceptovat hodnotu 10x vySSi. Prestoze podélna slozka vstupni rychlosti
tekutiny v ose kandu v;,, = 4 [m.s™!] je ponékud vySi nez odpovida fisiologickému rozmez,
kde |ze uvazovat hodnotu rychlosti do =~ 1 — 2 [m.s™!], Reynoldsovo &islo Re ~ 150 se stdle
pohybuje pod skutetnymi hodnotami, které se v hlasivkach vyskytuji v fadu 10° a vySSim
(Hofmans, 1998). Maximalni Sifka mezi vycnélky hlasivek se podle (Alipour & Titze, 1996;
Alipour & Scherer, 2000) pohybuje kolem 2.6 mm, tedy & ~ 1.3 mm. Dosazeni nizSi hodnoty
tohoto rozméru je véak vzhledem k narlistu rychlosti v tomto misté pro dané numerické schéma
nedostupné. Pouzité numerické schéma lze vyuzit zeiména pro pripady proudéni definované
niz8imi hodnotami Reynoldsova Cisla.
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5. Podékovani

Tato prace vznikla za podpory Komplexniho projektu GA CR 101/98/K019 Matematicko-
fyzikani modelovani vibroakustickych systémi v biomechanice hlasu a sluchu se zaméfenim
navyvoj nahradnich materialll a protéz.
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