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ADAPTIVE TECHNIQUE IN NONLINEAR PROBLEMS

L. Svoboda!, D. Rypl?, Z.Bittnar?

Summary: In this paper we discuss the use of adaptive methodology in nonlinear
analysis based on Finite Element Method. It is focused on static problems of elasto-
plasticity. Because of the path dependence of the solution in analysis with material
nonlinearity, the loading is applied in an incremental manner. It is convenient to
compute in every increment a suitable norm of variables to monitor the accuracy of
the solution in order to recognize the necessity of remeshing. We use energy norm
of error based on recovered strains and stresses. The obtained norm is compared
with required values which are not, however, constant all over the domain. The
highest accuracy is required on boundary of plastic zones and on elements with
stress closed to yield surface. The problem of updating the state variables after
remeshing is discussed in some details too. Finally, we conclude our paper by some
numerical examples.

1. Uvod

Procedury pro odhad chyby a adptivni navrh sité koneénych prvki zaloZené na vypoctu zpiesné-
ného napéti, deformace nebo jinych gradientnich veli€in v linearnich Glohach byly pfedstaveny
v minulém pfispévku autorll. Tyto metody jsou v praxi jiz vyuZivany. Jejich rozsifeni na ne-
linearni problémy se zda na prvni pohled jednoduché, protoZe feSeni je obvykle ziskavano po-
moci nékolika po sobé jdoucich linearnich krokul. Ve skutecnosti zde nékolik problémd je a bu-
dou v tomto prispévku zminény. Pokud jde o typ nelinearni Glohy, budeme se zabyvat aplikaci
adaptivnich metod na statické problémy plasticity.

V materialové nelinearni analyze je feSeni zavislé na historii zatiZeni, které je proto apli-
kovano pfirlistkovym zplisobem a rovnovahy v kaZzdém kroku je dosaZeno pouZitim iteracni
metody arc-length. Tato iterace je obvykle ukoncena ve chvili, kdy se norma nevyrovnanych
sil dostane pod predepsanou mez. V zavislosti na velikosti pfedepsané hodnoty z{istava po
ukonceni arc-length maly nevyvaZek sil = chyba, ktera se pFicita k chybé zplisobené diskretizaci
Ulohy. Zde budeme pfedpokladat iteracni proces dostatecné presny a zabyvat se budeme pouze
chybou vzniklou diskretizaci.

Velikost této chyby na pocatecni siti prvki se béhem pritéZovani méni a pro uréeni okamziku,
kdy se ma vygenerovat nova sit, potfebujeme promysleny odhad. Je tfeba pouZit vhodnou
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normu, kterd by ndm davala informaci o velikosti a rozloZeni chyby a pfitom by zohledfovala
rozvoj plastickych oblasti.

Byly navrZeny riizné formy méfeni chyby. Vétsina vyzkumnikll pouZiva L, normu posunuti
nebo energetickou normu. Jini pouZivaji lokalni indikatory chyby, coZ je bud’ hodnota plastické
deformace nebo gradient celkového posunuti. Tyto indiké&tory nas sice informuji o rozloZeni
chyby, ale nedavaji nam navod o kolik stavajici sit pozménit. My budeme pouZivat energetickou
normu chyby zaloZenou na vypoctu zpfesnéného napéti, ktera se nam osvédcila v lineérnich
(lohéch, jen ji trochu upravime podle poZadavkd plasticitniho vypoctu. Je ziejmé, Ze GspéSnost
odhadu chyby feSeni je zavisla na pfesnosti vylepSeného napéti, proto k jeho ziskani budeme
pouZivat metodu SPR (Superconvergent Patch Recovery), ktera se v linearnich Glohach ukazala
jako nejlepsi.

Ve VEtSiné postupl jinych autord je energeticka norma pocitana na celé oblasti, tedy i na
zplastizované Casti. Proto se vzdy musi vypoCitat chyba odpovidajici aktualnimu prirdistku
napéti a pricist k chybé dosaZené v pfedchozim kroku. Takto ziskané hodnoty jsou ukladany v
integraCnich bodech a po vygenerovani noveé sité jsou na ni pfeneseny. V tomto pFispévku bude
chyba pocitana jen na elastické €asti, proto je mozné ji vycislovat v kaZzdém kroku znova a neni
tfeba ji ukladat a na novou sit prenéSet. Tato chyba je pak porovnavana s maximalni pfipustnou
hodnotou, ktera v3ak neni konstantni na celé oblasti. Nejvyssi pfesnost poZadujeme na hranici

s

plastickych oblasti a na prvcich, na kterych se napéti bliZi ploSe plasticity.

V nasledujicich kapitolach uvedeme kratky prehled vztahll z teorie plasticity a popiseme
zplisob vypoctu energetické normy chyby a jeji porovnani s poZzadovanou hodnotou. Dale se
zminime o pfenosu dat ze staré sité na novou a nakonec popsanou adaptivni analyzu vyzkouSime
na konkrétnim prikladu.

2. Zakladni vztahy teorie plasticity

Pro kratky prehled hlavnich vztahi teorie plasticity malych deformaci zacneme se zakladnimi
predpoklady
e(u)=€e.+€, , o=De,
ep =) 0g, , 0g,=0N0f/00)
kde u, €, €., €, a D oznaCuji vektor posunuti, celkové deformace, elastické deformace, pla-

stické deformace a elastickou matici materialové tuhosti. Dale f vyjadfuje plochu plasticity
zavislou na napéti a parametru zpevnéni

flo,k)=0. 1)
V tomto pFispévku budeme pfedpokladat x = 0.
ZatiZeni na konstrukci roste postupné a v kazdém pFitéZovacim kroku kontrolujeme splnéni
konstitutivnich vztah{ plasticity a zaroven spInéni rovnovahy vyjadrené rovnici

/BTandQ—Fn:O, B
Q

kde B je geometrickd matice, F je vektor vngjSich uzlovych sil v n-tém kroku. V pfipadé
nesplnéni rovnice je tfeba dosahnout rovnovahy vhodnym iteranim procesem. My budeme
pouZivat metodu arc-length, pomoci které je fizena i velikost prirlistku zatiZeni.
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3. Navrh noveé sité

V této Casti bude popsan proces navrhu nové sité a pfenosu dat mezi sitémi. Nasi snahou je
v kaZzdém pritéZovacim kroku porovnat chybu vypoCtu s pfedepsanou hodnotou a v pfipadé
prekroCeni této hodnoty vytvofit novou sit, na které bychom ziskali presnéjsi vysledky.

3.1 Odhad chyby

Jak uZ bylo vy3e poznamenéano, odhad chyby bude pocitan na zakladé zpfesnéného napéti, které
ziskame metodou SPR (Superconvergent Patch Recovery) autordl Zienkiewicze a Zhua. Tato
metoda je zaloZena na predpokladu existence superkonvergentnich bod{, v kterych jsou hod-
noty napéti a deformaci spoctené klasicky pomoci MKP o Fad pfesngjSi neZ v ostatnich bodech
prvku. Jejich poloha se vétSinou shoduje s polohou Gaussovych integracnich bodll. Kolem
kaZdého uzlu, ktery leZi uvnitf zkoumané oblasti a z&roven ve vrcholu prvku, budeme uvaZovat
tzv. zaplatu - patch, ktera se sklada z pfilehlych prvkl. Pokud vezmeme hodnoty napéti (de-
formaci) v superkonvergentnich bodech leZicich uvnitf zaplaty a témito hodnotami proloZime
pomoci metody nejmensich ¢tvercti polynom, tak obdrZime priibéh napéti

o,=Pa, (3)

ktery Iépe aproximuje skutecnost. Polynom P je stejného stupné p jako matice interpolacnich
funkci NV, ktera slouZi k interpolaci uzlovych posunill po prvku. Vektor a obsahuje vypoctené
koeficienty polynomu P. Konkrétné pro linearni, respektive kvadratické, prvky je to

P=[lLzy] , a=l[a,aa]" , p=1 4)
P=[1,z2%yv%2y] , a=la,a9 a3 a,0a50a , p=2. (5)

Hodnoty vektoru a budou pro kaZdou sloZku napéti jiné a dostaneme je z rovnice
a=A""b (6)

A= zn: PT(.Z‘Z', y,)P(xl, yz) y b= zn: PT(l'ia yi)ah(xia yz) ) (7)

=1 =1
kde suma se poCita pres v3echny pfisludné superkonvergentni body o soufadnicich (z;,y;) a
o, je napéti spoctené pomoci MKP v téZe bodech. Pokud hodnoty napéti o v uzlech zaplaty
oznacime jako r,; (i je Cislo uzlu na doméné) a tento postup zopakujeme pro v3echny zéplaty,
tak dostaneme vektor uzlovych napéti r,,.

Nyni tedy mame zpfesnéné napéti o* spojité po celé oblasti, které na prvku interpolujeme
stejné jako posuny. Na jednom prvku plati

oc"=Nr,. (8)

Jak uZ bylo fe€eno, pro vyjadrfeni chyby budeme pouZivat integralni méfitko - energetickou
normu

lle|| = \//Q e’D ‘e, dQ2, kde e,=0"—oy. (9)

Energetickou normu chyby na jednom prvku budeme znagit |e/|;. Ctverec normy pro celou
oblast Ize spocitat sumaci pFispévki z jednotlivych prvki

el =" llell? - (10)
=1
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Pro snadngjSi zachazeni se dava prednost relativni procentualni chybé

p=14x 100, =/ [ o7D 0" ag2. -
Jul o

3.2 Modifikace sité prvkd

PFi adaptivnim vypocCtu se obvykle poZaduje, aby na kazdém prvku byla splnéna nerovnost
n < 1, kde 7 je pfedepsana procentuélni chyba v energetické normé. Podle pfedepsané chyby
je FeSena oblast rozdélena na t¥i podoblasti:
1. podoblast: je tvofena prvky, na kterych je plastické deformace nulova a napéti se pFilis neblizi
ploSe plasticity, coZ je vyjadfeno nerovnosti

fo, k)
f(0,k) ’
kde f je funkce plasticity, O je nulovy vektor, x = 0, o je napéti na prvku a ¢ € (0;1) je mezni
pribliZeni ploSe plasticity, které si volime (napf. 0.1). Zde budeme postupovat jako v lineéarni
adaptivité, kde jsme predpokladali rovnomérné rozloZeni chyby 7 po celé oblasti. Potom Ize
stanovit mez pro normu chyby na i-tém prvku

llelli < 7ey/llull?/ne = ém, (13)

kde 7. je predepsana procentualni chyba pro nezplastizované prvky a ne je pocet prvkl v
podoblasti. Hodnota & ndm poskytne informaci o tom, jak prvek zmensit (zvétsit)

(12)

&=k (14)

€m

2. podoblast: je tvofena prvky, na kterych je plasticka deformace nulova a napéti se bliZi plo3e
plasticity, coZ je vyjadfeno nerovnosti

flo, k)
f(0, )

Zde uZ rovnomeérné rozloZeni chyby pfedpokladat nebudeme a mez pro normu chyby stanovime

¢ > =8, (15)

lelle < (s + (B~ )8/6) il = &, & =1 (16)

kde 7, je pfedepsana procentualni chyba pro zplastizované prvky.

3. podoblast: je tvofena prvky, na kterych je plasticka deformace nenulova. Nebot tyto prvky
uz urCité prosly druhou oblasti, maji proto poZadovanou velikost a na kazdém z nich miizeme
pfitadit §; = 1.

Nyni mame &; pro kazdy prvek a mlizeme spocitat nové charkteristické velikosti prvki
1
h'new = hold/fz‘p ) (17)

kde h,;4 je souCasny rozmér prvku a p je stupen polynomické aproximace. Na zakladg A4
miZeme vygenerovat novou sit.
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3.3 Prenos dat na novou sit

Abychom nemuseli pfi pfechodu na novou sit zacinat s vypoctem zase od zatatku, je tfeba
mezi sitémi pfenést dosaZzené hodnoty, které jsou zavislé na historii zatéZovani. Jedna se o dvé
skupiny hodnot.

Prvni jsou skladovany v uzlech (napf. posuny). Tyto hodnoty jsou pfenaseny z uzl{ staré sité
na uzly nové sité pomoci interpolacnich funkci pouZivanych pro interpolaci posunti po prvku.

Do druhé skupiny patfi hodnoty skladované v integracnich bodech (napf. plastické de-
formace). Tyto hodnoty nejdfive pomoci metody SPR zpriimérujeme do uzlli a odtud je do
integracnich bod{l nové sité pfeneseme opét pomoci iterpolacnich funkci.

4. Numerické ovéreni G€innosti metody

V této kapitole je na jednoduchém prikladé ovérena (€innost adaptivniho vypoctu. Jako testo-
vaci konstrukce byl vybran sténovy nosnik rovnomérné zatizeny objemovym zatizenim. Na
svislych hranach byl podepfen posuvnymi klouby zabrafiujicimi svislé posunuti, jeden z kloubd
je neposuvny. ZvétSovanim zatiZzeni bylo dosaZeno plastického kloubu ve stfedu nosniku. Pfi
vypocCtu doslo k nékolika modifikacim sité, Ctyfi vybrané jsou ukézany na obrazku 2.

Na obrazku 1 je zavislost maximalniho prlihybu na velikosti pritiZeni. U kfivky odpovidajici
adaptivnimu vypoctu dochazi v mistech zmény sité k vyboceni a postupnému navratu na op-

timalni trasu. Tento navrat viak neni (plny a kfivka adaptivniho vypoctu proto klesa pod kFivku
“velmi pfesného vypoctu”.

Vyboceni je zplisobeno nepfesnym pfenosem dat mezi sitémi.

1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr.1: vodorovna osa - priihyb, svisla osa - zatiZeni
1-vypoCet na hrubé siti, 2-adaptivni vypocCet, 3-vypocCet na velmi jemné siti
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Obr.2: vybrané sité kone¢nych prvkid adaptivniho vypottu

5. Zavér

NavrzZena adaptivni technika se ukazuje jako (€inna, nebot zahustuje sit na ofekavanych mis-
tech. Do budoucna bude tfeba implementovat pfesnéjSi prenos dat mezi sitémi.
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