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Summary: In this paper we discuss the use of adaptive methodology in nonlinear
analysis based on Finite Element Method. It is focused on static problems of elasto-
plasticity. Because of the path dependence of the solution in analysis with material
nonlinearity, the loading is applied in an incremental manner. It is convenient to
compute in every increment a suitable norm of variables to monitor the accuracy of
the solution in order to recognize the necessity of remeshing. We use energy norm
of error based on recovered strains and stresses. The obtained norm is compared
with required values which are not, however, constant all over the domain. The
highest accuracy is required on boundary of plastic zones and on elements with
stress closed to yield surface. The problem of updating the state variables after
remeshing is discussed in some details too. Finally, we conclude our paper by some
numerical examples.

1. Úvod
Procedury pro odhad chyby a adptivnı́ návrh sı́tě konečných prvků založené na výpočtu zpřesně-
ného napětı́, deformace nebo jiných gradientnı́ch veličin v lineárnı́ch úlohách byly představeny
v minulém přı́spěvku autorů. Tyto metody jsou v praxi již využı́vány. Jejich rozšı́řenı́ na ne-
lineárnı́ problémy se zdá na prvnı́ pohled jednoduché, protože řešenı́ je obvykle zı́skáváno po-
mocı́ několika po sobě jdoucı́ch lineárnı́ch kroků. Ve skutečnosti zde několik problémů je a bu-
dou v tomto přı́spěvku zmı́něny. Pokud jde o typ nelineárnı́ úlohy, budeme se zabývat aplikacı́
adaptivnı́ch metod na statické problémy plasticity.

V materiálově nelineárnı́ analýze je řešenı́ závislé na historii zatı́ženı́, které je proto apli-
kováno přı́růstkovým způsobem a rovnováhy v každém kroku je dosaženo použitı́m iteračnı́
metody arc-length. Tato iterace je obvykle ukončena ve chvı́li, kdy se norma nevyrovnaných
sil dostane pod předepsanou mez. V závislosti na velikosti předepsané hodnoty zůstává po
ukončenı́ arc-length malý nevývažek sil � chyba, která se přičı́tá k chybě způsobené diskretizacı́
úlohy. Zde budeme předpokládat iteračnı́ proces dostatečně přesný a zabývat se budeme pouze
chybou vzniklou diskretizacı́.

Velikost této chyby na počátečnı́ sı́ti prvků se během přitěžovánı́ měnı́ a pro určenı́ okamžiku,
kdy se má vygenerovat nová sı́t’, potřebujeme promyšlený odhad. Je třeba použı́t vhodnou
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normu, která by nám dávala informaci o velikosti a rozloženı́ chyby a přitom by zohledňovala
rozvoj plastických oblastı́.

Byly navrženy různé formy měřenı́ chyby. Většina výzkumnı́ků použı́vá
���

normu posunutı́
nebo energetickou normu. Jinı́ použı́vajı́ lokálnı́ indikátory chyby, což je bud’ hodnota plastické
deformace nebo gradient celkového posunutı́. Tyto indikátory nás sice informujı́ o rozloženı́
chyby, ale nedávajı́ nám návod o kolik stávajı́cı́ sı́t’ pozměnit. My budeme použı́vat energetickou
normu chyby založenou na výpočtu zpřesněného napětı́, která se nám osvědčila v lineárnı́ch
úlohách, jen ji trochu upravı́me podle požadavků plasticitnı́ho výpočtu. Je zřejmé, že úspěšnost
odhadu chyby řešenı́ je závislá na přesnosti vylepšeného napětı́, proto k jeho zı́skánı́ budeme
použı́vat metodu SPR (Superconvergent Patch Recovery), která se v lineárnı́ch úlohách ukázala
jako nejlepšı́.

Ve většině postupů jiných autorů je energetická norma počı́tána na celé oblasti, tedy i na
zplastizované části. Proto se vždy musı́ vypočı́tat chyba odpovı́dajı́cı́ aktuálnı́mu přı́růstku
napětı́ a přičı́st k chybě dosažené v předchozı́m kroku. Takto zı́skané hodnoty jsou ukládány v
integračnı́ch bodech a po vygenerovánı́ nové sı́tě jsou na ni přeneseny. V tomto přı́spěvku bude
chyba počı́tána jen na elastické části, proto je možné ji vyčı́slovat v každém kroku znova a nenı́
třeba ji ukládat a na novou sı́t’ přenášet. Tato chyba je pak porovnávána s maximálnı́ přı́pustnou
hodnotou, která však nenı́ konstantnı́ na celé oblasti. Nejvyššı́ přesnost požadujeme na hranici
plastických oblastı́ a na prvcı́ch, na kterých se napětı́ blı́žı́ ploše plasticity.

V následujı́cı́ch kapitolách uvedeme krátký přehled vztahů z teorie plasticity a popı́šeme
způsob výpočtu energetické normy chyby a jejı́ porovnánı́ s požadovanou hodnotou. Dále se
zmı́nı́me o přenosu dat ze staré sı́tě na novou a nakonec popsanou adaptivnı́ analýzu vyzkoušı́me
na konkrétnı́m přı́kladu.

2. Základnı́ vztahy teorie plasticity
Pro krátký přehled hlavnı́ch vztahů teorie plasticity malých deformacı́ začneme se základnı́mi
předpoklady �������
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označujı́ vektor posunutı́, celkové deformace, elastické deformace, pla-
stické deformace a elastickou matici materiálové tuhosti. Dále

&
vyjadřuje plochu plasticity

závislou na napětı́ a parametru zpevněnı́ +&,�-�.� + �
	�/10
(1)

V tomto přı́spěvku budeme předpokládat + 	"/
.

Zatı́ženı́ na konstrukci roste postupně a v každém přitěžovacı́m kroku kontrolujeme splněnı́
konstitutivnı́ch vztahů plasticity a zároveň splněnı́ rovnováhy vyjádřené rovnicı́2436587 �:9�;.<>=>?@91	"/A�

(2)

kde
5

je geometrická matice,
?

je vektor vnějšı́ch uzlových sil v n-tém kroku. V přı́padě
nesplněnı́ rovnice je třeba dosáhnout rovnováhy vhodným iteračnı́m procesem. My budeme
použı́vat metodu arc-length, pomocı́ které je řı́zena i velikost přı́růstku zatı́ženı́.
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3. Návrh nové sı́tě
V této části bude popsán proces návrhu nové sı́tě a přenosu dat mezi sı́těmi. Našı́ snahou je
v každém přitěžovacı́m kroku porovnat chybu výpočtu s předepsanou hodnotou a v přı́padě
překročenı́ této hodnoty vytvořit novou sı́t’, na které bychom zı́skali přesnějšı́ výsledky.

3.1 Odhad chyby

Jak už bylo výše poznamenáno, odhad chyby bude počı́tán na základě zpřesněného napětı́, které
zı́skáme metodou SPR (Superconvergent Patch Recovery) autorů Zienkiewicze a Zhua. Tato
metoda je založená na předpokladu existence superkonvergentnı́ch bodů, v kterých jsou hod-
noty napětı́ a deformacı́ spočtené klasicky pomocı́ MKP o řád přesnějšı́ než v ostatnı́ch bodech
prvku. Jejich poloha se většinou shoduje s polohou Gaussových integračnı́ch bodů. Kolem
každého uzlu, který ležı́ uvnitř zkoumané oblasti a zároveň ve vrcholu prvku, budeme uvažovat
tzv. záplatu - patch, která se skládá z přilehlých prvků. Pokud vezmeme hodnoty napětı́ (de-
formacı́) v superkonvergentnı́ch bodech ležı́cı́ch uvnitř záplaty a těmito hodnotami proložı́me
pomocı́ metody nejmenšı́ch čtverců polynom, tak obdržı́me průběh napětı́���� 	 ��� �

(3)

který lépe aproximuje skutečnost. Polynom
�

je stejného stupně � jako matice interpolačnı́ch
funkcı́ � , která sloužı́ k interpolaci uzlových posunů po prvku. Vektor

�
obsahuje vypočtené

koeficienty polynomu
�

. Konkrétně pro lineárnı́, respektive kvadratické, prvky je to� 	��
	 ������
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Hodnoty vektoru
�

budou pro každou složku napětı́ jiné a dostaneme je z rovnice� 	 !#" ��$
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kde suma se počı́tá přes všechny přı́slušné superkonvergentnı́ body o souřadnicı́ch
�+� % ��
 % � a�,)

je napětı́ spočtené pomocı́ MKP v téže bodech. Pokud hodnoty napětı́
� ��

v uzlech záplaty
označı́me jako -/. % (i je čı́slo uzlu na doméně) a tento postup zopakujeme pro všechny záplaty,
tak dostaneme vektor uzlových napětı́ 01. .

Nynı́ tedy máme zpřesněné napětı́
� �

spojité po celé oblasti, které na prvku interpolujeme
stejně jako posuny. Na jednom prvku platı́� � 	 � 02. 0 (8)

Jak už bylo řečeno, pro vyjádřenı́ chyby budeme použı́vat integrálnı́ měřı́tko - energetickou
normu 354�3 	76 2 398 7 . � " � 8 . ; < � :�;=< 8 . 	���� =��*) 0

(9)

Energetickou normu chyby na jednom prvku budeme značit

354�3 % . Čtverec normy pro celou
oblast lze spočı́tat sumacı́ přı́spěvků z jednotlivých prvků354�3 � 	 9 �� %(& �

354�3 �% 0 (10)
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Pro snadnějšı́ zacházenı́ se dává přednost relativnı́ procentuálnı́ chybě

� 	 354�33 � 3�� 	 / /�� 3 � 3 	 6 2 3 � � 7 � " � � � ; < 0
(11)

3.2 Modifikace sı́tě prvků

Při adaptivnı́m výpočtu se obvykle požaduje, aby na každém prvku byla splněna nerovnost������ , kde �� je předepsaná procentuálnı́ chyba v energetické normě. Podle předepsané chyby
je řešená oblast rozdělena na tři podoblasti:
1. podoblast: je tvořena prvky, na kterých je plastická deformace nulová a napětı́ se přı́liš neblı́žı́
ploše plasticity, což je vyjádřeno nerovnostı́

� � & �-�.� + �&,�
	 � + �
�

(12)

kde
&

je funkce plasticity,
	

je nulový vektor, + 	�/
,
�

je napětı́ na prvku a
��� ��/�
 	 �

je meznı́
přiblı́ženı́ ploše plasticity, které si volı́me (např. 0.1). Zde budeme postupovat jako v lineárnı́
adaptivitě, kde jsme předpokládali rovnoměrné rozloženı́ chyby � po celé oblasti. Potom lze
stanovit mez pro normu chyby na i-tém prvku354�3 %�� �� ��� 3 � 3 � (�� 4 	 �4�� �

(13)

kde �� � je předepsaná procentuálnı́ chyba pro nezplastizované prvky a
� 4

je počet prvků v
podoblasti. Hodnota � % nám poskytne informaci o tom, jak prvek zmenšit (zvětšit)

� % 	
354�3 %�4�� 0

(14)

2. podoblast: je tvořena prvky, na kterých je plastická deformace nulová a napětı́ se blı́žı́ ploše
plasticity, což je vyjádřeno nerovnostı́

��� &,�-�.� + �&,��	�� + �
	�� �

(15)

Zde už rovnoměrné rozloženı́ chyby předpokládat nebudeme a mez pro normu chyby stanovı́me354�3 %���� �� � ��� �� � = �� � � �$( �"! 3 � % 3 	 �4�� � � % 	
354�3 %�4�� �

(16)

kde �� � je předepsaná procentuálnı́ chyba pro zplastizované prvky.
3. podoblast: je tvořena prvky, na kterých je plastická deformace nenulová. Nebot’ tyto prvky
už určitě prošly druhou oblastı́, majı́ proto požadovanou velikost a na každém z nich můžeme
přiřadit � % 	7	 .

Nynı́ máme � % pro každý prvek a můžeme spočı́tat nové charkteristické velikosti prvků# 9 �
$ 	 #&%('*) ( ��+,% �
(17)

kde
#-%.'/)

je současný rozměr prvku a � je stupeň polynomické aproximace. Na základě
#0%.'/)

můžeme vygenerovat novou sı́t’.
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3.3 Přenos dat na novou sı́t’

Abychom nemuseli při přechodu na novou sı́t’ začı́nat s výpočtem zase od začátku, je třeba
mezi sı́těmi přenést dosažené hodnoty, které jsou závislé na historii zatěžovánı́. Jedná se o dvě
skupiny hodnot.

Prvnı́ jsou skladovány v uzlech (např. posuny). Tyto hodnoty jsou přenášeny z uzlů staré sı́tě
na uzly nové sı́tě pomocı́ interpolačnı́ch funkcı́ použı́vaných pro interpolaci posunů po prvku.

Do druhé skupiny patřı́ hodnoty skladované v integračnı́ch bodech (např. plastická de-
formace). Tyto hodnoty nejdřı́ve pomocı́ metody SPR zprůměrujeme do uzlů a odtud je do
integračnı́ch bodů nové sı́tě přeneseme opět pomocı́ iterpolačnı́ch funkcı́.

4. Numerické ověřenı́ účinnosti metody
V této kapitole je na jednoduchém přı́kladě ověřena účinnost adaptivnı́ho výpočtu. Jako testo-
vacı́ konstrukce byl vybrán stěnový nosnı́k rovnoměrně zatı́žený objemovým zatı́ženı́m. Na
svislých hranách byl podepřen posuvnými klouby zabraňujı́cı́mi svislé posunutı́, jeden z kloubů
je neposuvný. Zvětšovánı́m zatı́ženı́ bylo dosaženo plastického kloubu ve středu nosnı́ku. Při
výpočtu došlo k několika modifikacı́m sı́tě, čtyři vybrané jsou ukázány na obrázku 2.

Na obrázku 1 je závislost maximálnı́ho průhybu na velikosti přitı́ženı́. U křivky odpovı́dajı́cı́
adaptivnı́mu výpočtu docházı́ v mı́stech změny sı́tě k vybočenı́ a postupnému návratu na op-
timálnı́ trasu. Tento návrat však nenı́ úplný a křivka adaptivnı́ho výpočtu proto klesá pod křivku
“velmi přesného výpočtu”.

Vybočenı́ je způsobeno nepřesným přenosem dat mezi sı́těmi.
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Obr.1: vodorovná osa - průhyb, svislá osa - zatı́ženı́
1-výpočet na hrubé sı́ti, 2-adaptivnı́ výpočet, 3-výpočet na velmi jemné sı́ti
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Obr.2: vybrané sı́tě konečných prvků adaptivnı́ho výpočtu

5. Závěr
Navržená adaptivnı́ technika se ukazuje jako účinná, nebot’ zahušt’uje sı́t’ na očekávaných mı́s-
tech. Do budoucna bude třeba implementovat přesnějšı́ přenos dat mezi sı́těmi.
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