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COMPARISON OF STABILITY CRITERIA OF V-NOTCHED BODY
UNDER COMBINED MODE OF LOADING

J. Klusak*, Z. Knédl*

Summary: The stability criteria of V-notched bodies under combination of
loading modes | and 11 are suggested and compared in the article. Methodology of
stability criterion suggestion is based on analogy between behaviour of body with
a crack and with a V-notch. Analytical approach to suggestion of stability criteria
and methods of numerical estimation of magnitudes controlling stability of the
concentrators are shown in the article. Corresponding evaluations are obtained
from finite element method system ANSYS. Suggested criteria are mutually
compared.

1. Uvod

Clanek pojednava o formulaci a aplikaci kriterii stability na problematiku navrhu télesa s V-
vrubem podrobenym smiSenému moédu zatézovani. Pfitom se omezime na kombinaci méddu
normalového 1 a smykového II. Reseni dané problematiky se omezuje na oblast platnosti
linearni elastické lomové mechaniky a na problematiku malych plastickych deformaci.

V-vrub je singularni koncentrator napéti, pfiCemz exponenty singularity napéti p; a py
odpovidaji zatézovacim modim zéavisi na thlu a otevieni V-vrubu (obr. 1). Rozlozeni napéti
kolem vrcholu V-vrubu lze pomoci dvou singularnich ¢lenti zapsat v nasledujicim tvaru:

M HM M
g, =———1."(6,a
! N2 Py ! ) (1)
kde M = I nebo Il ptfedstavuje normalovy, resp. smykovy mod zatéZovani, indexy i a j

reprezentuji I a @ - polarni soutadnice, H, a Hy; jsou zobecnéné faktory intenzity napéti (FIN)
pro odpovidajici médy zatéZovani (urené z numerického fesSeni) a fijl and fij“ jsou funkce
znamé z analytického feseni (Williams, 1952).
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obr. 1 V-vrub s tthlem otevieni a. Uhel  pfedstavuje odchylku od normalového médu.
Zavislost hustoty deformacni energie W na polarni soufadnici €a vzdalenosti ry, a
pocatecni orientace trhliny ve sméru &, minima W;n.

2. Teoreticky pristup k FeSeni iloh s kombinovanym médem zatéZovani

Podobné jako v praci (Broek, 1974), kde byla studovana trhlina pti kombinovaném zatizZeni,
tak 1 v pfipadé V-vrubu je cilem naSich Gvah sestrojit graf Hy vs. H; s kfivkou rozdé€lujici
oblast grafu na ¢ast v niz se bude trhliny z V-vrubu Sifit (nad kfivkou) a na oblast, kde
spocitané hodnoty Hy a Hy budou zarucovat stabilitu V-vrubu (pod kiivkou), jak je patrno z

obr. 2.
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obr. 2 Kombinované namahéni V-vrubu
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Kfivka stability je tvofena body o soufadnicich [Hi; Hpy), které je tfeba pro kazdy
exponent singularity vypocitat. Postup vypoctu zalozeny na znalosti rozlozeni hustoty
deformacéni energie a smykového napéti je uveden v kapitole 3 a 4. Hodnoty Hpn na
horizontalni ose ziskame nékterym ze zptsobii uvedenych v kapitolach 3 nebo 4, vztahy (2)
resp. (7). Poznamenejme také, ze pfedpoklddame, ze pfi zméné velikosti (nikoli sméru)
aplikovaného napéti budou body o soutradnicich [Hy;Hy] lezet na ptimce sklonéné pod tthlem
Y. Vzhledem k tomu, Ze smér Sifeni trhliny z V-vrubu pfi kombinovaném naméhani nezavisi
na velikosti zatizeni, ale pouze na jeho sméru a zaroven pomér Hy/H; u kofene V-vrubu je
zavisly pouze na sméru aplikovaného zatiZeni, je platnost tohoto pfedpokladu opodstatnéna
(Knésl, 1993).

3. SED Kkriterium stability

Ptfi nédvrhu kriteria stability pomoci hustoty deformacéni energie (SED) w vychazime
z podobnosti chovani trhlin a V-vrubi. Pfedpokladame, Ze hodnota SED w v piipad¢ iniciace

vvvvvvvvv

sméru 6, minima SED. Potom muizeme prahovou hodnotu zobecnéného FIN Hyy urcit

nasledujicim zptisobem:
-1 4kn +1
Hlth:KIthrp 2\/ _ _
k.U, (6=0)+V,(6=0) ?)

kde Ky, je materidlova charakteristika (prahova hodnota FIN), k, = (1-v)/(1+Vv) pro
rovinnou napjatost a k, = (1-2v) pro rovinnou deformaci; v je Poissonovo ¢islo. Hodnota r je
poléarni soufadnice a je volena napft. ve velikosti plastické zony. Uy a Vi jsou funkce zavislé na
uhlu otevieni V-vrubu a na polarni soufadnici 6. Detailni odvozeni je mozno najit napf.
v Klusak (2002).

S pomoci hodnoty Hyy pak lze urcit 1 soutadnice Hyy, Hyy bodll kiivky rozdélujici graf na
obr. 2 na oblast bezpecnou a nebezpecnou. Presnégji: tuto kiivka ur¢ime zavislosti hodnot Hyy
na uhlu y, pfic¢emz plati:

H,, =tan(y)H,, 3)
Potom pro Hyy plati:
H, =H ( A, (6, =0) j
ly Ith 2
A,1(9m)+2tg(y)A2(9m)+tg (V)Azz(@) 4)

kde A1, Az, Ay jsou funkce zavislé na thlu otevieni V-vrubu a na polarni soufadnici 0
(A4 v plati pro mod I, tedy A, U= A 1(8m = 0)). B, je pocatecni tihel sifeni trhliny z V-vrubu.
Potom kriterium stability miizeme zapsat ve tvaru nasledujici podminky:

\/HI2+HII2 <\/Hlyz-l-Hlly2 (5)

. H
pro stejné poméry tan(y) = —- =—L  tedy:
1 ly

\/H|2+Hl|2 <H,y\/1+tg2(y) (6)
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kde hodnoty H; a Hy ziskdme z numerického feSeni konkrétniho télesa s V-vrubem pro
danou geometrii a okrajové podminky (viz . kapitola 6).

4. MTS Kkriterium stability

Analogicky k ptfedchozimu Ize odvodit i kriterium stability pro kombinovany mdd zatézovani
i svyuzitim hodnoty maximalniho smykového napéti (MTS). Piedpokladame opét, ze
hodnota MTS v pfipad€ iniciace trhliny z V-vrubu je stejna jako pfi Sifeni trhliny. Pfitom

wrw e

hodnotu zobecnéného FIN Hyy, pro mod I urcit nasledujicim zptisobem:

pi—% feel (6,=0,a=0)
feel (6, =0,0)
kde fag je funkce fijM ze vztahu (1) proi=j=6aM=1.
Odtud opét mizeme urcit hodnotu Hyy, v zavislosti na Ghlu y, pficemz stéle plati vztah (3):
H rP P f 8, =0,a)
v (6, @)+ tan y 5 (6,,@)
Potom kriterium stability ma opét tvar:

‘\]H|2+H||2 <H,y\/1+tg2(y) )

kde hodnoty Hj a Hy ziskdme z numerického teSeni konkrétniho télesa s V-vrubem pro
danou geometrii a okrajové podminky a hodnotu Hyy, v tomto pfipadé ze vztahu (8).

Hyp = Kyl

()

H ()

5. Srovnani SED a MTS pristupu k vypoctu prahovych hodnot

Srovnani lomovych kriterii V-vrubii namahanych kombinovanym mddem je znazornéno na
obr. 3. Je zde zobrazeno jednak kriterium minimalni hodnoty hustoty deformacni energie
(SED kriterium) z kapitoly 3 i kriterium maximalniho tangencialniho napéti (MTS) — kapitola
4. Hodnoty bodii o soufadnicich [Hy, Hpy] jsou vypocitdny pro Hyn = 100 MPa.mP;, pro
hodnotu polarni soufadnice ry, = 0,00lm, hodnotu v = 1/3 a piipad rovinné napjatosti a
rovinné deformace.

K $ifeni trhliny z V-vrubu nedojde, jestlize bod o soufadnicich [Hy, Hy] (tyto hodnoty jsou
vypocitany pro danou geometrii a zatizeni numericky) bude lezet pod kiivkou odpovidajici
danému uhlu otevieni V-vrubu. Ze srovnani je také vidét, ze MTS kriterium je ponckud
konzervativnéj$i (na stran¢ bezpecnosti), nez SED kriterium. Na rozdil od MTS kriteria, SED
kriterium vyZaduje zaddni hodnoty polarni soufadnice ry, pro kterou se bude SED pocitat.
Této skuteCnosti se da vyuzit pro zohlednéni napt. zplsobu zatézovani, kdy v pripadé
cyklického zatéZovani mohu za r,, zvolit velikost plastické zony, v pfipad€ kiehkého porusSeni
zohlediiuji velikost zrna materidlu atd. Zarovei je nutné rozhodnout se v piipad¢ SED kriteria
pro piipad bud’ rovinné napjatosti, nebo rovinné deformace. U kriteria MTS toto neni nutné.
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obr. 3 Srovnani lomovych kriterii minimalni hustoty deformacni energie a maximalniho
tangencialniho napéti (Hy, = 100 MPa.mP, r=0,001m, v = 1/3)
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6. Numericky priklad vypo¢tu hodnot Hy a Hy; vyuZzitim SED pristupu

Jak jiz bylo nékolikrdt zminéno, nutnou soucésti aplikace kriterii stability je numericky
vypocet FIN konkrétni vrubované soucasti s konkrétni geometrii a okrajovymi podminkami.
Pro vSechny vypocty byl pouZit kone¢no-prvkovy (MKP) systém ANSYS.

Pro vypocet zobecnénych FIN V-vrubii v béznych MKP systémech neexistuje piimo
pouzitelna procedura. Z toho divodu je nutné pouzit napiiklad pfimé metody srovnani
numericky vypoctenych hodnot urcité veli¢iny s jejim analytickym vyjadifenim (Klusak,
Knésl, 2002). Z tohoto srovnani je pak mozno ur¢it hodnotu zobecnénych FIN Hj a Hy.. Pro
tento ¢lanek bylo pro odhad hodnot zobecnénych FIN pouzito znalosti rozlozeni hustoty
deformacni energie pted vrcholem V-vrubu.

Pro kazdy ptipad vypoctu byla nejprve ptiblizn€ ur¢ena mez kluzu pro stanoveni poloméru
Iw, v némz bude uréovana hodnota SED w (velikost poloméru ry, je vhodné volit s ohledem na
zpusob porusovani konstrukce). Zaroven byl stanoven smér pocatec¢niho Sifeni trhliny z V-
vrubu ve sméru minimalni hodnoty SED. Smér S§ifeni zéavisi jednoznacn€ na poméru
zobecnénych FIN Hy/H; (Knésl, 1993), proto bylo mozné ze sméru Sifeni urcit pravé pomer
tan(y) = Hy/H;. Poté z piivodniho vyjadieni SED pomoci singularnich ¢lent:

W:(A11H|2+2A12H|H|| ++A22H|2|)/I’W (10)
po dosazeni za Hy = tan(y)H; , dostdvame pro Hy:
H, = Wh . (1)
A, tA,tany+A, tan” y

Geometricka konfigurace pouzitého vypodtového modelu je ziejma z obr. 1. Siika t&lesa
b = 50 mm, hloubka V-vrubu a = 10 mm, délka télesa h = 250 mm, tihel otevieni V-vrubu a
byl volen v rozmezi 10 az 40°, odchylka zatiZeni od normalového modu I byla provadéna
zménou uhlu vychyleni V-vrubu @ [0 (1°; 70°), zatizeni aplikovano napétim 200 MPa,
vypocty provedeny pro piipad rovinné napjatosti a mez kluzu 0y byla volena 600 MPa.

Nasledujici grafy ukazuji zavislost hustoty deformacni energie w na polarni soufadnici
(obr. 4). Piedpokladany pocatecni thel $ifeni trhliny 6y, se nachazi v lokalnim minimu SED
Wmin. Uhel 8, vyjadiuje odchylku sméru §ifeni trhliny od sméru osy V-vrubu, tedy od sméru
Sifeni trhliny v pfipad€ normalového modu zatéZovani. Vysledky pro obr. 4 plati pro uhel
otevieni V-vrubu a = 30° a odchylku od normalového médu Y = 30°.

Na obr. 5 jsou vyneseny prubehy numericky vypoctenych hodnot zobecnénych FIN H; a
Hy pro V-vruby zatizené kombinovanym mddem naméhani. Pribchy byly vypocitany pro
uhly otevieni V-vrubu a vrozmezi 10 az 40°. Smykové zatézovani bylo realizovano
vychylenim osy V-vrubu o tthel ) od kolmice vedené k ose zatéZovani.

Ocekavanou skute¢nosti bylo, Ze se zvétSujicim se Ghlem otevieni o méla odchylka
narustajici vliv na zménu poméru Hy/H;. Respektive v ptipadé¢ V-vrubd s mens$imi uhly
otevieni (do 20°) bylo nutné vétSich vychylek uhlu @ (cca 70°) k dosazeni poméru alespon
Hi/H; = 2. Na zaklad¢ tohoto by se mohlo zdat, ze V-vruby s vétSim thlem otevieni jsou
vyrazné citlivéjsi na odchylku y, a nelze ji tedy (na rozdil od stejného ptipadu trhliny)
zanedbat ani pro mensi vyoseni Y. Na druhou stranu je vSak nutné v§imnout si na obr. 3, Ze
prahovych hodnot Hy,. Pro seriozni posouzeni spolehlivosti takovych V-vrubtli by bylo nutné
vypocitat kritické hodnoty aplikovaného napéti.
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Dalsi véci je, ze pro dosazeni vyssich hodnot poméra Hy/H; pro tihly a < 30° je jiz nutné
pouzit jiného vypoctového modelu, kde se bude napf. ménit smér zatizeni, nikoli pouze
orientace V-vrubu.
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obr. 4 Zavislost hustoty deforma¢ni energie w na polarnim thlu 0 (ihel otevieni V-vrubu
o =30°, odchylka Y = 30°)
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obr. 5 Hodnoty zobecnénych FIN Hy a Hy pro uhly otevieni V-vrubu 10, 20, 30 a 40°
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7. Zavér

V ¢lanku byla prezentovana metodika navrhu kriterii stability pro télesa s V-vrubem pfi
kombinovaném zatizeni mody 1 a II, ¢imz byly zobecnény vztahy pro trhlinu znadmé
z klasické linearni elastické lomové mechaniky. Néavrh kriterii stability byl proveden
s vyuzitim znalosti rozlozeni hustoty deformacni energie, nebo tangencidlniho napéti pred
vrcholem V-vrubu. NavrZend kriteria stability byla vzajemné porovnana. Byl také navrZzen a
prakticky ovéfen zplsob vypoc¢tu hodnot zobecnénych faktor intenzity napéti H; a Hy
s vyuzitim standardniho konec¢no-prvkového systému ANSYS. Vysledky prace piispivaji
jednak ke zobecnéni postupti linearni elastické lomové mechaniky, stejné¢ jako k SirSimu
vyuziti standardnich numerickych MKP systém{l.
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