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COMPARISON OF FRACTURE BEHAVIOUR OF A CRACK AND
GENERAL SINGULAR STRESSCONCENTRATORS

J.Klusak!, S. Seitl!, P. Hutar!, L.Nahlik!, Z. Knédl*

Summary: Under the assumptions of linear elastic fracture mechanics the beha-
viour of cracks and general singular stress concentratorsis studied and compared.
Thestressdistribution inthevicinity of singular stress concentratorsisanalysed and
a general fracture mechanics procedure based on stress method is suggested which
makes it possible to formulate fracture behaviour of such concentrators. Examples
illustrating the suggested approach are added. The results generally contribute to
a better understanding of the failure and increase reliability of life estimations of
structures.

1. Uvod

Existence koncentratori napéti v konstrukcich muze vyrazné ovlivnit jejich provozni
moznosti (Norman, 1993). Bezpecnost a Zivotnost slozitych technologickych zarizeni mohou
byt zavislé na poruchéch, které jsou zpuasobeny vysokou Urovni napéti existujiciho v okoli
napét'ovych koncentrétort. V mnoha piipadech vede existence koncentratora napéti ke vniku
trhlin arast téchto trhlin pak miazZe vést k poruseni celé konstrukce. Iniciacni stadium trhliny
je pak minoritni a provozni Zivotnost je prednostné uréena nédslednym chovanim téchto
defekta (trhlin).
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V lomové mechanice je trhlina definovana jako poruSeni soudrznosti v télese podé plochy
A (lomova plocha), ohranicené kiivkou s, ktera je bud’ uzaviena nebo konéi na povrchu télesa
a nazyva se ¢elo trhliny. Trhlina je tedy tvorena povrchy A*a A”, které nemohou vz emng
piendSet tahova a smykova napéti, de mohou byt v obecném piipadé zatizena. Lomova
mechanika se zabyva chovanim trhliny v pripade, kdy 1ze okolni prostiedi chépat jako spojité.
Dusledkem existence trhliny v télese je narist napéti a to zeimeéna v okoli cela trhliny.
Z&kladnim problémem lomove mechaniky je pak formulace kriteria stability, které umoznuje
rozhodnout zda a jak se trhlina bude ¢i nebude za danych podminek Sitit.

obr. 1 Znazorneni trhliny v télese, pouzité oznaceni.

V dalSich avahéch se omezime na predpoklady linedrni elastické lomové mechaniky
(LELM), napi. (Anderson, 1995) a uvedeme nékteré zékladni poznatky nezbytné pro nasledny
popis obecnych singularnich koncentratort napéti.

Analytické feSeni umoznujici vypocet napéti v télese strhlinou v obecném piipadé
neexistuje. Pro stanoveni vlivu trhliny na rozdéleni napéti viélese se vychazi
z dvourozmérného modelu (2D), piicemz hledame napéti v roviné kolmeé na kiivku sv bodg,
ktery nazyvéame vrchol (koren) trhliny. ReZeni se hleda ve tvaru nekonesné mocninné fady
(Williams, 1952). Pro napéti pak plati

s»ar"f(), (1)

kde (r, j ) jsou polérni souradnice s po¢étkem ve vrcholu trhliny a fi(j ) jsou znamé funkce.
Protoze pro chovéni trhliny je rozhodujici rozdéleni napéti v blizkosti jejiho vrcholu (tj. pro r
® 0) omezime se pouze na singularni ¢leny v rozvoji pro napéti, tj. na c¢leny kde 0 <p < 1.
Parametr p se nazyva exponent singularity napéti.

V pripadé trhliny je vysledkem takového limitniho analytického feSeni vyjédieni pro
rozloZeni napéti v okoli vrcholu trhliny ve tvaru

— K, LGo) + Ky ey 4+ 1l n g
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Kde K, Ky, Ky jsou hodnoty faktoru intenzity napéti odpovidajici normalovému,
smykovému a antirovinnému namahani. Pro dalS§i Uvahy se omezime na technicky
nejvyznamnéjsi normédové namahani, tj. budeme predpokladat, Ze rozdéleni napéti v okoli
vrcholu trhliny je s dostate¢nou piesnosti popsano vyrazem
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Z&ladnim vysledkem limitniho anaytického teSeni pro trhlinu je tedy skute¢nost, Ze
rozloZeni napéti v okoli jejiho vrcholu je singularni vzhledem ke vzddenosti r  a exponent
singularity je roven “%. Lze tedy trhlinu chapat jako singularni koncentrator napéti se

singularitou napéti typu 1/~/r . Hodnota exponentu singularity % vyplyva z feSeni okrajového
problému odpovidgjicimu trhliné a je dasledkem spInéni okrgovych podminek
formulovanych na lomovych plochach A™ a A™ , viz (Williams, 1952, Bogy, 1971) pro
podrobnosti.

Dalsim lomové-mechanickym parametrem pouzivanym v LELM je hnaci sila trhliny G,
kteraje vztazena k velikosti energie nutné k jednotkovému zvétSeni lomoveé plochy, .

P
G=-— 4
0 4
Obe veli¢iny spolu souvisi vztahem
da K 2
- _ H Y = |
G = (Ij; m 95 W, ar = 5)

kde kde uy je posunuti ve sméru osy Y, E = E pro rovinnou napjatost a E =

1-n? pro

rovinnou deformaci.
Z&kladni kriterium kiehkého poruseni je pak v ramci LELM vyjadieno ve tvaru nerovnosti

K <Kic, resp. G <G (6)

Hodnoty K,c (lomova houZevnatost) a Gic jsou chapany jako materidlové konstanty.
Nerovnost (6) umoziiuje spinéni zakladniho cile LELM, tj. pro dané zatizeni urceni kriticke
délky trhliny, prip. pro danou délku trhliny vypocet odpovidajiciho kritického namahani.

V tomto piispévku se zamétrime na studium obecnych singul arnich koncentrétora napéti, tj.
koncentratort napéti, které jsou charakterizovany singulérni zavislosti napéti na vzdalenosti r
od vrcholu, kde zavidost je typu

s »1/r", ()

kde hodnota exponentu singularity je p! 2 jevintervalu O<p<1.

Cilem naSeho prispévku je modifikovat znamy lomové mechanicky pohled na chovani
trhlin (popsany v ramci LELM) na odpovidajici popis obecnych singularnich koncentratora
napéti a pokusit se o jgich kvantitativni srovnani. Vysledkem je pak obecny pristup
hodnoceni singulérnich koncentrétori napéti (kde trhlina je pouze specielnim piipadem)
umoziujici jgjich srovnani z hlediskajegjich vlivu na mozné poruSeni konstrukce.

2. Obecny singulér ni koncentrator napéti

Singularni rozdéleni napéti v okoli vrcholu trhliny je disledkem geometrické nespojitosti
definuyjici trhlinu. Obecn¢ lze konstatovat, Ze vznik singulérnich koncentratori napéti je
vyvolan existenci bud® geometrické nebo materidlové nespojitosti, pripadné nespojitosti
zatizeni. Typickou ukézkou geometrické nespojitosti je V-vrub (obr. 2a). V piipadé tohoto
koncentrétoru napéti se exponent singularity p meéni vintervalu 0 < p £ 1/2 v zavidosti na
thlu otevieni vrubu q. Ve specielnim piipade, pro nulovy thel otevieni, V-vrub prechazi
vtrhlinu, kde p = %. Jnym piipadem obecnych singularnich koncentrétora napéti jsou
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konfigurace vyvolané nespojitostmi materidlovymi. Jednd se zefména o pripad trhliny
svrcholem na rozhrani dvou materidlt (obr. 2b), bi-materidovy vrub (obr. 2c), jehoz
specielnim piipadem je prasecik volného povrchu s rozhranim dvou materidla apod.
Poslednim pripadem, kdy vznik& singularita napéti v dusledku nespojitosti zatizeni se v tomto
¢lanku nezabyvame. Obecnym rysem téchto koncentratord napéti je fakt, Ze exponent
singularity (ktery zavisi v nehomogennim pripadé na materidlovych parametrech obou slozek)
ma hodnotu p z intervalu 0 < p < 1. Obecn¢ |ze tvrdit, Ze ,, nebezpe¢nost* koncentratoru napéti
zajinak stegjnych podminek, je tim vétsi, ¢im vétsi je hodnota exponentu singularity p.

AA A AAAsSw AA A A A AsSa AAAAAASH

X X X
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g Y y o M1 Y
B B} M1 i - -
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obr. 2 Obecny singulérni koncentrator napéti. a) V-vrub, b) trhlina s vrcholem na
bi-materialovém rozhrani, ¢) bi-materidlovy vrub

Podrobnou studii obecnych singularnich koncentratord napéti 1ze ngjit napt. v (Klusak,
2002) — studie V-vrubu, (Nahlik, 2002) — studie rozhrani dvou materidlu, (Knésl, Sramek et
al., 1991) — numericka analyza bi-materia ového vrubu.

2.1. Rozdéleni napéti
Limitni analytické feSeni rozdéleni napéti v télese sobecnym singularnim koncentratorem
napéti 1ze pro jednotlivé koncentratory ngjit v literature. Obecné je |ze napsat ve tvaru:

H . ,
S :Tﬂlor °F,( .a,b,..) (8)
kde F; jsou znamé funkce zavislé na polarni souradnici j a na parametrech

charakterizujicich obecny singularni koncentrator napéti. Témito parametry mohou byt napr.
kompozitni parametry a, b (v pripad¢ trhliny na bi-materidlovém rozhrani), uhel otevieni
v pripadé¢ V-vrubu, atd. Hodnoty exponentu singularity napéti p jsou ziskany ieSenim
charakteristické rovnice, kterd plyne z okrgjovych podminek. Jeho hodnoty jsou pak brany
jako reSeni zintervalu 0 < p < 1. Poznamengme, Ze p muze byt obecné komplexni ¢islo s
realnou ¢asti z intervalu (0 ; 1).

Podstatnou skutecnosti uvedeného ieSeni je, Ze p t '4, coZz ma vliv na nésedujici:
V ptipadé trhliny je rozmer faktoru intenzity napsti MPa mY2 V piipadé obecného
singularniho koncentrétoru napéti zavisi rozmery zobecnéného faktoru intenzity napéti na
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parametrech koncentratoru (Uhel otevieni, kompozitni parametry...). Pro méd | je rozmeér
typu MPamP). Tato skute¢nost znepiijemnuje pripadng znemoziuje piimé aplikace kriterii
stability linearni elastické lomové mechaniky na V-vruby.

Dalsim specifikem obecného koncentrdtoru je hnaci sila trhliny, kdy tato veli¢ina
definovanavztahem (5) vede prop* ' ke dvéma hodnotam:

G® 0 prop<% a

G® o prop>1's,

coz by z fyzikalniho hlediska znamenalo (podie kriteria stability G < G¢ ), Ze prop < %
bude takovy koncentrétor vzdy stabilni, zatimco v piipadé koncentratoru napéti s exponentem
singularity p > % se z n¢ho bude trhlina Sitit vZdy. To ovSsem neodpovida realité.

Duvodem pro dvé izolované hodnoty hnaci sily (G® 0a G ® ) v pripadé obecného
koncentratoru napéti je skutecnost, Ze v piipadé Sireni trhliny zistava typ defektu (geometrie)
stejny a meéni se pouze délka trhliny (v anglickeé literature se oznac¢uje pojmem self-similar
cracking), zatimco v pripadé obecného koncentratoru napéti meéni defekt pri prekroceni
kriteria stability svij typ (napi. V-vrub se Siti jako trhlina — non-self-similar cracking), viz
obr. 3 a také (Sih, Ho, 1991). Poznamengime, Ze také v pripadé trhliny se tato Siti se stdle
stefnym exponentem singularity napéti, zatimco v pripadé poruSeni télesa sobecnym
koncentratorem se exponent singularity napéti meéni skokem. Vzhledem k témto okolnostem
nelze vieobecné pouZit postupy LELM pro obecné koncentratory napéti.

A A

- >

p = konst. pii Siteni trhliny p* konst. pti poruseni V-vrubu
obr. 3. Koncentrétor napéti zachovavajici (p = konst.) a nezachovavajici
(p* konst.) pii poruseni kriteria stability svij typ.

Na druhou stranu, jestlize mechanismus poruSovani je pro oba piipady stegny, lze
formulovat jednotny teoreticky model popisujici chovani trhlin a chovani vrubia (Taylor,
1999), (Atzori, 1999), (Knésl, 1991).

2.2. Formulace kriterii stability obecného singularniho koncentrator u napéti

Z piedchozich odstavci plyne, Ze primé zobecnéni kriterii LELM trhlin na obecné
koncentratory neni mozné. Jednak rozmeéry zobecnénych faktora intenzity napéti zavisi na
exponentu singularity napéti a jsou odlisné od rozméru lomové houZevnatosti K¢ a jednak
nelze zobecnit pojem hnaci sily trhliny na V-vruby.

Postup, ktery lze pouZit pro formulaci kriterii stability vychézi ze srovnani lomove-
mechanickych veli¢in L, které mgi jasn¢ definovany fyzikani vyznam (napi. velikost
plastické zény, otevieni trhliny, hustota deformacni energie, stiedni hodnota napéti apod.) a
jsou jednoznatné uréené hodnotou faktoru intenzity napéti K (v piipadé trhliny) na jedné
stran¢ a velikosti zobecnéného faktoru intenzity napéti H (v piipadé V-vrubu) na strané
druhé. Kritickéa hodnota této veliciny, Lc, v ptipadé trhliny odpovida stavu K = K¢. Vzhledem
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k predpokladu o stefném mechanizmu poruSeni mizeme ocekévat, ze kritické hodnoty
veli¢iny L¢ budou stejné v obou piipadech (trhlina, obecny koncentrétor), tj.

Le(... Ke,1,0,E,n,....) =Lc(... Hec,1,0,E N a,...) 9
a tato podminka ndm umozni definovat kritickou hodnotu zobecnéného faktoru intenzity
napéti He, kterou muZzeme nazyvat zobecnénou lomovou houzevnatosti.
Kriterium stability obecného singularniho koncentratoru napéti (10) ma pak tvar
anal ogicky podmince (6)

H(Sappi, @) < He (Kc) (10)

aumoziuje stanovit kritickou hodnotu aplikovaného napéti pro konkrétni téleso s obecnym
koncentratorem. Podstatna skutec¢nost tohoto postupu je, Ze zobecréna (vrubova) lomova
houZevnatost Hc je pro dané podminky urcena velikosti lomové houZevnatosti uréené pro
trhlinu. Aplikace téchto kriterii tedy nevyzaduje nova méteni kritickych veli¢in a umoznuje
vyuzit rozsahlych jiz existujicich vysledkt. Na druhé stran¢ tato kriteria obsahuji dalSi
volitelny parametr, jehoZ hodnotu je nutno stanovit na zakladé podrobngjsi analyzy
mechanizmu poruSeni. Tato nevyhoda je na druhou stranu kompenzovana moznosti zahrnout
do kriteria parametry popisujici mikrostrukturu materidlu pripadné jiné veliciny odpovidajici
mechanismu poruseni.

3. Piiklad

V klasické LELM je bezpecnosti konstrukci ¢asto posuzovana pomoci kriterii stability
vyjadienych pomoci FIN K, tedy podminkou (6). To nas pii studiu obecnych singularnich
koncentrdtora napéti vede k ,negjednodusSimu“ zobecnéni  kriterii, tedy k pouZiti
zobecnénych FIN H, jak bylo ukédzano vztahem (10). Pfi navrhu kriterii stability se tedy
vétSinou zaméfujeme na odvozeni vztaht pro urceni kritickych (resp. prahovych) hodnot
zobecnénych FIN. Vypocet kritické (resp. prahové) hodnoty faktoru intenzity napéti vSak
nema vhodnou vypovidgjici schopnost, coZ je zpisobeno prévé ponékud nezvyklou jednotkou
MPamP. V technické praxi je proto ¢asto poZadovan vypocet kritického napéti pro iniciaci
trhliny pro dané téleso s koncentratorem napéti. Pro Zivotnost soucasti ma pak tato hodnota
nasledyjici vyznam: trhlina se nebude Sitit z vrcholu V-vrubu, jestlize velikost aplikovaného
napéti
Sappl < Siit. (11)

Pro vypocet kritického napéti je nutné nejprve uréit kritickou nebo prahovou hodnotu
zobecnéného FIN H na zakladé postupu uvedeného v kapitole 2.2. Napr. kritické napéti nutné
pro iniciaci Unavové trhliny z vrcholu V-vrubu je pak dano vztahem

H Ith

=g 1t
crit appl
H | (S appl )

kde hodnoty Hi(Sap) jsou faktory intenzity napéti urcené numericky pro zadanou
geometrii a zatizeni aplikovanym napétim sy @ Hu  je zobecnéna hodnota prahového
faktoru intenzity napéti Ky,

S (12

Jako priklad uved’'me zavislost kritického napéti st ha Uhlu otevieni V-vrubu v piipadg,
ze kvypoctu prahové hodnoty zobecnéného faktoru intenzity napéti pouzijeme rozmer
plastické zony ve sméru piedpokladaného Siteni trhliny rp. Podobné pro vypocet hodnoty H,
uzijeme rozmeér r,. Vypocty byly provedeny pro hodnotu Ky, = 5 MPam 2 a pripad rovinné
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napjatosti, rozmery vrubovaného vzorku byly (podle obr. 2a) a= 10 mm, w = 50 mm, h = 125
mm, viz. obr.4.

120 —

SCrit

MR Kiit. nap. (Hin (). H1 (7))

80 —

60 —

40 —

20 —

I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160

2q [deg]
obr. 4 Zavidost kritického napéti na uhlu otevieni V-vrubu

Z obr. 4 je patrné, Ze srostoucim Uhlem otevieni V-vrubu roste i kritické napéti. To
znamend, Ze pro V-vrub svétSim uhlem otevieni je nutné vySSi aplikované napéti k iniciaci
trhliny z vrcholu V-vrubu. Déle je zigimé, Ze pro malé uhly otevieni (29 < 70°) je kritické
napéti témei konstantni a je rovno hodnoté platné pro trhlinu (g = 0). Tato skute¢nost nas
opraviuje (s uréitym stupném zjednoduSeni) pouzit k posouzeni ostrych vrubti s mensim
Uhlem otevieni teorie platné pro trhlinu, tedy klasickou LELM. Vzhledem ktomu, Ze
exponent singularity napéti pro V-vrub je vzdy mensi nez ¥ (coz hodnota odpovidajici vrubu
s nulovym otevienim tj. trhling), Ize ve vSech pripadech odhadu kritického napéti nahradit
vrub trhlinou s délkou odpovidajici hloubce vrubu. Odhady kritického napéti pak budou vzdy
na bezpecné strané. Pro vétsi hodnoty otevieeni V-vrubu, tj. 2q > 70°, budou vSak tyto odhady
zbytecné konzervativni. V piipadé ostrych vrubt predstavuje tedy trhlina nejnebezpecné)si
koncentrétor napéti s nefmensi hodnotou kritického napéti.

4. Zavér

V prispévku je uveden postup umoziujici hodnoceni obecnych singularnich koncentrétora
napéti z hlediska linearni el astické lomové mechaniky. Pro singulérni koncentratory napéti je
formulovano kriterium stability, které umoziuje vypocet kritického napéti nutného pro
iniciaci trhliny. Postup je zaloZzen na srovnani odpovidgjicich veli¢in v pripadé trhliny a
obecného singularniho koncentratoru napéti za predpokladu, Ze se v obou pripadech jedna o
stejny mechanizmus poruSeni. Vyhodou navrzené metodiky hodnoceni koncentratora je
skutecnost, Ze pii vypoctu odpovidgjicich kritickych napéti je postacujici znalost lomové
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houZevnatosti (pripadné prahové hodnoty v piipadé iniciace Unavoveé trhliny) znamé pro
trhlinu.

Koncentrétory napéti |ze klasifikovat podle hodnoty odpovidajiciho exponentu singularity
napéti p, viz vztah (7). V piipadé, kdy je hodnota p < ', Ize jako nejnebezpecnéjsi pripad
uvaZzovat trhlinu ekvivalentni délky, viz priklad uvedeny v kapitole 3. Pro singularni
koncentratory sexponentem singularity vétSim nez % tento predpoklad neplati. Napi. pro
trhlinu s vrcholem na bi-materidlovém rozhrani, obr. 2b, muze byt hodnota p v zavidosti na
materidlovych vlastnostech slozek M1 a M2 vintervalu %2 < p < 1 a odpovidgici kritické
napéti nutné pro Siteni trhliny do materidlu M2 bude znacné niZsi nez pro piipad trhliny stejné
geometrie Sifici se pouze v homogennim materidlu M2. Obecné jsou singularni koncentrétory
s exponentem singularity vétSim nez .2 nebezpecnéjSi nez klasické trhliny (p = %) a odhady
kritického napéti, které neberou v Uvahu tuto skutecnost jsou nespolehlivé a nebezpecné.
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