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SOME CONDITIONS FOR EXISTENCE OF R-WAVESIN AN
ORTHOTROPIC ELASTIC HALF-PLANE

J. Cerv!

Summary: In the paper are studied some conditions which are necessary for the
existence of Rayleigh (edge) waves in an orthotropic elastic half-plane. A non-
zero angle @ between body axes x,y and principal material axes 1,2 is supposed.
Typical orthotropic materials are then considered as examples.

1. Uvod

Mame-li tenky homogenni izotropni materidl ve stavu rovinné napjatosti, pak z vinove-
mechanického hlediska je situace pomérn¢ jasnd. V neohrani¢eném prostiedi se mohou Sifit
dvé viny, jedna dilata¢ni(podélnd) a jedna smykova(pti¢nd). Tyto viny se S$ifi prostiedim
kazda svoji rychlosti nezavisle na sméru §ifeni. Pfibereme-li do svych vah hranici téleso-
volny povrch(okraj), pak podél takovéto hranice se mohou Sifit také t.zv. Rayleighovy
viny(R-vIny). Je-li tato hranice pfima, potom rychlost R-vln nezévisi na vinové délce.
Laminaty jsou kompozitni materialy slozené ze dvou ¢i vice tenkych vrstev vyztuzenych
vlakny(t.zv. lamin). Vlastnosti laminati jsou dany vlastnostmi jednotlivych lamin, jejich
vzdjemnym natoCenim, jejich posloupnosti a poctem. Vysledkem takové skladby jsou
anizotropni a nehomogenni materialové vlastnosti laminati. Z makromechanického hlediska
mutizeme casto zanedbat nehomogenni strukturu materialu. Anizotropni chovani lze pak
popsat ortotropnim ¢i ptrién€ izotropnim modelem. Tenké laminaty zatézované ,,in plane® lze
pro dostatecné¢ dlouhé vinové délky Casto popsat ortotropnim materidlovym modelem ve
stavu rovinné napjatosti. V takovém modelu se vobecném sméru S§ifi pouze jedna
kvazipodélna(qL) a jedna kvazipticna(qT) vina pficemz jejich rychlost a polarizace se méni
v zavislosti na sméru $ifeni. Pii konecnoprvkové simulaci Sifeni vin podél volného okraje
ortotropniho tenkého pasu [1] se nepodafilo(na rozdil od izotropniho modelu) od sebe
odseparovat vliv qT a ptipadné R-viny. Piispévek si klade v prvém kroku za cil prozkoumat
nekteré podminky za kterych miize existovat R-vina v elastické poloroviné s obecnou
ortotropii.
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2. Formulace problému a feSeni

Uvazujme elastickou polorovinu ve stavu rovinné napjatosti. Necht"volny okraj poloroviny
je dan soufadnici y = 0. Predpokladdme, Ze osy materidlové symetrie 1,2 sviraji
s ptislusnymi télesovymi osami x,y obecné nenulovy thel 0 € <0, ©>. Pro 6 = 0 dostavame
ptipad specialni ortotropie, kdy osy 1,2 materidlové symetrie splyvaji s télesovymi osami
x,y. Tieti osa z je totoznd s materidlovou osou 3(otaceni se déje kolem ni). Osy x,y,z tak
tvoii pravotoCivy kartézsky systém soufadnic. V soustavé os materidlové symetrie plati
nasledujici vztah mezi slozkami napéti a pfetvorenim

G B, B, 0 €n
Gy, = |B, By 0 (e &y, . (1)
o), 0 0 B 2¢,

Ptitom pro elastické koeficienty Bjj matice [B] plati zndmé vztahy

E] E2

B, = 1— , By = 1— >
— V2 Vy — Vit Vy
v..E v, E @
B, = — = — » B = Gy,
1_Vlz "Vau l_vlz'vzl

V systému soufadnic x,y plati

Gxx Qll Q12 Q16 Exx

G,y = le sz Q26 *3 &, . (3)

ny Ql6 Q26 Q66 28xy

Cleny matice [Q] , t.j. Qi ,1=1,2,6, jsou zavislé na elastickych koeficientech Bj; matice [B]

uvazovani objemovych sil maji v obecném piipadé tvar
2
Jdo i J7u.
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kde p je hustota materidlu, i,j = X,y. RozepiSeme-li (4) do slozek, dostaneme s ohledem na
(3)anavztah &= (ui j+uj, i)/ 2 (symbolem u; jsou oznaceny slozky vektoru posunuti ),
pohybové rovnice vyjadiené v posunutich u = u, a v =u, . Budeme tak mit

d’u

P 87 = Qll Uyt 2Q16 "Wy + Q66 Uy + Q16 Vo T (le + Q66) Vo + Q26 “Voyy - (5)
v

p- = Q66 Vot 2Q26 “Voxy + sz “Vouy + Q16 Uyt (le + Q66) "Wy + Q26 "Wy (6)
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Reseni pohybovych rovnic (5) a (6) predpokladame ve tvaru
U(X, Y, t) = U(Y) -sin [k(X - Ct)] 5 V(X> Y, t) = V(Y) - COS [k(X - Ct)] . (7)

Dosadime-li (7) do pohybovych rovnic (5) a (6) a zavedeme-li pro stru¢nost veli¢iny

2 _ Q66 — Q12

Bl - 2p ’ (8)
, 2Q11_(Q12+Q66)'816

Bz = 2p 5 )
, 2Q22 _(Q12 +Q66)'826

B; = 2 , (10)

dostaneme po delSich upravach obycejné diferencilni rovnice pro amplitudy U(y) a V(y).

Budeme tak mit

2 2
aU(Z}’) 2 _U(y)-k* B2 1_C_2 =0 , (11)
dy L 2 ]
V() o 2 2 [ ]
ay2 BI-V(y)-k*-B*- l-—| = 0 . (12)
- 1]

Pro amplitudy U, V pozadujeme, aby spliiovaly nésledujici podminky

lim U(y) = 0 & lim V(y) = 0. (13)
y—roo y—roo

Ukazuje se, 7e pro vét§inu znamych materiala je (B1)* >0 (a tudiz i B; >0). Pro (B,)* a
(B3)* toto neplati. Mohou nabyvat nezapornych i zapornych hodnot.

Oznacime-li pro strucnost Citatele vyrazu (9) jako Zy a Citatele vyrazu (10) jako Zy pak
misto (9) mizeme psat (B,)>=Zy/2p a misto vyrazu (10) budeme mit (B3)* = Zy /2p.

TABULKA 1
Property Glass - Epoxy Boron - Epoxy Graphite - Epoxy
E [GPa] 53.78 206.85 206.85
E, [GPa] 17.93 20.69 5.17
Vio 0.25 0.3 0.25
G2 [GPa] 8.96 6.90 2.59
Qes— Q12 [GPa] 4.39 0.63 1.29
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Podrobnym rozborem zjistime, Ze podmince (13) vyhovuji v podstaté¢ dva piipady. Prvy
piipad nastane pro Zy <0 & Zy >0 & (B1)* >0. Tomu odpovidaji amplitudy

1
2 |2

Uy =D, -exp(-kg 15 [ 9)
S a4
V(y)=D, -exp(—k&- %—1 ’ )
B, LB
Ptitom zfejmé pozadujeme aby ce <f3; , B,> Symbol k pfedstavuje vinové Cislo a
By>0, B, =i-B,
Druhy ptipad nastane pro Zy > 0 & Zy >0 & (B1)* >0. Tomu odpovidaji amplitudy
- 5 -
U =D, -expk 15[ y)
R (15)
V() =D, -expk B 1= )

Pfitom ptedpokladame, ze ¢ <Py & ¢ <P, .D; a D, vystupujici ve (14) a (15) jsou dosud
neurcené konstanty.

Na obr.1 vidime pribéh veli¢in Zy a Zy v zavislosti na thlu natoceni materialovych os 6.
Dany graf je vynesen pro material SKLO — EPOXY , jehoz elastické konstanty jsou uvedeny
v tabulce 1(pfevzato z [2]). Vidime, Ze tento material odpovida ptipadu Zy >0 & Zy >0 a
pfislusné amplitudy jsou dany vztahy (15).

Vezmeme-li jiny material z tabulky 1, napf. BOR — EPOXY, nastava trochu sloZitéjsi
situace nezli v pfedchozim piipadé€. Veli¢ina Zy je vynesena na obrazcich 2, 2a. Rozdily
mezi témito dvéma obrazky jsou pouze v méfitku na svislé ose y. Vidime, ze prib¢h je
nespojity v bodech 6 = 3.77° & 176.23°. V téchto bodech je totiz clen Q.6 = 0. Dalsi zména
znaménka Zy nastava v bodech 6 = 30.90° & 149.10° , kde Zy = 0. Z uvedenych obrazki 2
az 3a je patrno, Ze obory 0 € < 3.77°, 30.90° > U < 149.10°, 176.23° > nejsou slucitelné
z podminkami (13).

Na obr.4 jsou zobrazeny veliiny Zy a Zy v zavislosti na thlu nato¢eni materialovych os 0
pro material GRAFIT — EPOXY jehoz elastické konstanty jsou uvedeny v tabulce 1. Vidime,
ze zatimco piipad specidlni ortotropie pro 6 = 0°resp. 180° neni slucitelny s podminkami
(13), ptipad 0 =90° naopak slucitelny s témito podminkami je.
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3. Zavér

V ptispévku jsou studovany nékteré podminky, které je nutno splnit, aby v elastické
ortotropni polorovin¢ mohly existovat Rayleighovy viny s vlastnostmi, které zndme
z izotropniho prostfedi. UvaZuje se pfitom obecna ortotropie, t.j. ptedpoklada se natoceni os
materidlové symetrie oproti t€lesovym osdm o obecné nenulovy thel 6. Prozatim se ukazuje,
ze pokud takové viny viibec existuji, pak tato existence bude siln€ materidlové zavisla.
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