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CHAOTIC ATTRACTOR SHAPE

P. Frantik*

Summary: The strange attractor shape of the nonlinear dynamic one-degree-of-
freedom model of harmonic loaded cantilever beam is described in this paper.
The change of strange attractor Poincare map topology and its fractal capacity
dimension is investigated during the period of the harmonic load.

1. Uvod

ZjednodusSené lze konzolovy nosnik modelovat jednostupfiovym modelem, zobrazenym se
svou predlohou na obr. 1. Takovy model ma nékolik vyhod. Snadno se definuje, fesi
avpiipadé, Ze je dynamicky zatizeny, jej lze wuzit krozsahlym simulacim, coz
u komplikovanéjSich modelt klade ptiliSné naroky na vypocetnim cas.

Obr. 1 Konstrukce a jeji jednostupnovy model s oznacenim: F je zatézujici sila, m je nahradni
hmotnost prutu, / je délka prutu, k£ je ndhradni tuhosti konstanta prutu a ¢ je pootoceni prutu

Uvazujme, Ze je nosnik tvofen Stihlym prutem, ktery umoznuje velké prihyby volného konce
pii pruzném chovani materidlu. Tento prut je na obr. 1 nahrazen tuhym nehmotnym dilcem
upevnénym ve vetknuti kloubem s rota¢ni pruzinou a soustfedénou hmotou m na jeho konci.
PruZzina necht’ plisobi na tuhy dilec momentem M o velikosti:

M () = kp(1+ag?), (1)

kde a je nelinearni soucinitel. Déle uvazujme, Ze nosnik je umistén ve svislém gravitatnim
poli a déle, ze je na volném konci zatizen harmonicky proménnou silou danou vztahem:

F(t)= Acos(Qt), (2)

kde ¢ je Cas, 4 je amplituda sily a Q je frekvence sily. Pohybové rovnice lze potom psat:
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kde @ je uhlova rychlost dilce, ¢ je soucinitel viskézniho utlumu a g je tihové zrychleni.

2. Simulace

Nékteré vlastnosti vzniklého dynamického systému (3) jiz byly zkoumany, viz napt. (Frantik,
2001). Zde se budeme soustfedit na atraktor systému s parametry: ndhradni hmotnost m=0.2
kg, délka prutu /=0.15 m, tuhost pruziny 4=3.9 N.m.rad’, tihové zrychleni g=9.81 m.s?,
parametr tlumeni ¢=0.1 N.s.m™, frekvence sily Q=10 rad.s”, amplituda sily 4=110.3 N.
Tento systém feSme numerickou klasickou Runge-Kuttovou metodou s krokem 4=0.002 s.
Polohu atraktoru si miiZeme znazornit bifurka¢nim diagramem na obr. 2.
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e d trajektorii — Poincarého mapé (definice viz (Macur,
“ﬁij e X v s . P P
bl 1995)); pro vytvaieni Poincarého mapy plati, Ze
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jo4 /106 108 110 112 114 amplitudu sily 4 v intervalu 104 N az 115 N.

V bifurkacnim diagramu na obr. 2 miZeme vidét, Ze do hodnoty amplitudy sily 4=107 N
existuje jednoduchy limitni cyklus (v Poincarého mapé ma jeden bod) a nckde tésné za
hodnotou 4=107 N dochazi k postupnym bifurkacim aZz k vybranému chaotickému atraktoru,
ktery méa hodnotu amplitudy sily 4=110.3 N.

ProtoZe se budeme snazit popsat komplikovany chaoticky atraktor (viz obr. 3b a 4b), ukaze
se vyhodné srovnat jej s jednoduchym limitnim cyklem (viz obr. 3a a 4a) pred postupnymi
bifurkacemi (systém s amplitudou sily 4=107 N).
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Obr. 3a Projekce jednoduchého limitniho
cyklu do roviny po systému s amplitudou

sily A=107 N
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Obr. 4a Projekce jednoduchého limitniho
cyklu do roviny fp systému s amplitudou

sily A=107 N

Obr. 3b Projekce chaotického atraktoru do
roviny @@ systému s amplitudou budici

sily A=110.3 N (trajektorie je omezena)

Obr. 4b Projekce chaotického atraktoru do
roviny Op systému s amplitudou budici

sily A=110.3 N (trajektorie je omezena)

Na obrazcich 3a, 4a jsou dva kolmé priméty jednoduchého limitniho cyklu systému
s amplitudou 4=107 N, coz je systém tésné pred bodem bifurkace (viz obr. 2). Z obrazku je
patrné, Ze se trajektorie osmkrat ovine za periodu budici sily. Chaoticky atraktor systému
s amplitudou sily 4=110.3 N je obdobn¢ promitnut na obrazcich 3b, 4b. Systém je po mnoha
bifurkacich pftili§ komplikovany — chaoticky, nedochazi k ustaleni do limitniho cyklu.

Provedeme-li fezy — Poincarého mapy v rliznych urovnich faze sily @, tj. tak, ze pro

kazdou Poincarého mapu bude platit:

0=2ri+6,, 0,e(0;2r), i=0,12,.., (4)
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kde 6, je uroven faze sily Poincarého mapy, zjistime, Ze se fraktalni utvar v Poincarého mapé

pouze otaci, posouva a deformuje. Nedochazi vSak ziejmé k jeho topologické zméné. Na
obrazku 5 jsou piiklady Poincarého map pro rizné trovné faze sily.

Obr. 5a Poincarého mapa chaotického atraktoru
A=110.3 N s urovni faze sily 6,=0 rad; na
pocatku resp. konci periody sily; pomérné fidka
fraktalni struktura

Obr. 5b Poincarého mapa chaotického atraktoru
A=110.3 N s urovni faze sily 6,=1.697 rad;
¢tvrtina periody sily, utvar se rychle pfesouva do
zapornych hodnot pootoceni ¢ ; topologicky
shodny tutvar jako na obr. 5a

Obr. 5¢ Poincarého mapa chaotického atraktoru
A=110.3 N s urovni faze sily 6,=2.136 rad; Gtvar

se pfi rotaci v zapornych hodnotach pootoceni
@ hodné¢ protahuje
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Obr. 6 Znazornéni pohybu
utvaru v Poincarého mapé
pro systém s amplitudou
sily 4=110.3 N; sto ezl
s ekvidistantni vzdalenosti

Na obrazcich 5a az 5c bylo patrné, Ze se utvar v Poincarého mapé topologicky neméni.
Znazornéni pohybu utvaru vsak v této statické podob¢ je problémem, protoze se utvar celkem
osmkrat oto¢i za periodu sily. Jisté pfibliZzeni lze ziskat z obrazku 6. Osmero otoceni utvaru
odpovidd poctu ovinuti trajektorie limitniho cyklu pfed bodem bifurkace (amplituda sily
A=107 N), coz je povzbudivé.

3. Méfeni

Topologickou neproménnost fraktalniho utvaru v fezu ovéime meéfenim fraktalni dimenze
jednotlivych ttvart. K méfeni fraktdlni dimenze utvarti v Poincarého mapach je uzita
optimalizovana metoda box-counting s proménnym rastem sité (Frantik et al., 2002; Frantik
et al., 2003.03). Tato metoda mé&fi kapacitni fraktalni dimenzi d., viz napt. (Kapitaniak 1998).
Vysledné kapacitni dimenze deseti utvart v ekvidistantné vzdalenych fezech jsou zobrazeny
na obr. 7.
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4. Zavér

Prozkoumany chaoticky atraktor dynamického systému, ktery modeluje harmonicky zatizeny
konzolovy nosnik mé zajimavé vlastnosti. Ackoliv je tfeba splnit podminku exponencialniho
vzdalovani blizkych trajektorii, coz je zdrojem chaotického chovani, zOstdva fttvar
v Poincarého mapé pii jejim libovolném fazovém posunu ziejmé nezménén. Napiiklad
u chaotického atraktoru harmonicky zatizeného jednostupiiového modelu vzpéru prutu
(Frantik 2003.01) tomu tak neni. U tohoto podobného systému dochazi na utvaru
k roztahovani a skladani, obdobné jak je tomu u Smaleovy podkovy (Kapitaniak 1998). Na
zde popsaném utvaru vsak takové zmény nejsou patrné.

Nemeéni-li se utvar v priabehu periody lze ucinit zaver, ze musi byt kompaktni (souvisly),
aby se trajektorie systému mohla spojit¢ po Utvaru piesouvat, pfiCemz musi byt zachovana
hustota trajektorii v dané oblasti tvaru (na obr. 6 je vidét, Ze 1 hustota trajektorii se na utvaru
v pribéhu periody sily neméni).

Jednoduchy limitni cyklus pfed kaskddou bifurkaci vedoucich k chaotickému chovani se
ukdzal jako vhodny kilustraci posunu a otaceni utvaru v Poincarého mapé chaotického
atraktoru.

Me¢éfieni kapacitni fraktdlni dimenze utvari ve fazové posunutych Poincarého mapach
zkoumaného atraktoru ukazuje na shodu téchto utvar vzhledem k této dimenzi a dobie
dopliiuje pozorovanou vizudlni totoznost.

Podékovani

Tento piispévek byl vytvofen vramci vyzkumneho zameru CEZ: J22/98: 261100009
a s podporou grantu GA CR 103/03/1350.

Literatura

Frantik, P. (2001) Sledovéni a simulace nelinearni dynamické konstrukce, 3. odborny seminar
doktorskéeho studia, VUT FAST v Brné, Brno

Frantik, P., KerSner, Z., Macur, J. (2002) Estimation of fractal dimension: optimised box-
counting method, International symposium Non-Traditional Cement & Concrete, BUT,
Brno

Frantik, P. (2003.01) Dynamicky jednostupfiovy model vzpéru prutu: Chaotické chovani,
semindar Modelovani v mechanice 2003, VSB-TU Ostrava

Frantik, P., Kersner, Z., Stibor, M. (2003.03) Optimised box-counting method: effect of mesh
size distribution, sbornik k vyroci prof. Bittnara, CVUT Praha

Kapitaniak, T. (1998) Chaos for Engineers: theory, applications and control, Springer-Verlag
Berlin

Macur, J. (1995) Uvod do teorie dynamickych systémii a jejich simulace, PC-DIR 1995, Brno



