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CONCRETE ASA TWO-PHASE MATERIAL:
STATISTICAL/SENSITIVITY MODELLING OF FAILURE

Z.Kerdner*, L. Nahlik**, Z. Knég***

Summary: Concrete is represented as a two-phase material in this paper.
Behaviour of a crack with its tip on the interface between two different materials —
hardened cement paste (matrix) and aggregate (particle) — is modelled. Input
variables of the model are considered as random variables using LHS
method/FREET software. Then results of statistical/sensitivity analyses of output
variable — the critical stress for the intersection of coarse aggregate particle — are
presented.

1. Uvod

Beton pfedstavuje dulezity a ¢asto uzivany stavebni material. Vzriistd vyznam studia chovéani
pii porusovani, nebot’ napt. lomové vlastnosti tohoto cementového kompozitu se ukazuji byt
nepominutelnymi pii ivahach o Zivotnosti ¢i spolehlivosti betonovych konstrukei. K uréovani
lomovych vlastnosti se mize pouzit zkouska tfibodovym ohybem vzorkli (ze zatvrdlé
cementové pasty, malty, betonu) s centrdlnim zafezem v taZzenych vldknech a jednim
z vystupid byva napt. efektivni lomova houZevnatost, kvantifikujici pravé odpor proti
nestabilnimu S§ifeni trhlin — $ifi problematiky naznaci nahlédnuti do praci/u¢ebnic Karihaloo
(1995), Bazant & Planas (1998).

Lomovéa houzevnatost kompozitu zavisi mj. na vlastnostech jeho slozek, tj. matrice
(zatvrdlé cementové pasty) a Castic (zrn kameniva). VySe zminéna zkouSka tfibodovym
ohybem vzorki se zatfezem a rozptyl vyslednych lomovych vlastnosti se staly motivaci, aby
byl autory kompozit modelovan jako dvoufdzové kontinuum a pozornost byla vénovana
interakci mezi trhlinou a zrnem kameniva (Knésl et al., 2001, Kersner et al., 2002a,b), resp.
vlivu tvaru a velikosti zrna na odolnost proti $ifeni trhliny (Nahlik et al., 2003). Ukéazalo se, ze
pouzity model umoziluje odhad kritického napéti potfebného k poruseni kameniva Sitenim
magistralni trhliny, a Ze vliv tvaru 1 velikosti ¢astice na vysledna kritick4 napéti je marginalni
ve srovnani s vlivem proménlivosti materidlovych vlastnosti matrice a Castice.
V predkladaném piispévku se pravé zohledituje ndhodna proménlivost vstupnich parametrti
modelu dvoufazového kontinua.
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Chovani trhliny Sifici se ve dvoufdzovém prostfedi matrice/Castice je ovlivnéno mnoha
faktory souvisejicimi jak s geometrickym wusporddanim a velikosti castic, tak také
s materialovymi parametry popisujicimi chovani obou slozek. Vyznamnou ulohu miize navic
hrat i kvalita spojeni mezi matrici a ¢asticemi. Jednim ze zékladnich procesi urcujicich
vysledné lomové chovani dvoufazového prostredi je vzdjemnd interakce trhlina-Castice.
Zéakladni mechanizmy, které se podileji na zhouZevnatovani betonu v souvislosti se
vzajemnou interakci trhlina-¢astice, jsou procesy souvisejici s vychylovanim makrotrhliny
z jejiho ptvodniho sméru, premostovani trhliny Castici a zachyceni trhliny na rozhrani
matrice-Castice (KerSner et al., 2002a). Konfigurace, kdy se vrchol trhliny nachazi na rozhrani
matrice-Castice muze vyrazné¢ ovlivnit hodnotu naméfené lomové houzevnatosti, a to jak
kladné, tak i zadporné. V ptipad¢, kdy je vrchol trhliny uchycen na rozhrani matrice-Castice,
rozhoduji o tom, zda se trhlina bude S§ifit pfes Castici (tj. zda se zrno kameniva rozlomi) nejen
elastické konstanty obou slozek, ale i lomové-mechanické vlastnosti ¢astice. Vysledné napéti
nutné k rozlomeni zrna kameniva (a tim i ke skokové zméné velikosti trhliny) maze byt vétsi
nebo mensi nez je odpovidajici napéti pro Siteni makrotrhliny v matrici samotné.

vvvvv

v nejjednodussim piipadé na péti materidlovych parametrech. Ctyfi z nich, tj. elasticky modul
matrice a Castice a Poissonovo ¢islo matrice a Castice urcuji efektivni napéti v matrici v okoli
Castice s trhlinou a paty parametr, lomova houzevnatost ¢astice (kameniva) pak urcuje, zda
k vlastnimu rozlomeni zrna kameniva pti dané konfiguraci a zatizeni dojde ¢i nikoli.

Vzhledem ke struktufe studovanych materiali (cementova pasta, kamenivo) nejsou vSak
hodnoty téchto parametri zndmy s dostateCnou piesnosti — pro hodnoceni jejich vlivu
na vysledné méfené veli¢iny je mozno tyto veli¢iny modelovat jako ndhodné. Pro posouzeni
vlivu mozného statistického rozptylu v hodnotdch téchto parametri na vysledné kritické
napéti potfebné pro rozlomeni ¢astice hraje klicovou tlohu deterministicky vypoctovy model,
ktery umozni pro danou geometrickou konfiguraci a zadané materidlové parametry vypocet
kritického lomového napéti. Vzhledem k tomu, Ze uvedeny deterministicky model vypoctu
kritického napéti pro makrotrhlinu s vrcholem na rozhrani matrice-¢astice byl detailn€ popsan
v prispévku Kersner et al. (2002a) presentovaném na konferenci Inzenyrska mechanika 2002,
uvedeme v dalSim jen nékolik =zakladnich ptedpokladi nezbytnych pro orientaci
v problematice.

2. Deterministicky vypoctovy model

Pfipometime, Ze linearni elastickd lomova mechanika (LELM) je formulovana pro popis téles
s trhlinou a jejim zékladnim problémem je stanovit, zda a jak se za danych podminek bude
trhlina §ifit. Zakladni pojmy a definice LELM vychazeji z ptedpokladu, Ze rozloZzeni napéti
v okoli vrcholu trhliny je s dostate¢nou piesnosti charakterizovano vyrazem typu

Gg‘j:Kl/\/%fg/w)) (1)

kde (r, @) jsou polarni soufadnice s pocatkem ve vrcholu trhliny, K; je hodnota faktoru

intenzity napéti (omezime se na normalovy mod) a f;; je znama funkce polarniho thlu ¢.
Podstatnym rysem je singularni zavislost napéti na vzdalenosti od vrcholu trhliny typu

1/~/r. Trhlinu mizeme tedy chéapat jako singularni koncentrator napéti s exponentem
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singularity -1/2. Kritickd hodnota faktoru intenzity napéti je lomovéa houzevnatost K.
a nejjednodussi a také nejuzivané;si kriterium stability trhliny v LELM ma tvar

K; < K. ()

Faktor intenzity napéti, lomova houzevnatost, hnaci sila trhliny a tedy i uvedené kriterium
stability trhliny jsou definovany pravé pro tento piipad singularity a pokud je exponent
singularity odlisny od 1/2 ztraceji svlij vyznam, ptipadné je nelze definovat viibec.

Typickym ptikladem singularniho koncentratoru napéti, kde je exponent singularity rtizny
od 1/2 je konfigurace trhliny s vrcholem na rozhrani dvou rtiznych materialti. V tomto ptipad¢
je mozno popsat rozloZeni napéti v okoli vrcholu singularnim ¢lenem typu (pro jednoduchost
piedpokladame trhlinu kolmou na rozhrani)

H
o, = F(a,p.o)r™, 3)

2r

kde F; je znama funkce polarniho hlu a materidlovych parametrii matrice a astice «, f,

veli¢ina H; je zobecnény faktor intenzity napéti. Na rozdil od trhliny v homogennim prostiedi
je v tomto piipadé singularita napéti typu 7, kde 0<p <1 je exponent singularity, dochazi
tedy ke zméné¢ charakteru singularity. Hodnota exponentu singularity p zavisi
na materidlovych konstantach obou materiald, p = p(e, f), viz napt. KerSner et al. (2002a) pro
podrobnosti.

Podobné¢ jako faktor intenzity napéti K; je 1 hodnota zobecnéného faktoru intenzity napéti
H; funkci materidlovych parametrl, aplikovaného napéti, geometrie télesa a okrajovych
podminek a musi byt ur¢ena numericky.

Skutecnost, ze hodnota exponentu singularity p # 1/2 znamena, ze pro studium takovych
trhlin nelze pouzit piistupy klasické lomové mechaniky a zejména pak kriterium stability
musi byt modifikovano.

V ptipad¢ kiehkého lomu Ize podminku stability pro trhlinu s exponentem singularity
odlisnym od 1/2 formulovat pomoci stfedni hodnoty & normalového napéti vypocteného
v oblasti d pted jejim vrcholem. Zékladnim ptedpokladem tohoto postupu je tvrzeni, podle
né¢hoz se trhlina bude S§ifit, pokud stfedni hodnota napéti & bude vétsi nez odpovidajici
sttedni hodnota napéti o, vypoctena pies stejnou oblast v homogennim télese (tj. pro
singularitu typu 1/2) pro aplikované napéti odpovidajici podmince K; = Kj.. V ptipadée, kdy
chceme stanovit podminku pro rozlomeni castice predpokladame, ze velikost d odpovida
priméru castice D.

Uvedend tivaha nam umozni formulovat podminku stability pro trhlinu s vrcholem
na rozhrani ¢astice ve tvaru

H, <H, (K,) 4)

kde H,. je kritickd hodnota zobecnéného faktoru intenzity napéti zavisla na hodnot¢ lomové
houzevnatosti ¢astice K.
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Poznamenejme, Ze vyznam veli¢iny H; (pfip. Hi) je ponékud zatemnén nezvyklym
rozmérem této veli¢iny (MPa.m ”) a proto uvddime v dal§im pouze hodnoty kritického
aplikovaného napéti o, p nutného k tomu, aby se trhlina rozsitila pies Castici (tj. aby doslo
k lomu castice).

Postup pfi vypoctu tohoto kritického napéti je v detailech uveden v Kersner et al. (2002a),
vysledné kritické napéti zavisi na hodnotach elastickych parametrd E;, v;, E,, v» matrice
a Castice a lomové houzevnatosti ¢astice Kj,.

Jak bylo zminéno, hodnota zobecnéného faktoru intenzity napéti Hfoyy,) pro vnéjsi
aplikované zatizeni musi byt urCena numericky — zde pomoci MKP systému ANSYS. Pii
vypoctu je Castice modelovana jako kruhova inkluze o priméru D, viz Obrazek 1. Pro
zjednoduseni dale predpokladame, ze mizeme zanedbat interakci vrcholu trhliny s ostatnimi
casticemi. Tento pfedpoklad je opravnény, uvaZime-li singularni prib&h napéti v okoli
vrcholu trhliny a skutec¢nost, Ze hustota ¢astic je dostate¢né mala. Pfedpoklada se také idedlni
adheze ¢astice/matrice.

- —
- D=4, 8 mm —
-—— —
F-=— —==
-— wv r . —==
= castice/ —=
- Zmo —
- —
- —
0]
= O —=
- X —
= matrice/ —=
- —
; pasta
. trhlina e

Obrazek 1 Model ¢astice kameniva v zatvrdlé cementové paste.

Vysledkem aplikace tohoto postupu jsou pak deterministicky urcené kritické hodnoty
vn¢jsiho aplikovaného napéti o, p, které zaviseji na materialovych parametrech obou slozek
(fj. zatvrdlé cementové pasty, resp. malty, a kameniva), na velikosti ¢astic a na lomové
houzevnatosti materialu, do kterého se bude trhlina dale Sifit.

Poznamenejme, ze z hlediska numerickych vypocti je kritickym bodem odhad veli¢iny
zobecnéného faktoru intenzity napéti H;. Nejvetsim zdrojem nepiesnosti vyslednych hodnot
kritickych napéti je rozptyl v hodnotach elastickych konstant a hodnoty lomové houZevnatosti
u zatvrdlé cementové pasty a kameniva.

3. Nahodné vstupni veli¢iny modelu

Ptiblizeni vysledka vypocti proménlivosti reality lze dosdhnout riznymi postupy — skrze
nahodné veli¢iny, ndhodnd pole, stochastické konecné prvky apod. V predkladaném
piispévku je pro tyto ucely vyuzit software FREET (Program Documentation, 2002),
koncipovany jako otevieny systém, ktery umoznuje pracovat se vstupnimi veli¢inami
jakéhokoli algoritmizovatelného problému (modelu) jako s veli¢inami nahodnymi
a vyhodnotit vystupni veli¢iny modelu statistickou a citlivostni analyzou. Pocita se s feSenim
spiSe rozsahlejSich modelii, ¢emuz odpovidd propracovani generace vstupnich veli¢in
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metodou Latin Hypercube Sampling — viz napt. Novak et al. (1997), pomoci které Ize velmi
podstatné snizit nutny pocet opakovanych realizaci/vypocti modelu pro uspokojivy odhad
prvnich statistickych momentl sledovanych vystupnich veli¢in. Pozornost je vénovana také
zavedeni pozadované/odhadované vzajemné korelace mezi vstupnimi ndhodnymi veli¢inami,
kterazto optimaliza¢ni uloha je feSena genetickymi algoritmy — simulovanym Zihanim (Novak
et al., 2002, Votechovsky & Novak, 2002).

Vedle vystuptl ve formé statistické analyzy vystupnich veliin jsou kvantifikovany také
vlivy proménlivosti vstupnich veli¢ina na proménlivost sledovanych vystupti — tzv. citlivostni
analyza.

V Tabulce 1 jsou uvedeny veliCiny, které se uvazuji ve vySe uvedeném modelu jako
nahodné. Jedna se o elastické konstanty E, v matrice a ¢astice a o lomovou houzevnatost
materidlu Castice. Kazdou ze zminénych veli¢in zastupuje vedle stiedni hodnoty takeé
smérodatnd odchylka a typ pravdépodobnostniho rozdéleni. Zadani téchto vstupnich
informaci v softwaru FREET ilustruje Obrazek 2.

Tabulka 1 Nahodné vstupni veli¢iny

Velicina Symb. Jednotka Stfedni = Smérodatnd Pravdépodob.
hodnota odchylka rozdéleni
Modul pruznosti matrice E; GPa 25 2,5 log-normalni
Modul pruznosti Castice E, GPa 60 6 log-normalni
Poissonovo ¢islo matrice Vi - 0,22 0,011 normalni
Poissonovo cislo Castice ) - 0,25 0,013 normalni
Lomova houzevnatost ¢astice | Kj.» MPa.m'? 5 0,25 normalni

Vzijemnou korelaci uvazovanych vstupnich ndhodnych veli¢in shrnuje Tabulka 2. Horni
trojuhelnikova ¢ast matice predstavuje pozadovanou korelacni ne/zavislost vSech vstupnich
veli¢in, dolni trojuhelnikova matice ukazuje (nepatrné odlisné) korelacni koeficienty, kterych
bylo dosazeno aplikaci vySe zminéného postupu simulovaného zihani pro uvedenych 5
vstupnich veli€in a vygenerovanych 16 realizaci — ilustruje ti¢innost metody. Panel softwaru
FREET s ukdzkou postupu hledéni optimalni korelaéni matice pomoci simulovaného zihéani je
na Obrazku 3.

Tabulka 2 Vzijemna korelace vstupnich nahodnych veli¢in

E[ Eg \2 V2 KIcZ
E; 1 0 0 0 0
E, -0.001 1 0 0 0
vy 0.003 0.004 1 0 0
V2 0.006 -0.002 -0.004 | 0
Ko | -0.001 0.001 0.004 0.001 1
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Obrazek 3 FREET — ilustrace postupu simulovaného Zihani pfi ,,Jadéni* korela¢ni matice.
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4. Vysledky statistické a citlivostni analyzy

Mezi sledovanymi vystupnimi velicinami modelu byla kritickd napéti, potiebna pro rozlomeni
Castice/zrna kameniva — uvazovano pro pramér D =4 a § mm —, a exponent singularity napéti.
Vysledné hodnoty statistické analyzy jsou shrnuty v Tabulce 3 — pro kazdou vystupni veli¢inu
lze nalézt odhady stiedni hodnoty, smérodatné odchylky, resp. variaéniho koeficientu. Na
Obrazku 4 je uveden panel vysledki statistické analyzy kritického napéti pro zrno D = 4 mm.

Tabulka 3 Vysledky statistické analyzy

Veli¢ina Symb. Jednotka Stfedni Smérodatna Variacni
hodnota  odchylka  koef. v %
Kritické napéti —zrno D=4 mm | o, , MPa 14,2 0,95 6,7
Kritické napéti — zno D=8 mm | g, s MPa 16,2 1,01 6,2
Exponent singularity napéti p - 0,405 0,0142 3,5
_injxi
File Edit Wiew Help
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Obrazek 4 FREET — panel vysledku statistické analyzy.

Pfedstavu o vlivu proménlivosti vstupnich ndhodnych veli¢in na proménlivost sledované
veli¢iny vystupni si lze udélat z vysledku citlivostni analyzy. V Tabulce 4 se tyto vysledky
uvadéji ve forme koeficientli parové korelace — vyslednd hodnota tedy lezi mezi +1 (funk¢ni
zavislost vstupni a vystupni veli¢iny) a -1 (negativni zavislost). Na Obrazku 5 ilustruje pouziti
tzv. paralelnich soufadnic citlivost proménlivosti lomové houzevnatosti Castice
na proménlivost kritického napéti v ptipadé¢ D =4 mm.
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Tabulka 4 Vysledky citlivostni analyzy
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Veli¢ina vystupni / vstupni E; E, vy v Ko
Kritické napéti — zrno D =4 mm -0,43 0,42 -0,18 0,12 0,79
Kritické napéti — zrno D = 8§ mm -0,39 0,37 -0,16 0,10 0,82
Exponent singularity napéti 0,68 -0,68 0,20 -0,18 -0,02
=10olx|
File Edit View Help
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4 Warniables - 4 - np2 0141
2 Wariables - 2 -E2 0129
4 | _'I Lirrit state funchion G
Ready [ [ror A
Obrazek 5 FREET — ukazka moznosti vysledkt citlivostni analyzy.
5. Zavér

Z vysledk statistické analyzy lze usuzovat, Ze realné odhadnuty rozptyl vstupnich parametrt
modelu (modul pruznosti, Poissonovo ¢islo matrice a ¢astice, lomova houzevnatost ¢astice)
nevede k dramatickym zméndm v hodnotach vysledného kritického napéti potiebného
k ptelomeni ¢astice kameniva a velmi malo ovliviiuje rozptyl exponentu singularity napéti.

Z vysledki citlivostni analyzy vyplyvd mozZnost pouzivat v dal§ich vypoctech stejné
hodnoty Poissonova ¢isla a rozhodujici pro vypocet kritického napéti (i exponentu singularity
napéti) je pomér modulil pruznosti obou komponent. Tento zavér je zfejmée disledkem pouziti

2D vypoctového modelu.

Kli¢ovou veli¢inou pro rozlomeni castice kameniva se jevi hodnota jeji lomové

houzZevnatosti.
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6. Podékovani

Prace na tomto piispévku byly podporovany z prostiedkt projektit GA CR 103/03/1350,
GA AV K2076106 a vyzkumného zdméru CEZ: J22/98: 2611000009.
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