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NUMERICAL INTEGRATION AND DIFFERENTIATION OF
SAMPLED TIME SIGNALSBY USING FFT

J. Tdma*

Summary: The paper deals with differentiation and integration of sampled time signals
in the frequency domain using the FFT and inverse FFT. The time signal integration in
the time domain is replaced by division of the signal frequency spectrum by jw factor in
the frequency domain. Smilarly the differentiation of time signals with respect to time is
replaced by multiplication of the frequency spectrum by factor jow . As the data are
corrupted by noise some components of the frequency spectrum are filtered out.

1. Uvod

Signaly se vyhradn¢ zaznamenavaji jako vzorkované nejCastéji s konstantni vzorkovaci
frekvenci. Piikladem miiZze byt rychlost pohybu. V piipad¢, Ze je pozadovana znalost drahy
(vychylky) nebo zrychleni, je tfeba signdl integrovat nebo derivovat. Jestlize je potieba
odvodit ze zdznamu zrychleni pohybu vychylku, pak je tfeba integrovat dvakrat. Stejné
v piipadé vypoctu zrychleni ze znamé vychylky je tfeba pouzit druhou derivaci. Protoze
vzorkovaci frekvence je obvykle dostate¢né vysokd, staci vypocitat derivaci nebo integral
pouze v okamzicich vzorkovani.

Ucebnice numerické matematiky nabizeji interpolacni vzorce pro numerické integrovani
nebo derivovani. Pro integraci je nejednodussi kumulovany soucet a pro derivaci zpétna nebo
doptednd diference. V obou pfiipadech je uvazovano s velikosti vzorkovaci periody. U
integrace tento postup znamend ndhradu casového pribéhu obdélniky. Slozitéjsi vypocet
pfedstavuje ndhrada lichobéZzniky a jesté€ slozitéjsi postup pak ndhrada polynomy vysSiho
stupné nez 2. U derivace Ize pro okamzik zvoleného vzorku vypocitat derivaci rovnéz
z aproximacniho polynomu. Vypocet koeficienti zvolené¢ho aproximacniho polynomu
vyzaduje o jeden vzorek vice nez je stupen tohoto polynomu. Je vyhodnéjsi samoziejmée co
nejveétsi stupeit polynomu. Rovnéz presnost je vyS$i pokud se pocita derivace pro vzorek
prostfedni nez pro vzorky na okraji skupiny po sob¢ jdoucich vzorkd.

Popsané postupy vSak nevyhovi, jestlize jsou data zatizena specifickymi méticimi
chybami. Dalsi nevyhodou je to, Ze napiiklad pii vypocétu derivace je pocet vypoctenych
diferenci o jednu niZsi nez je pocet vzorkd, coz nékdy nemusi vyhovovat. Tento referat bude
demonstrovat postup vyuzivajici transformaci signadlu do frekvencni oblasti, ve které se
provede uprava frekvencniho slozeni spektra a zdznam se bude transformovat inverzni
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transformaci zpét do Casové oblasti. Pouziti tohoto postupu je zvlast¢ vhodné pro signal
zrychleni piezoelektrickym akcelerometrem, zjehoZz zdznamu je tfeba vypocitat vychylku,
nebo pro signdl thlové vychylky slouzici k vypoctu uhlového zrychleni. Pro obé tyto tlohy
budou uvedeny piiklady z méfeni.

2. Teoretické zaklady integrace a derivace ve frekvenéni oblasti

NejrozsifenéjSim postupem vypoctu Fourierovy transformace je rychld Fourierova
transformace (FFT). Jejim omezenim je pocet vzorkl. I kdyz jsou odvozeny algoritmy pro

v

pocty vzorkl rozlozitelnych na nestejné Cinitele, nejrozsifenéjsi je vypocet pro pocet vzorki

roven mocniné dvou. Kone¢nou posloupnost vzorkll o tomto poctu N, x,i =0,1,..,N—1 se
prevede diskrétni Fourierovou transformaci (DFT) na stejny pocet vzorki X,,i =0,L...,N —1
X = DFT(x), (1)

kde x a X jsou vektory obsahujici prvky X a X, . Jestlize X, je vektor redlnych cisel, pak X je
vektor komplexnich ¢isel a pro jeho slozky s pofadim i >0 plati, ze jsou komplexné sdruzené

X; = Xy - 2)

Je tieba si v8imnout, Ze jsou to prvky symetrické kolem prvku s potradim N/2. Hodnota
prvku s pofadim nula, X, je redlné cislo, které je tmérné souctu vzorkd.

Obraz matematické operace integrovani podle ¢asu odpovida obecné déleni Fourierova
obrazu Casové funkce vyrazem jw a obraz operace derivovani podle Casu je ve frekvencni

oblasti nahrazeno nasobenim timto faktorem. Pro vzorkované hodnoty je thlova frekvence «w
vypoctena podle vzorce

_{ 2mi /T, 0<i<N/2

~em(N-i)/T, N/2<isN-T @)

1
kde T je doba zdznamu vzorkl o poctu N. Prvni slozka vektoru X souvisi se stfedni hodnotou
vzorkll v zaznamu, druhd a posledni slozka jsou v absolutni hodnoté shodné a souviseji

s amplitudou sloZky vzorkovaného signalu o periodé T, tfeti a predposledni slozka souvisi
s amplitudou slozky vzorkovaného signalu o periodé T/2, atd.

Faktor ja je ryze imaginarni Cislo. Pfi integraci se jim déli jednotlivé komplexni
prvky vektoru X a pii derivaci naopak se uvedené prvky nésobi. Tato operace zachova
symetrii v absolutni hodnoté a redlné casti komplexnich prvkd vysledného vektoru a
antisymetrii v imaginarnich ¢astech prvkii tohoto vektoru, coz je podminka pro redlné prvky
vektoru vzorkll po inverzni Fourierové transformaci.

Pfi integraci vzorkovaného signalu popsanym postupem nelze prvek vektoru X
s pofadim 0O délit nulovou thlovou frekvenci. Ostatné nenulova stfedni hodnota (nenulovy
soucet vzorkll zdznamu) vede po integraci na linearné se zvétsujici trendovou slozku. Pokud
ma tato slozka vyznam pro vysledek integrace, 1ze jeji priib&h vypocitat bez pouziti techniky
FFT. V ptipadé¢ naptiklad dat z méfeni zrychleni pohybu ve svislém sméru je apriorné
ptedpokladéano, Ze stfedni hodnota zrychleni je nulova.
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Vyhodou vypoctu derivace vzorkovaného signalu je to, ze vysledkem je stejny pocet
vzorkl jako u vychoziho zaznamu.

Transformaci ¢asového prubéhu vzorkovaného signalu do frekvencni oblasti je mozné
vyuzit k upravé frekvencniho spektra signdlu. Pii méfeni je apriori znamo, které slozky
spektra ptislusi méficimu Sumu. Nejjednodussi filtrace nezddoucich slozek je jejich nulovani.
P#i ndhradé sloZek nulami je tieba dodrzet symetrii kolem prvku s pofadim N/2.

3. Integrace posloupnosti ziznami a vyhlazeni navazujicich spoji

Dosud popsany postup neni nikterak slozity a lze jej realizovat snadno dostupnymi
prostfedky. Nevyhodou popsaného postupu je to, ze délka zdznamii u metody vypoctu FFT,
opirajici se o pocet vzorkli rovny mocnin€ dvou, nelze provést pro libovolnou délku nebo
asponl s minimalizaci zbytku zdznamu, ktery nelze do integrace zaradit. Naptiklad 12000
vzorkll umoziiuje vypocitat FFT jen z 8192 vzorkl. Zbyvajici asi 4000 vzorkl nelze v tomto
ptipadé pouzit.
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Obr. 1 Vysokorychlostni konvoluce s vyuZzitim FFT

Aby se Iépe zuzitkovaly naméfena data, Ize vychozi zdznam naptiklad rozdélit na bloky
(segmenty) o velikosti 2048 nebo 1024 a pro kazdy blok samostatné vypocitat integrovany
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nebo derivovany Casovy prubéh. Vysledné bloky vsak nebudou na sebe navazovat. V misté
spojeni budou skoky, coz miZe vadit naptiklad, jestlize jsou dvojité integrované zédznamy
zrychleni do vychylek polohy pouzity jako fidici veli¢ina pro hydraulicky zatézovaci stroj.
Pritomnost skoki znamena rozSifeni frekvencniho spektra o slozky s vysokou frekvenci.
Napriklad dvakrat integrovany signal zrychleni pro ftizeni zatéZovaciho stroje mulze mit
omezené spektrum s vylouenim sloZek o vysokych frekvencich, kterd regulani obvod neni
schopen pfenést na zdvih hydraulickych valci. Jinym piikladem je derivovany signal,
s potlacenim intenzivné zesilenych slozek spektra o vysokych frekvencich. Ob¢ operace,
integrovani a derivovani, je vhodné doplnit filtraci typu dolni propusti.

Vhodnou technikou je vysokorychlostni filtrace s vyuzitim FFT. Princip spociva
v rozdéleni navzorkovaného signdlu na dil¢i segmenty. Kazdy segment je prodlouzen na
dvojnasobnou délku doplnénim nulami. Takto rozSifeny segment je transformovan FFT do
frekvencni oblasti, kde je filtrovan. Pro pouziti k vyhlazeni spojii segmentt je pouzita dolni
propust, coZ znamend, ze vysokofrekvencni slozky jsou nulovany. Segment s upravenym
spektrem je inverzni FFT pfeveden zpét do ¢asové oblasti. Jednotlivé segmenty jsou slozeny
tak, Ze rozSifeny segment s isekem vyplnény nulami se pficte k prvni ¢asti nasledujiciho
segmentu. Postup vypoctu je ziejmy z obr. 1. V literatufe je uvedeno, Ze tento zpusob filtrace
pfed¢i svou rychlosti Cislicovou filtraci, napiiklad filtrem s konecnou impulsni odezvou
(FIR).

4. Priklad dvojité integrace vzorkovaného signalu

Pti testech systému pérovani automobilu se projizdi zkuSebni vozovky a méfi se zrychleni na
napravach nebo v mist€ uchyceni kabiny k rdimu a nebo pfimo na podlaze kabiny. Cilem
meéfeni je ziskat budici funkce pro zkuSebni stavy simulujici pohyb vozidla po zkusebni
vozovce. Protoze elektrohydraulické systémy se fidi vychylkou, je tfeba zdznamy zrychleni
dvakrat integrovat. Problém integrace vSak spoc¢ivd vtom, ze akcelerometry maji
nizkofrekvencni tepelny drift. Napiiklad na zkuSebni draze PAVE o délce 400 m
s nerovnostmi v rozsahu jednotek centimetrli se po integraci signdlu zrychleni bez uprav
frekvencniho spektra zjisti prevySeni nebo viny v metrech, pfi¢emz drdha je ve skutecnosti
témeét plocha. Nerovnosti v milimetrech jsou uvedeny na obr. 2.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Distance [m]
Obr. 2 Nerovnosti zkusebni drahy PAVE polygonu TATRA Kopfivnice

Vozidlo se pohybovalo rychlosti asi 25 km/h. Signdly zrychleni byly vzorkovany s
frekvenci 256 Hz. Zaznam zrychleni podlahy kabiny ndkladniho automobilu T 815 za 62 s je
znazornén na obr. 3 a obsahuje 15831 vzorkill. Pro vypocet FFT bylo mozZné pouZit jen 8192
vzorkll, coz odpovida 32 s jizdy na draze asi 220 m. Absolutni hodnota FFT spektra je na obr.
obr. 4.
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Obr. 3 Signal zrychleni na podlaze kabiny nakladniho automobilu pfi prijezdu drahou PAVE
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Obr. 4 Spektrum signalu zrychleni z obr. 3
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Obr. 5 ZOOM spektra z obr. 4 Obr. 6 ZOOM spektra z obr. 5 bez slozek
s frekvenci do 0,5 Hz

Tepelny drift akcelerometru se piedpoklada v rozsahu do 0,5 Hz. Toto pasmo bylo
stanoveno zkusmo tak, aby rozsah pohybt kabiny byl realisticky. Na obr. 5 a 6 jsou
znazornény ZOOM spektra bez uprav a s odfiltrovanim sloZzek do 0,5 Hz. Je ziejmé, Ze
v tomto pasmu se nevyskytuje zaddnd rezonanéni slozka, kterou lze spojovat s karoserii,
kabinou nebo napravou vozidla. Spektrum vychylek po integraci je zndzornéno na obr. 7 a 8
s logaritmickou svislou osou. Tento obrazek dokumentuje neodiivodnénou slozku spektra
dominujici v pasmu tepelného Sumu akcelerometru.
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Obr. 7 ZOOM dvakrat integrovaného spektra Obr. 8§ ZOOM dvakrat integrovaného spektra
z obr. 4 z obr. 6 bez slozek s frekvenci do 0,5 Hz

Jestlize se dfive popsanym zpiisobem nevylouci ze spektra pasmo v rozsahu do 0,5 Hz,
pak vysledkem integrace je ¢asovy prubeh pohybu kabiny znazornény na obr. 9. Naproti tomu
spektru z obr. 6 odpovida Casovy priibéh vychylek podlahy kabiny zndzornény na obr. 10.
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Obr. 9 Casovy priibéh vychylky po dvojité integraci signalu zrychleni bez upravy
frekvenéniho spektra signalu

Délka celé drahy je 400 m. Jak jiz bylo uvedeno, ¢asovy usek zdznamu o velikosti 32 s
odpovida uleti vice nez poloviny drahy. Integrace celého Casového zdznamu lze provést tak,
ze se zaznam rozdéli do vétsiho poctu segmentil, pro které se provede integrace zvIast. Na
obr. 11 je uveden piiklad vypoCtu z4sekundovych segmenti o délce 1024 vzorki
s vyhlazenim spojii dolnopropustnym filtrem 20 Hz. V mistech spojeni segmenti, kterd jsou
v tomto obrazku zvyraznéna, jsou ziejmé skoky. Na obr. 12 je demonstrovano spojeni
segmentl o délce 512 vzorkll v druhé sekundé a pouziti riznych dolnopropustnych filtr, a to
3 Hza 10 Hz.

V ptipadé, ze vysledny signal je pouzit kfizeni elektrohydraulického zatézovaciho
stroje, pak omezeni frekvencniho rozsahu je zdivodnitelné prenosovymi vlastnostmi
hydraulickych vélct. Jinym feSenim propojeni segmentti pro fizeni elektrohydraulického
zaté¢zovaciho stroje je plynulé utlumeni a opctovny ndbéh fidiciho signalu napiiklad
s modulaéni funkci podobnou Hanningovu ¢asovému oknu.
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Time [s]

Obr. 10 Casovy pribéh vychylky po dvojité integraci signalu zrychleni s upravy spektra
signdlu (odfiltrovani slozek od 0 do 0,5 Hz)
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Obr. 11 Casovy pribsh vychylky po dvojité integraci signalu zrychleni sloZzeny ze
2sekundovych segmenti (mista spojeni segmentti jsou zvyraznéna)
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Obr. 12 Skoky ve spojeni segmentt s rtizné filtrovanym signalem

5. Priklad dvojité derivace vzorkovaného signalu

Vysledkem fazové demodulace impulsniho signdlu je zavislost uhlu otoceni na Case [Tuma,
1997]. Rovnomérnému otaceni odpovidd s Casem linearné narGstajici thel otoceni. Jestlize
dochazi k ihlovym kmitim ze rotace, neni nartist uhlu otoceni v Case linearni, ale kolisa
kolem linearn€ vzrlstajiciho uhlu. Piiklad ¢asového pribéhu narlstajiciho uhlu otoceni je
uveden na obr. 13 a piiklad extrahovanych odchylek uhlu je na obr. 14. Misto Casové osy je
pouzita stupnice v poCtech otoceni, jejiz déleni je v Case linearni. Tento zplsob piepoctu
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kompenzuje ménici se primérnou rychlost otoeni. Casovy pribéh odchylky je povazovan za
uhlové kmity za rotace. Odchylky uhlu maji nulovou stfedni hodnotu.
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Revolution Revolution
Obr. 13 Uhel otoc¢eni v zavislosti na ¢ase Obr. 14 Kolisani uhlu otoceni v zavislosti
na case

K demonstraci dvojité derivace ¢asového priabéhu odchylek thlu otoceni podle Casu je
pouzito métfeni UGhlovych kmith 4taktniho a 4valcového zdzehového motoru osobniho
automobilu za volnob¢hu. Kolisani thlu otoceni za 10 dvojotacek je zndzornéno na obr. 15.
Pro fazovou demodulaci bylo pouZito pasmo do 6 order od nosné slozky. Na obr. 16 je
znazornéno spektrum amplitud slozek po Fourierové transformaci. Métitko pro amplitudy je
uhlovych stupnich a métitko pro frekvenéni osu je v order, tj. v ndsobcich zékladni primérné
rychlosti otaceni. Ve spektru uhlovych vychylek dominuji nizkofrekvenéni slozky, zatimco
vysokofrekvencni slozky nad 6 order jsou zanedbatelné.

15 - : : : ; ‘. .' .' -
10 & - - : : ; ; -

Rewolution
Obr. 15 Casovy pribsh thlové rychlosti béhem 10 dvojotadek po integraci thlovych
odchylek (odfiltrovany slozky na 6 order)

Uhlova rychlost v RPM (otacky za minutu) se ziskd nasobenim Fourierova obrazu
uhlovych odchylek cD(a)) faktorem ja, které zesili vysokofrekvenéni slozky. V pasmu nad 6
order je zvlnéné¢ nenulové pozadi spektra. Patrnd je rovnéZ zména proporci mezi
nizkofrekvencnimi slozkami, které obsahuji uzitecnou informaci o thlovém kmitani za rotace.
Opakované nasobenim Fourierova obrazu thlové rychlosti Q(w) znovu faktorem ja se
ziska Fourieriiv obraz uhlového zrychleni. Nad frekvenci 6 order se v tomto piipad¢€ linearné s
frekvenci zvétsi amplituda Sumovych slozek. Vyloudit Sum Ize tedy jen nulovanim slozek
spektra nad s frekvenci pfevySujici 6 order.

Vysledek vypoctu thlové rychlosti v otackach za minutu metodou derivovani ¢asového
prib&hu thlovych vychylek podle Casu je zndzornén na obr. 17. Casova osa je v otocenich.
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Uplnému cyklus étyitaktu odpovidaji dvé otatky motoru. V diagramu je zakresleno celkem
10 dvojotacek pres sebe.

Vysledek vypoctu kolisani thlového zrychleni metodou druhé derivace casového
prib&hu uhlovych vychylek podle ¢asu za dvojotaCku je znazornén na obr. 18. V ¢asovém
priabéhu lze pozorovat Ctyii zpomaleni vlivem komprese smési ve valcich a Ctyfi faze
zrychleni vlivem spalovaciho tlaku pii hofeni paliva v€etné anomalie vznikajici v prvnim
valci a velkého rozptylu maxim amplitud zrychleni ve vSech valcich. V komentaii
k vysledkim je tfeba si uv€domit, Ze zdznamy obsahuji frekven¢ni sloZky jen do Sesté
harmonické frekvence otacek, tj. do tieti harmonické frekvence zapali paliva ve valcich
(dvakrat za otacku).

#(t), &(jw) w=dg/dt, Q = jowd e=dw/dt, E= jwQ
1,2 deg 3 g - RPM : 120 rad/s2 :
,,,,,,,,,,,,,,, 7 1 ----------------flltered 100 4. Filtered

Y I . out

6 12
Order

0 6 12
Order

Obr. 16 Spektrum kolisani uhlu oto€eni, thlové rychlosti a zrychleni

Rewolution

Obr. 17 Casovy pribsh thlové rychlosti béhem 10 dvojotadek po integraci thlovych
odchylek (odfiltrovany sloZzky na 6 order)

V poslednich dvou obrazcich byly ¢asové priabéhy uhlové rychlosti kresleny pies sebe,
coz lze zdlGvodnit potiebou zjistit rozsah zmén zrychleni v jednotlivych pracovnich fazich
motoru. Pro jiné divody miize byt pozadovano kreslit ¢asové pribéhy za sebou. Vypocty
probihaji vSak po segmentech odpovidajicich dvojotace a vznikne problém skokii mezi
navazujicimi segmenty. Reseni tohoto problému spo&iva ve vyhlazeni mist spojeni filtraci dat.
Vyhodné se jevi proto pouziti metody vysokorychlostni konvoluce jako v ptikladu s integraci
zaznamu zrychleni. V obr. 19 je ¢asovy prubéh péti dvojotacek nasledujicich bezprostiedné za
sebou nevyhlazeny ve spojich (kresleno ¢ern€) a prubch vyhlazeny (Cerveng).
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Rewolution

Obr. 18 Casovy pribéh uhlového zrychleni béhem 10 dvojotacek po dvojité integraci
uhlovych odchylek (odfiltrovany slozky na 6 order)

Rewolution

Obr. 19 Casovy priibéh uhlového zrychleni po dvojité integraci thlovych odchylek b&hem 5
po sob¢ jdoucich dvojotacek

6. Zavér

Referdt popisuje postup integrovani a derivovani signali pomoci rychlé Fourierovy
transformace, tj. ve frekvencni oblasti délenim nebo nasobenim faktorem jw. Protoze ve
vzorkovanych zdznamech je obsazen méfici Sum, je signal ve frekvencni oblasti filtrovan
vynulovanim vhodnych slozek spektra. Pro integraci je nezbytné vyloucit sloZky spektra ve
frekvennim pasmu pocinaje nulou. Naproti tomu derivace vyzaduje filtrovat
vysokofrekvencni sloZzky. V obou piipadech jsou tyto slozky siln€é zesilovany a prekryji
uzitecné Cisti signalu.
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