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TRANSVERSAL IMPACT OF ELASTIC ROD ON THIN ELASTIC
ISOTROPIC AND ORTHOTROPIC RECTANGULAR PLATE

J. Volek!, J. Soukup?

Summary: In relation to previous solution of non-stationary state of stress in
elastic plate excited by singular force, the solution of transversale impact an
elastic thin rod on thin elastic isotropic and orthotropic rectangular plate
including rotary inertia is published here.

V ptispévku IM 2002 [1] byl uveden postup a zakladni vztahy feSeni pficného rdzu tenké
elastické tyCe na tenkou elastickou izotropni desku — obr. 1.
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Reseni vychazi z podminky rovnosti posuvii v misté 4 dotyku obou t&les wy; = wyo 2.
Posuv dotykového bodu 4 desky wy; je dan souctem posuvu wgy;, ktery je urCen, vzhledem
k ptfedpokladim teorie tenkych desek, kmitavym posuvem primétu bodu 4 do stfednicové
plochy, a posuvu wpy;, ktery odpovida dotykové deformaci horni licni plochy. Posuv
dotykového bodu 4 tyce wy, je dan posuvem wrp, padajici tyce jako tuhého télesa, na n&jz
pusobi rdzova sila F(t) proti pohybu, zmenseném o posuv wg,> pruzné volné tyce a o posuv
Wpa2, odpovidajici dotykové deformaci tyce:

Wi Y Wpa1 = Wro = Wgyo = Wpyo
nebo
Wpat T Wpaz = Wpy = Wry — Wiyo — Wiy (1)
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Pro posuv wpy = wp(t) odpovidajici sblizeni téles vlivem dotykové deformace pfi razu,
neni zndmo obecné analytické feSeni. Je proto posuv wp vyjadien vztahem

wy =k, [F(@)P 2)

kde k4 je konstanta zavisla na elastickych a geometrickych vlastnostech téles v misté dotyku.
Proto jako prvni piiblizeni je uvazovan Hertziv vztah pro staticky dotyk elastické koule
(kulového vrcholu ty¢e — 2) o poloméru R, a elastického poloprostoru (horni licni plochy
desky — 1).
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Pro dalsi fesSeni je nutno urcit polomér kruznice dotyku koule, resp. kulového vrchliku a
roviny:

1
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- 3n(l-pn 1-p
c=k,|F(t)]3 kde k& =|— —+—2|R 4
LF )] L(E Ej} @
Posuv dolniho koncového fezu tyce je dan vztahem [1]
2 t 0o t
Wyy = Wi gy = vt+gt——ijr(r)(r—r)dr —izijF(z)smm,(z—r)dr (5)
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tenké elastické desky [1]:

Izotropni deska

Kirchhoffiiv model
h 0*w x; it
e Ll L ) )
Rayleigho model
2 2 -
Adw— L O Ay PO Pl yiD) (62)
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kde
J ER
=t L=t p=_Fh__
(1-p7) ¢ D 12(1-p7)
Ortotropni deska [3]
Rayleigho model
o'w o'w o'w o’
ny‘FZDénW-FDy ay4 +§[phw—JPAw]=p(x,y,t) (7)
Kirchhofiiv model desky (J, = 0)
o'w o'w o'w o’
D ——+2D +D +—|p.hw—J_Aw|= p(x;y;t
X ax4 én ax2ay2 y ay4 atz [p P ] p( y )
3 E N G h 3
x = Ex.h Dy = - ny =— Jp = i (7a)
12(I-p,m,,) 12(1-p,p,0) 12 12

D, =Dw,+2D =D, +2D,

Reseni pohybovych rovnic (6) a (7), tj. vztah pro vypoéet posuvu desky je mozno hledat
Fourierovou metodou ve tvaru dvojné fady

Wiy =YY XY()T() ®)

n=1 m=1

kde funkce X(x) a Y(y) vyhovuji pfislusné pohybové rovnici a okrajovym podminkdm a jsou
ortogonalni. V feSeném piipad¢ obdélnikové desky po obvodé prosté podepiené [2], [3]

X(x)=sina,x Y(y)=sinB,y
nm mm

o, =" B, =" ©)
a b

Za predpokladu, ze vnéjsi budici spojité zatizeni p(x;y;t) je mozno vyjadrit ve tvaru

p(xy;t) = P(x,y) F(1)

je feSeni rovnic (6) a (7), tj. posuv bodu stiednicové plochy desky [2], [3]
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0

w(x; y;t) = Zz — \I(]x)(ﬁ(y)_[F(t)sm(onm(t—t)dt (10)
n=1 m=1 J‘J‘ X(x)Y(y) dxdy nm™> nm

T f P(x;y) X (x)Y (y)dx.dy

Parametr ¥, pro izotropni i ortotropni desku

Rayleigho model
v :Jp(ocf + B,i)+ p.h

Kirchhoftiv model J, = 0
=p.h

Vlastni frekvence pro Rayleigho i Kirchhoffiiv model desky

. , D
izotropni ®,, =—
\}lnm
Do’ +2D, a +D
ortotropni ®, = é\“P Bt DB,

Dvojny integral v ¢itateli vztahu (10) je bezrozmérny parametr
ab
P = [ [ P )X ()Y (y)dlx.dy (11)
00

ktery urCuje vliv geometrie vnéjSiho budiciho zatizeni p(x;y,t)—>P(x,y). F(t), tj. vliv tvaru a
velikosti kontaktni plochy a jeji polohu v horni licni ploSe, napt. soufadnicemi jejiho stfedu xg
a yr, a rozloZeni intenzity spojitého zatiZeni. V pfispévku [1] je v pohybovych rovnicich
uvazovan kontakt razniku a desky jako osaméle ptisobici sila F(?) aplikaci Diracova impulsu
(delta funkce) &, ),9(,,). Pretvoreni desky v blizkém okoli bodu dotyku Iépe vyhovuje

vyjadieni vnéj$iho spojitého zatizeni ve tvaru rotaéniho paraboloidu

p(p)zgif){l—(ﬂj } (12)
T C C

pfi¢emZ polomér ¢ kruZnice dotykové deformace ménici se v priibéhu rdzu je urcen vztahem
(4). V takovém ptipad¢ je parametr [4]

py = 30w vy (13)
¢ Vnm
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kde vy, =+ +B,; a J>(ynmc) je Besselova funkce prvniho druhu, druhého fadu pro

argument (y,,,C).

Jmenovatel zlomku ve vztahu (10) s ohledem na (9)
0

V feSeném piipad¢ prosté uloZené desky je vertikalni posuv

X(x)Y(y)  dx. dy = Tb

o'—.a-

w(x; y;t) = a.:;zcz ii AV .sina,, x,.sin B, y,.sino x.sin Bmy.J‘F(t).sinconm(t —1)dr

n=l m=1 ’ij(’onm nm 0
(14)
Vertikalni posuv v misté rdzu x = xp, y = yr
0 © J t
W(X, Ypit) = Zzy - ) sin’a,x,.sin” B, [ F@)sino,, ((-t)dt  (14a)
b.c n=t m=1"Y g @ L 0

Dosazenim vztahti (2), (5) a (14a) do rovnice (1) se po Uprave, za predpokladu stejnomérné
konvergence vSech tad, které tyto vyrazy obsahuji, ziskd nelinearni integralni Volterrova
rovnice II. druhu pro vypocet razové sily F(2)

t
k,[FO)] =w@) - j F).K(t—t)de (15)
0
2

kde funkce W(t) = v.t + % a jadro integralni rovnice je dano vztahem

smoo t 32

o J C) .2 ) .
K(t)——+— 2 m/_gin o, x,,.sin sinw, ¢ (16)
m2 m2 ; (’Oj a.b.c2 ;;Y jm(’onm\an " BmyF "

Reseni integralni rovnice (15) nelze provést pomoci integralni transformace a neni znama
ani jind metoda analytického feSeni. Pro pfiblizné feSeni integralni rovnice byla pouzita
vlastni numericka metoda : v ¢asovych intervalech 4¢, tj. 7 v intervalu

t,, =(i-1)At <t<iAt=t,
je vhodné hledanou funkci F(?) je vhodné aproximovat linedrni funkci, uréenou hodnotami

F_ =F(t=(-1)A)a F = F(t=iAt)



6 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #200

Fo) =E[A%—(i—l)}—Fi[A%—i}

pak Duhameltv integral v rovnici (15) je mozno vyjadfit vztahem

I:IF(T)K(t—T)dr:i ’T‘ { {At ,-—1)}—12_1[2—;1}}1{(NA¢ )dt

i=1
kde t= NAt a podle (16)

{—1 sino, (NAt—1) 32 && ., »
K(NAt-1) = + sin“ o, x,..sin sinw  (NAt —t
( ) m2 m2 j=1 ] Cl.b.cz ;mzz‘; nE Bm.yF mn( )

(16a)

Jestlize plati Fy = F(t=NAt), pak po dosazeni vztahu (16a) do integralni rovnice (15) se po
uprave ziské nelinedrni rovnice pro Fy

a,FY +a,Fy +a,=0 (17)
kde a, =k, (18)
NAt T
proN >2 a= | (——N+1jK(NAt—r)dr (18a)
(N-1)At At
N=] iAt T T
a, = {F}[——i+l}—E_l{——l}}K(NAt T)dt -
i=1 (i-1)Ar At At
NAt T
Fyy | {— - N}K(NAI —1)dr — P (NA?) (18b)
(N-1)Ar At
1 At
proN = 1 a, :E'([r.KI(At—r)dr (18¢)
a, = -V (Ar) (18d)
kde K, (At —1)= Art
m,

tj. druhy a tfeti clen ve vztahu (18b), pro a pro N > 2 jsou pro N = 1 rovny nule, nebot’ do
prichodu odrazené viny je mozno dotyk obou téles povazovat za dotyk dvou poloprostord,
posuv dotykového bodu je urcen jen dotykovou deformaci, tzn. cCasovy interval pro
numerickou integraci je nutno volit v rozsahu
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AtS% a Atéﬁ

G G

Pfi volbé linearni funkce aproximujici funkci F(?) v kratkych asovych intervalech Afje
splnéna podminka F(r=0)=0, avSak podminka odpovidajici experimentalné¢ zjisténému

dF(t y , ot A% e a s e
arw =0 splnéna neni, nebot’ v ptipad¢ linearni aproximujici
t

t=0

c¢asovému prubchu sily

JdF(0) _F

funkc .
dt At

Je proto nutno pro prvni ¢asovy interval volit aproximujici funkci ve tvaru paraboly
F(t)=pt’ (19)

Koeficienty rovnice (17) se zméni

At

Pro N=1 a, = L Ir 2(At—1)dt = 12]9 At?
Mm% m;,

a rovnice (17) se zméni na rovnici pro parametr p rovnice (19)

a,p’ +a,p —¥P(A)=0 [cm]
4
kde a, = k,(At)” a = (41) P(AL) = v, A + £ (Ar)
12m, 2

Resenim této rovnice se ziska hodnota parametru p a hodnota F; se urdi ze vztahu
F = p.(At)z. V dalsich intervalech zlstava aproximujici funkci pfimka. Koeficienty a; a a;
pro N = 2 se ur¢i ze vztahi (18) a (18a), avSak zméni se koeficient ay

NAt

At
a, = pjr ZK(NAt -1 )dr -F '[ [i - N}K(NAt —1)dt — W (NA?)
0 At

(v-1)

proN >3 se zméni koeficient
At N-1 iAt T T
a, = pjr K, (NAt—t)dt + ) j {Fi[——(i—l)}_g{z_ }}K(NAt—r)dr _
0 =2 (i-1)At

NAt

~Fy, | ) {i - N}K(NAt —1)— W(NA?)
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kde funkce K (NAt—1) je dana vztahem (16a) . ReSenim nelinearni integralni rovnice (15),
resp. nelinearni algebraické rovnice (17) se ur¢i hodnota razové sily F na konci intervalu
t = NAt a tim je mozno provést vypocet hodnot slozek posuvii, rychlosti a napéti v prabéhu
razu, tj. pro Fiy > 0 1 v ¢ase nasledujicim po ukonceni piisobeni razové sily [3].

Dale jsou uvedeny vztahy pro vypocet veliin potiebnych pro analyzu procesu pretvareni
volné podeptené desky v Case ¢ = NA¢ pro ortotropni desku. Pro izotropni desku viz rovnice
(6) plati
E=E,=E); G =Gy, u =y, D =Dy =D, = D, D, = D-I_TM

xy

Posuv vertikalni

w(x; y;t) = a64 ZZ%’””C)sinaan.sin B, yp-sina x.sin B y.T(t = NA?)

Posuv ve smeéru x

u(x,y,z,t)=— 6422 Zz ‘2]2 z”mc) o, sino, x.sin B, y,.cosa,.x.sin B, y.sin B, .7T(t = NAt)

a~b~c n=1 m=1 ynm(’onmq]nm

Posuv ve sméru y

4 : :
v(x,y,z,t)=— 6 < Zz y”’”\P B, sina, x.sinf, .

n=1 m= IYnm nm ~ nm

.sina, x.cos B, y.T(t = NAt)

Uhly natoéeni teéen

Q. (x,y,t)= ZZ y”’” o, sina, x,sin B, y,.cosa,.x.sin B, y.T(t = NAt)

n=1 m= IYnm nm

4 & : . ,
0, (x,y,0) = 6 5 Zz ‘2]2 2”’"0) B, sina, x.sinfB,y. .sina, x.cos B, y.T(t = NAt)
a.nb.c

Normalné napéti

- ve smeéru osy x

Ez 4z ii el + 1, 8)

o, (xX,y,z,0) =
1 ,ny,u},c a b C n=1 m=1 ynmwnm\Pn

sina, x.sin 3, y.

sine, y.sin S y.T(t = NAt)
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- ve smeéru osy y

E = - ]/r"n ﬂri +/le a’f . .
ay(x,y,z,t)Zl i abi }ZZ} 2 ang’nm\ynm = )smaansm Vi

sina, x.sin B, y.T(t = NAt)
Obdobn¢ smykova napéti

7, (x,y,2,0) ==G 2.

A S . .
abczzz 22(7/nm ) .anﬂm Slnanxpsmﬂmyp.

én

sz(x,yaz,t)={1 (2;) :l b4 ZZJZ Von ”A sina,x,sin 3, y.
ab.c’

n=1 m=1 ynma)nm nm

.cosa,x.sin B, y.T(t = NAt)

kde
2 2
aD + p.D
= n—_x ﬁm én _Jpa)nm
a)nm
2Z 4 N 27/nm ﬂmA
T (x,v,z,t)=|1— sin, x,. sin
R (50,20 { (h”abc 22 ey, S s
sing, x.cos B, y.T'(t = NAt)
kde
D +a; D
w

nm

kde funkce ¢asu T(t=NAt) po integraci

T(t= NAt)=F, [1 cosm,, At(N —1)+ sinw,, At(N —1)-
2 o, At

nm

2 a),m,At(zN—l) : a)nmAt
— Sin
(a)i’lmAt) 2

i=2

N
+ Z{ : )(%cosa)nmAt(N —i+ 1)+

+ [(21' —Dsinw,, At(N —i+ %) L cos @, At(N —i + %)}.sin—w"’“mj +
®

mn

+F_sinw, At(N —i+ %) sin%m}
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Tento pfispévek navazuje na nekteré studie vypracované s podporou grantového projektu
GACR ¢. 101/00/0674 a GA AVCR reg. C. A2076001.

Pro posouzeni vysledkii uvedené¢ho teSeni se predpoklada feSeni metodou konecnych
prvki, analytické feSeni pro 3D a experimentalni feSeni problému rdzu v soustavé jedno a
dvourozmérnych téles.
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