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STUDY OF INTERACTION OF PERIODICAL ARRAY OF
COLINEAR CRACKSWITH PERIODICAL ARRAY OF CIRCULAR
INCLUSIONSIN PARTICLE COMPOSITES

T. Profant*, M. Kotoul*

Summary: Crack problem for an array of colinear cracks in composite ma-
trix, where the cracks tips may terminate at the interfaces of inclusions with
the different elastic properties then the matriz, is investigated. In the first
part an approrimative fundamental solution for a single dislocation lying in
a general point between two inclusions is developed. Here, the technique of
Muschelischuvili complex potentials, which are approximated by suitable base
functions, is employed. The Galerkin method for a numerical evaluation of
the coefficients of base functions is used. In the second part the solution for
a single dislocation between two inclusions is employed in the problem of the
array of collinear cracks separated by the array of inclusions. The distribu-
tion of continuously distributed dislocations is used for each crack modelling.
The Bueckner principle and the periodicity allow investigating the solution of
a singular integral equation, in which the problem is converted. The integral
equation s solved using the numerical principles founded on the properties of
the orthogonal polynomials.

1. Uvod

V lomové mechanice kompozitnich materialli, hraje vyznamnou roli modelovani interakce
trhliny s casticemi sekundarni faze, které maji odlisné elastické, tepelné aj. vlastnosti
nez material inkluze. Ukazuje se, ze lomové vlastnosti kompozitnich materialt zaviseji na
souhfe mnoha faktorti, mezi které patii jiz zminéné interakce trhlin s nehomogenitami,
vlastnosti materidlovych rozhrani, zbytkova napéti, intristické lomové vlastnosti jednotli-
vych slozek a charakter zatézovani. Pro dily zhotovené z kompozit s kiehkou matrici je
casto typickd vysoka koncentrace mikrotrhlin, které vznikaji pti zatézovani nebo jiz pfi
vlastni vyrobé. V pripadé sifeni hlavni trhliny se casto vyskytuje stav, kdy se trhlina roz-
Sif{ pouze v kiehké matrici a jeji lice pfemostuji neporusené ¢astice (vladkna) druhé faze.
Pokud nedochézi k dekohezi rozhrani matrice/¢astice nebo k poruseni vldken mimo ro-
vinu hlavni trhliny a k jejich naslednému vytahovani z matrice, nabizi se modelovat takto
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Obrazek 1: Model premosténi magistralni trhliny fadou inkluzi

premosténou hlavni trhlinu pomoci fady kolinearnich mikrotrhlin oddélenych sekundar-
nimi ¢asticemi, viz obrazek 1. Z lomové mechanického hlediska jde o zna¢né komplikovany
problém interakce samotnych inkluzi, interakce mikrotrhlin s inkluzemi a interakce mik-
rotrhlin navzajem, priCemz se souCasné meéni charakteristiky popisujici lokalni rozlozeni
napéti v okoli kofentt mikrotrhlin, které je typu 1/rP, kde r je vzdélenost od kotene trh-
liny a exponent 0 < p < 1 zavisi na materidlovych vlastnostech matrice a inkluzi. Jako
schlidné cesta pro analytické Teseni se jevi technika spojité rozdélenych dislokaci v kom-
binaci s Buecknerovym principem, viz napf. monografii Hills & Kelly (1996).

Reseny problém se uvazuje jako rovinna tiloha pruznosti. Postup vypoctu je rozdélen
do nékolika fazi. Nejdiive bude predveden postup pro nalezeni napjatosti v zatizené desce
obsahujici dvé kruhové inkluze. Dundurs & Mura (1964) popsali feSeni interakce dislokace
s jednou inkluzi. S pomoci jejich vysledku bude odvozeno feseni pro interakci dislokace
s dvéma inkluzemi. Toto feSeni bude rozsifeno na problém nekonecné fady inkluzi s dis-
lokacemi lezicimi mezi inkluzemi. Na zavér bude sestavena pomoci Buecknerova principu
singularni integralni rovnice pro neznamou hustotu Burgersova vektoru By(x).

2. Dvé inkluze

Necht rovina xQOy predstavuje matrici kompozitu, kterd obsahuje dvé kruhové inkluze
jednotkového poloméru se stfedy v bodech [£d/2,0]. Material inkluzi ma obecné jiné
charakteristiky nez material matrice a inkluze jsou s matrici dokonale spojeny. Matrice je
zatiZena vnéjsim napétim o7y = p a o, = ¢, viz obr. 2.

Nésledujici feSeni je odvozeno podle Savina (1951), kde je feSen problém kolinedrnich
otvorli v nekonec¢né roviné.

Parametry a proménné tykajici se matrice budou oznacovany indexem e a parametry
tykajici se inkluzi indexem 7. Vzhledem k idealnimu spojeni matrice/inkluze musi byt na
hranici kazdé inkluze splnény nasledujici okrajové podminky

Ue + ive =u; + ivi 5 Oeng + iae,ny - _(Ui,nz + igi,ny) ) (1)
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Obrazek 2: Matrice s dvéma inkluzemi

kde u a v jsou slozky posunuti a pro napéti o,,, a o,, plati vztahy

Oz COS(N, T) + 04y cos(n,y) = o, ,
(2)
Opy cOS(n, T) + 0yycos(n,y) = op,,
kde cos(n,z) a cos(n,y) jsou cosiny whli, jez svird vnéjsi norméla n hranice y(!) pravé

inkluze, resp. hranice ) levé inkluze, s osou z a osou y. Pomoci vztahti uvedenych (napf.
Muschelisvili 1966) 1ze pfepsat okrajové podminky (1) do tvaru

1
"iegple(o—) - <0 - > 9016( ) d]le(a)_
fhe ® ) (g LYW ® ) -
e (mell o) = (0= ) o)~ el @) = 0. ®
1
p1e(0) + (0= =) Ael0) + Do) -
o) - (0= 2 )W) - P0) = 0, )
kde k = 1,2, 0 = exp(it) je bod jednotkové kruznice a kde funkce ¢(z) a 1(z) jsou

Muschelisviliho komplexni potencidly komplexni proménné z = x-+iy. Na zakladé principu
superpozice lze tyto potencialy hledat ve tvaru

P (2) = oV (2) + iV (2) = o +za (2 —d/2)" (5)
WP (2) = vi V() + i (2) = w1 (= Z Dz —d/2)" (6)

pro pravou inkluzi,

o2(2) = o2 (2) + 0i(2) = 2D () + 3 a2z +df2)", (7)

n=1
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D) = i) + 982 ) = P2 + 3 B2 (2 + d/2)" (8)
n=1
pro levou inkluzi a

p1e(2) = (2 )"‘9052)( )

= ()016 +Z

m/\

Oé

Ye(z) = wﬂ<>+¢£?<>:
( 00
- 7/)16 Z d/ ) Z m (10)
pro matrici.

Potencialy gph ) a Qﬂh pro k = 1,2 jsou rovny nule a potencialy ¢F a ¢ odpovidaji
zatizené matrici bez inkluzi a maji tvar

ptq p—3q
=P P = 23 (1
Koeficienty al?), 041(7]2, ") a flfl) v rovnicich (5)—(10) jsou nezndmé a musi byt urceny

pomoci okrajovych podminek (1). K jejich uréeni je vhodna Bubnova-Galerkinova metoda,
viz napi. Michlin (1974). K nalezeni neznamych koeficientti al?), ozgjz, BE) a 1(12 se vychézi
z podminky, Ze leva strana kazdé z rovnic (3) a (4) musi byt ortogonalni na vSechny prvky
béaze vhodné zvoleného linedrniho prostoru funkci. V daném piipadé byl jako baze zvolen
systém funkci

(z+d/2)F, (12)

kde k£ =0,4+1,4+2, 43, ... a podminky ortogonalnosti lze psat ve tvaru

[ [reete) = (o - 1)%?()&%@—

~ (k)
:ue <K/1§0§sz) < O_) ol zk) (l k’)( )) + CO?’LS'[;| o"do =
= - / /16(7016 ( O') ¥1 e/ wle( ) -
~ (k)
e 1
- (wt0) = (7= 1) o)~ o)) const] a0, (13
Hi o
13 1 1 K1
[ [#2@) + (=) ol (o) + el o) -
~ (k)

— (#900)+ (0= 5) 57 (0) + 090) ) + const] oo
—— [ [ebo)+ (o= 2) o0) + ¥ET0) -

~ (k)

— (090 + (o= 2) b 10) + 9ED(0)) + const] oo, (14)
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Obrazek 3: Matrice s dvéma inkluzemi a dislokaci mezi nimi.
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Obréazek 4: Matrice s inkluzi a dislokaci s Burgersovym vektorem b,,.
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kde v¥) je hranice pravé resp. levé inkluze pro k = 1 resp. k =2 an =0,1,+2, 43, ...
Dosazenim potenciala (5)—(10) do (13) a (14) pro oo™ =0 a 2™ = 0 obdrzime po
integraci soustavu linearnich rovnic, ve které koeficienty 042’2, agfn), ﬁékn) a 1(],? vystupuji
jako neznamé. Tato soustava je velice obsahla a nebude zde uvedena, 1ze ji nalézt v praci

Profant & Kotoul (2003).

3. Dvé inkluze a dislokace

Uvazujme nyni nulové zatizeni matrice v nekone¢nu a mezi inkluze vlozme do bodu [, 0]
dislokaci s Burgersovym vektorem b = (0,b,) (déle jen b,), viz obrazek 3. Dundurs &
Mura (1964) vyjadfili Airyho funkci napéti, kterd popisuje vztah mezi jednou inkluzi a
dislokaci. Transformaci posunutim se stfed inkluze pfesune do bodu [—d/2,0] (viz ob-
razek 4) a podle Muscheligviliho (1966) se odvodi komplexni potencidly ¢P (z), ¥ (2),
goﬁ-@)(z) a 5(2)(2). Potencialy 903(1)(2) a wﬁ-(l)(z) jsou podobné jako v predchozim pri-
padé nulové, protoze vliv druhé inkluze je zachycen jen pomoci Muschelisviliho potenciali
A2, 01 (), 010 (2), 017 (2), 9177 (2) a i (2). Opakovénim postupu pouzitého pro
pripad dvou inkluzi v zatizené matrici se ziskaji soustavy rovnic formalné shodné se sou-
stavami (13) a (14). Zméni se pouze pravé strany rovnic. Protoze komplexni potencidly
oP(2), VP (2) a gpﬁm(z) a 1/)5(2)(z) jiz spliuji okrajové podminky (1) na hranici v levé
inkluze, je vyraz na pravé strané rovnic (13) a (14) pro & = 2 roven nule. Pro k =1 je
prava strana rovnic (13) a (14) nenulova, a potencidly ¢ (z) a ¥ (2) zde reprezentuji
vliv levé inkluze na inkluzi pravou. Jako piiklad jsou v tabulce 1 uvedeny hodnoty napéti
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Obréazek 5: Dvé inkluze s dislokaci.

oyy Vv bodech A, B, C a D, viz obrazek 5, pro polohu dislokace v bodé

d
ci:(2—1> co; pro i=1, (15)
fde 2 + 1
w21
— 16
CO’ COS(2N+1) (16)

jsou kotfeny Cebysevova polynomu stupné N + 1 = 5. Material inkluzi byl zvolen s po-
lovi¢ni tuhosti nez materidl matrice. Z vypoc¢tl vyplyva zavislost rychlosti konvergence
priblizného feseni popisovaného problému jak na vzajemné poloze inkluzi tak i na poloze
dislokace. Dostatecné rychla konvergence (pfiblizeni do desatého fadu) nastéva pii da-
nych materidlovych charakteristikach pro ptipad, kdy vzdalenost mezi inkluzemi je fadove
shodna s primérem inkluzi a pro dislokaci nelezici v tésné blizkosti inkluzi. V opac¢ném
pripadé je tfeba uzit vyssich stupnd aproximace.

Zajimavé feSeni stejného problému popsali Fukuzaki & Shioa (1986). Vyuzili vlastnosti
bipolarnich soufadnic. V prvnim kroku pouzili feSeni Dundurse & Mury (1964), pridali
druhou inkluzi a zobrazili obé kruhové hranice pomoci vhodného konformniho zobrazeni
na primky rovnobézné s jednou osou soutadnic. V dalsim kroku pozadovali, aby na téchto
piimkach byly splnény okrajové podminky (1). ReSeni hledali ve tvaru nekoneénych fad.
Jejich Teseni je vSak prilis slozité a nevhodné tudiz pro dalsi modelovani. Na obrazku 6
je graf srovnavajici obé feseni pro pripad dvou inkluzi stejného priméru, riznych mate-
ridlovych charakteristik a s dislokaci napravo od obou inkluzi s Burgersovym vektorem
b,. Reseni Galerkinovou metodou odpovida aproximaci n = 10, feSeni pomoci bipolarnich
soufadnic odpovida aproximacim n =10 a ¢t = 9.

4. Rada inkluzi a dislokaci

Ptedchozi tlohu nyni rozsifime na pripad nekonec¢né fady dislokaci, které lezi mezi inklu-
zemi. Muschelisviliho komplexni potencialy pro pravou a levou inkluzi opét hledame ve
tvaru (5)—(8). Potencily pro matrici se na rozdil od pfedchoziho pfipadu nepatrné zméni
a hledaji se ve tvaru

pre(z) = ¢D(2) + P (2) =
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Obrazek 6: Srovnani vysledki Galerkinovy metody a metody bipolarnich soutradnic.

Tabulka 1: Hodnoty napéti o, ve vybranych bodech na ose x.
E;/Ec=1/2,vi=ve=1/3, k=3 —4v
2¢/(d —2R) =cos(w(2¢ +1)/2(N + 1)), N=4,i=1
00 = pebyR/m(ke + 1)

1. priblizeni 3. priblizeni
2¢/(d —2R) | z/R* € €
1/6 1/4 1/3 2/5 1/6 1/4 1/3 2/5
Oyy /00 0.5878 A -0.4934 | -0.7340 | -0.9711 | -1.1561 | -0.4938 | -0.7362 | -0.9805 | -1.1758
B -0.6786 | -1.2514 | -2.2454 | -4.0515 | -0.6762 | -1.2432 | -2.2212 | -3.9097
C 2.9524 | 5.7253 | 10.8732 | 20.6249 | 2.7589 | 5.7402 | 11.4140 | 21.7632
D 1.0055 1.3309 1.6191 1.8197 0.9405 1.1602 1.4124 1.6519
5. priblizeni 7. priblizeni
2¢/(d—2R) | z/R* € €
1/6 1/4 1/3 2/5 1/6 1/4 1/3 2/5
Oyy /00 0.5878 A -0.4939 | -0.7364 | -0.9809 | -1.1794 | -0.4939 | -0.7365 | -0.9813 | -1.1802
B -0.6760 | -1.2399 | -2.2062 | -3.8717 | -0.6760 | -1.2392 | -2.1963 | -3.8393
C 2.5411 5.3997 11.3521 | 22.3259 2.4276 5.0537 11.0103 | 22.4914
D 0.9675 | 1.1337 1.3106 1.5341 0.9896 | 1.1502 1.2680 1.4523

*viz obréazek 5.
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Obrazek 7: Nekonecna fada inkluzi a dislokaci.

Q

Oégl) ) 0 (2)

- ket 3 S Gz romdr T 2 2 ranroma (D

m=—oo n= 1 m=—oo n=1

Yie(z) = U(2) + 91 (2) =
s B2
= V() + Z Z —d/2 + 2md)" Z Z (z + d/2 + 2md)" -(18)

m=—00 n= 1 m=—oo n=1

Nekonec¢na tada inkluzi a dislokaci se modeluje nasledujicim zptisobem. Inkluze z feseni
Dundurse & Mury (1964) se pfesune do bodu [—d/2,0] a dislokace se pfesune do bodu
[c, 0]. V dalsim kroku se pfida druha inkluze, tentokrat se jeji stfed umisti do bodu [d/2, 0]
a s ni svazana dislokace se umisti do bodu [d — ¢, 0], avSak s Burgersovym vektorem —b,,.

Tento zékladni motiv dvou inkluzi a dvou dislokaci se nyni rozvine s periodou 2d po cele

delce osy z, v1z obréazek 7. Muscheligviliho potencidly ¢P (2), ¥ (2), goﬁ(l)( ) s ( ),

ot ( )a poe ( ) budou nyni reprezentovat nekone¢nou fadu inkluzi a s nimi svazanych
dislokaci. Vzhledem k periodicité tlohy stac¢i, aby okrajovd podminka (1) byla splnéna
jen na inkluzich se stfedy v bodech [£d/2,0], na ostatnich inkluzich bude splnéna jiz
automaticky. Dosazenim (5)—(8) a (17) a (18) do vztaht (13) (14) se ziskd soustava
linearnich rovnic, jejim# feSenim jsou neznamé koeficienty ! 6 ze vztaht (5)—(8) a
(17) a (18). Pfedchozi ptipad dvou inkluzi se dostane tak, ze se nekoneéné sumy podle m
zredukuji pouze na inkluze v bodech [+d, 0].

Jako numericky priklad uvadi tabulka 2 hodnoty napéti oy, v bodech A, B, C' a D,
uvedenych na obrazku 5, pro polohy dislokaci s Burgesovym vektorem b, v bodech [c +
2md, 0] a dislokaci s Burgersovym vektorem —b, v bodech [—c + (1 + 2m)d, 0], kde m =
0,+1,%2,... a kde ¢ je ddno vztahem (15).

5. Rada trhlin a inkluzi

S pomoci feseni predchozi tlohy lze modelovat ptfipad interakce fady kolinedrnich mikro-
trhlin s fadou inkluzi. K simulaci mikrotrhlin lze v tomto pfipadé pouzit metodu spojité
rozlozenych dislokaci. Z Buecknerova principu plyne, zZe feseni problému lze ziskat su-
perpozici ulohy o nekone¢né fadé inkluzi v zatizené matrici, Kosmodamianskij (1964), a
tzv. korekcnich napéti, ktera ptisobi podél licii trhlin. Korekéni napéti se stanovi pomoci
spojité rozdélenych dislokaci v mistech trhlin. Protoze stav napéti vyvolany piitomnosti
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Tabulka 2: Hodnoty napéti o,, ve vybranych bodech na ose x.
E;/Ec=1/2,vi=v.=1/3, k=3 —4v
2¢/(d —2R) = cos(m(2¢ +1)/2(N + 1)), N=4,i=1
o0 = .UebyR/ﬂ'(“e + 1)

1. pfibliZzeni 3. priblizeni
2¢/(d —2R) | z/R* € €
1/6 1/4 1/3 2/5 1/6 1/4 1/3 2/5
Oyy /00 0.5878 A -0.7118 | -1.4442 | -2.8173 | -5.2141 | -0.6566 | -1.3110 | -2.6613 -5.3404
B -0.6151 | -1.1792 | -2.2140 | -4.1246 | -0.6404 | -1.2009 | -2.1636 -3.8699
C 3.7640 | 6.6044 | 11.6856 | 21.2474 | 3.5732 | 6.6303 | 12.2545 | 22.4461
D 3.1606 | 5.3472 9.2552 | 16.6832 | 3.0965 | 5.1773 9.0420 | 16.4747
5. priblizeni 7. priblizeni
2¢/(d —2R) | z/R* € €
1/6 1/4 1/3 2/5 1/6 1/4 1/3 2/5
Oyy /00 0.5878 A -0.6471 | -1.2473 | -2.4300 | -4.9924 | -0.6462 | -1.2313 | -2.3041 | -4.6138
B -0.6456 | -1.2201 | -2.1829 | -3.8142 | -0.6461 | -1.2256 | -2.1978 | -3.7998
C 3.3555 6.2912 12.2016 | 23.0240 3.2420 5.9454 11.8623 | 23.1989
D 3.1235 5.1499 8.9264 16.2968 3.1457 5.1662 8.8788 16.1650

*viz obrazek 5.

Yy

Obrazek 8: Ilustrace techniky spojité rozdélenych dislokaci pro modelovani nekonecné
fady trhlin.
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dislokace zavisi pouze na Burgersové vektoru b,, redukuje se problém na hledani takového
spojitého rozlozeni dislokaci By (x) mezi inkluzemi, které generuje podél licii trhliny na-
péti co do velikosti stejna, ale opa¢né orientovana nez ta napéti, ktera vznikaji v disledku
vnéjsiho zatizeni. Protoze ze symetrie problému vyplyva, ze hustota B, (x) musi byt lichou
funkci proménné x, lze vyuzit pfedchozi tlohy k sestaveni nasledujici integralni rovnice
pro neznamou hustotu Burgersova vektoru By (x)

(ko 1) d/2—1 (me/d) d/2-1

7(k T cos(me

et s T B d / B Lo)de, (19

Le Tw =y y(c)sin(ﬂx/d)—sin(wc/d) et y(e)f (@, c)de, (19)
—d/2+1 —d/2+1

kde z € (—d/2+1,d/2 — 1), &,, je napéti vznikajici na licech trhlin v disledku vnéj-
stho zatiZeni a funkce f(z,c) je spojita na intervalu (—d/2 + 1,d/2 — 1) jak v proménné
x tak i v proménné c a popisuje veskerou interakci mezi inkluzemi a dislokacemi. Jeji
tvar je urcen potencialy (5)—(8) a (17) a (18). Integralni rovnice (19) lze Fesit jen pomoci
numerické integrace zalozené na aproximaci hustoty Burgersova vektoru B,(z) vhodné
zvolenym systémem ortogonalnich polynomt.

Podé&kovani: tento prispévek vznikl diky finanéni podpote prostiednictvim grantu GACR
101/02/0683.
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