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THE STATIC EQUILIBRIUM POSITION OF THE CENTER OF THE
SHAFT OF CAVITATED AND UNCAVITATED JOURNAL BEARINGS

P. KuCera*, E. Malenovsky*, F. Pochyly*

Summary: The contribution deals with computational modelling of static
equlibrium position of centre of the shaft under the cavitated and uncavitated
journal bearing. There are compared two accesses. The first is based on the
Navier — Stokes equation, equation of continuity and boundary conditions. There
are compared two methods of solution in the first access. The second access is
based on the Reynolds equation of motion of fluid in the bearing.

1.Uvod
Kluzna loziska se velice Casto pouzivaji v technické praxi. Mazacim médiem obvykle byva
olej, miize vSak byt i jiné médium. Pfi analyze dynamickych vlastnosti rotorovych soustav je
velmi dalezité znat dynamické vlastnosti vazeb hiidelové €asti na zékladni téleso, v ptipadé
kluznych lozisek tekutinového filmu. V té€chto pifipadech je nutné rozliSovat statickou a
dynamickou analyzu.

V ptipad¢ statické analyzy se predpoklada, Ze rotorova soustava je dokonale vyvazena
a pusobi na ni pouze statické, Casové neproménné, vnéjsi silové uinky. V disledku rotace
pusobi na htidel silové ucinky od mazaci tekutiny. Ve staticky rovnovazné poloze hiidele
nastane rovnovaha mezi zatizenimi ptisobicimi na htidel. Pfi vypoctovém modelovani se ve
vetsing ptipadi uvazuji pouze silové ucinky od tekutiny, a momentové, tedy natoceni hiidele
kolem os kolmych na osu hiidele, se zanedbavaji. Staticky rovnovéazna poloha je pak v roving
kolmé na osu htidele dana dvémi soufadnicemi. Tekutinovy film ma v tomto piipad¢ pouze
statickou tuhost.

V technické praxi se zpravidla rozliSuji dva typy loZisek, a to kratka a dlouhd. Pokud
je pomér L/D>0,25 povazuje se lozisko za lozisko dlouh¢é. V dalSim se zamé&fim pouze na
dlouha loZiska.
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Z praxe je znamo, ze pro urcitou tekutinu a fyzikalni poméry v lozisku vznika déj, ktery je
velice Casto v literatufe oznacovan jako ,,kavitace”. Tento pfipad je charakterizovan tim, Ze
v oblasti vyplnéné tekutinou, ve které klesne tlak pod tlak nasycenych par, se vytvori smés
vzduchu a tekutiny.

V soucasné dobé se ve vypoftovém modelovani dynamickych ucinkl tenkych
tekutinovych vrstev vychazi zejména z Reynoldsovy rovnice. Jeden z mnoha piedpokladii pii
jejim odvozeni je ptredpoklad nestlacitelné tekutiny, zanedbani vlivu setrvacnych sil od
tekutiny a ulpivani tekutiny na povrchu. Zejména tento ptedpoklad neumoziuje stanovit
tenzory hmotnosti tekutinového filmu, které nejsou zanedbatelné. Tyto Ize do feSeni zahrnout
ttemi zpusoby:

e Prvni zplsob je zaloZen na vypoctu kinetické energie.

e Druhy pfistup vychazi z rovnice pro hybnost s vyuzitim Navier — Stokesovy rovnice,
pricemz pfii integraci v radidlnim sméru tekutinového filmu se uvazuje rychlostni
profil jako bez vlivu setrvacnych u¢inkl tekutiny.

e Tteti pfistup, ktery je uveden v tomto piispévku, je zalozen na aplikaci Navier —
Stokesovy rovnice a kromé laminarniho proudéni a hladkého tuhého povrchu
neuvazuje zadné zjednoduSujici ptredpoklady na zéklad¢ kterych byla odvozena
Reynoldsova rovnice.

Vychozimi rovnicemi k analyze ve tietim pfistupu jsou Navier — Stokesova pohybova rovnice
tekutiny, rovnice kontinuity a okrajové podminky. S ohledem na to, Ze se jedna o novy pfistup
k vypoctové analyze, je nutné komplexni srovnani vysledkli ziskanych feSenim dle
Reynoldsovy rovnice. Pii statické analyze lze porovnavat rychlostni a tlakové pole, staticky
rovnovaznou polohu a statickou tuhost. V dal§im se zaméfim na porovnani staticky
rovnovazné polohy stfedu hiidele pod kluznym loziskem a to, jak u z bylo uvedeno dfive, pro
rovinny ptipad analyzy, tj. pro dlouhé loZisko.

Pro aproximaci feSeni i pro popis geometrické oblasti vyplnéné tekutinou je pouzito
Bézierovo téleso. K feSeni je pouzita metoda kontrolnich objemi, pficemZz pro popis
geometrické oblasti jsou pouzity kiivocaré soufadnice, feSeni rychlosti je provedeno
v kolmych soufadnicich.

2. Teoreticka analyza
Pro ptedpoklad laminarniho proudéni ma pohybova rovnice tekutina tvar

p%—i— p[rotéxé +%grad|é|2}+nrotroté+gradp =0 (1)
4
Rovnice kontinuity
pdive =0 (2)
Okrajové podminky
S:¢=0xy,+7"
I:¢=0
3)

P:p=0,(C=0xy,+Z")
K:p=0,(¢=0xy, +7")

V Einsteinové sumacéni symbolice se zahrnutim konvektivnich ¢leni ma pohybova rovnice
tekutiny tvar
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P:p=0, (Ci = &3 DY py +Zi.)’
K:p=0, (Ci = &3 DYk +Zi.)
Predpokladejme, Ze jak poloha stfedu hiidele, tak i rychlost a tlak jsou dany souctem

stacionarni a nestacionarni ¢asti. Pak pro polohu, rychlost a tlak plati
z; =2, (%) +v,(x,,0)

¢ :coj(x,.)+wj(x[,t) (7)

p=p,(x)+o(x,t)

Porovnanim ¢lenil u stacionarni ¢asti se obdrZi soustava rovnic pro analyzu
stacionarniho pohybu télesa a porovnanim ¢lenti u nestacionarni ¢asti se obdrzi soustava
rovnic pro analyzu nestaciondrniho pohybu télesa. Reseni je provedeno v kolmych
slozkach rychlosti a v kiivocarych soufadnicich.

Schematické znazornéni soutadnicovych systémi pro statickou polohu ze
kterych vychazi vlastni analyza je na obr. 1. V pevném nerotujicim soufadném systému
O je staticka poloha stfedu htidele, ktery je zatiZen statickou silou dan polohou stfedu
htidele, jenz je urcen pocatkem O,. Kolem tohoto stiedu, jehoz soutadnice jsou dany

vektorem z rotuje hiidel thlovou rychlosti ®. Pro zadavani okrajovych podminek je
dilezité specifikovat rychlosti télesa a tekutiny na tomto okraji. Pro realnou tekutinu
jsou zde rychlosti télesa a tekutiny stejné.

2.1 Staticka analyza

Pro analyzu pohybu tekutiny je zvolena metoda kontrolnich objemu. Po integraci
pohybové rovnice a rovnice kontinuity ptes zvoleny kontrolni objem, vyuzitim véty
Gauss-Ostrogradského 1ze psat rovnici rovnovahy, kontinuity a okrajové podminky ve
tvaru

dc, 0¢,

ou' ou'

pJ-EOi EOerirlnldS_nj YWnldS+ J.po’Yn‘nnrdSZO (8)
AS AS AS

[e,n'ds=0 ©)

AS
St € Vim = Ema (X =24 )®

F: EOi Yim = O (10)
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Pokud bychom fesili systém rovnic (8) — (10) bez dalSich uprav, museli bychom vzit v uvahu
jesté pohybovou rovnici télesa a problém fesit jako vazanou tlohu. Pro dalsi postup je velmi
vyhodné eliminovat staticky rovnovaznou polohu stfedu hiidele z okrajovych podminek.

vvvvv

polohy stfedu hiidele z okrajovych podminek Ize docilit na zéklad¢ nasledujicich predpoklada
Co, =y + 2,
i g J (1 1)

Po=PBy+ ﬂoj-zoj

Uvedenou substituci se obecné v prostoru 3D zavadi misto tii slozek rychlosti a tlaku, tii
slozky rychlosti a.; , jedna slozka tlaku B, devét slozek oy a ti1 slozky 3. Rychlostni funkce a;
na povrchu hiidele je zavisla na soufadnicich x; okraje htidele, jehoz soufadnice se zadavaji v
pevném s.s., a dale jsou funkci uhlové rychlosti rotace hiidele. Soutadnice x; jsou zavislé na
statické poloze hfidele z,, . Rychlostni funkce oij na povrchu hiidele je zavisla pouze na

uhlové rychlosti rotace hiidele. Dosazenim z (11) do (8) - (10) se obdrzi dva systémy rovnic.
Jeden pro feseni aw; a B a druhy pro feSeni aw;j a Boj. Pro oba systémy je mozné pouZit stejné
kontrolni objemy, jejichz pocet je nutno volit s ohledem na pocet nezndmych. Oba systémy v
symbolickém vyjadieni maji tvar

A,0; -B,a, +CB, =1,

Da, =1, (12)
A,(a,)a, —Ba, +Cp, =f;
Da, =,

Z prvnich dvou rovnic soustavy se vypocitaji feSenim nelinearni soustavy rovnic funkéni
hodnoty o a o a z druhych o a Bo;.

V piipad¢, ze se uvazuje kavitace, je nutno v oblasti s kavitaci uvazovat stlacitelnou
tekutinu. Reseni se sklada ze dvou krokii. Nejdiive se provede feeni pro nestladitelnou
tekutinu. Poté se provede analyza tlaku v fidicich bodech oblasti vyplnéné tekutinou. V
mistech kde je tlak mensi, nez tlak nasycenych par, pfifadi se hustota, ob¢ viskozity a rychlost
zvuku, které odpovidaji pfedem definované smési. Nasleduje iterace pro nalezeni staticky
rovnovazné polohy.

2.2 Matematické modely nalezeni staticky rovnovazné polohy

Jak jiZ bylo v uvodu naznaceno, v tomto ptispévku bude porovnana staticky rovnovazna
poloha kavitujicich a nekavitujicich lozisek, jejichz analyza vychazi z Navier — Stokesovy
rovnice a Reynoldsovi rovnice, kde pro piistup vychézejici z Navier — Stokesovy rovnice
budou porovnany dvé numerické metody vyuzité pii iteraénim zplsobu nalezeni staticky
rovnovazné polohy. Ptistup vychézejici z Reynoldsovy rovnice byl zpracovan podle [5]

2.2.1 Pristup vychazejici z Reynoldsovy rovnice tekutiny

Ptistup vychazejici z reynoldsovy rovnice byl zpracovan podle [5]. Zakladni problém analyzy
hydrodynamickych lozisek je rozlozeni tlakové funkce olejové vrstvy po obvodu loziska.
Reynoldsova rovnice nabyva tvar

(1), i) g [0 %)}
ax(h 8xj+az£h azj_6”{ax[(U°+U1)h]+2 = (13)



Kucera, P, Maenovsky, E., Pochyly, F. 5

kde p = p(x,z) funkce rozlozeni tlaku, x a z jsou soufadnice, které urcuji misto v olejovém
filmu, h je lokalni loZiskova mezera, u je viskozita média v lozisku, Upa U jsou tangencialni
rychlosti na okrajich loziskového filmu.
Tuto obecnou Reynoldsovu rovnici mizeme pro jisté predpoklady zjednodusit.

1. Tekutina je nestlacitelna, zanedbava se vliv setrvacnych sil od tekutiny a ulpiva na
povrchu.
Tekutina je Newtonovska s konstantni viskositou v celém objemu.
Proudéni je laminarni.
Konstantni tlak v radialnim sméru.
Rychlost v radidlnim sméru je zanedbatelna.
Gradienty rychlosti v radidlnim sméru jsou vétsi nez gradienty v tangencialnim a
axialnim sméru.
Tloustka filmu tekutiny je malé ve srovnani s polomérem loziska.

8. Zakfiveni povrchu tekutinového filmu je zanedbatelné.

9. Povrch loziska je hladky a tuhy.
Uvazujme valcové soutradnice loziska, potom Reynoldsova rovnice ma tvar

0 2 op] ., 0 , Op RY ) .
— | (1+&cosf) == [+ R* —| (1+ £cos@)f = | = —6u| — | || @ -2y |esin@ —2&cos6 | (14)
00 00 0z 0z o

SARNANE IRl N

~

kde

R...polomér loziska

Pro rovinny ptipad kluzného loziska (tzv. dlouh¢ lozisko) plati na koncich loziskaz=0az=1
Ze tlak v loZisku se rovna atmosférickému tlaku a pro nekavitujici olejovy film

p(6,0) =p(0,L) = pa

p(0,2) = p(2m,z) = po

kde p, je atmosféricky tlak a py je tlak kapaliny v lozisku

Po ptedchozich zjednodusenich a po aplikaci okrajovych podminek ma tlakova funkce pro
nekavitujici dlouhé lozisko tvar

P(9)2p0+6ﬂ(§j {(w—zv/\ (2 + £cos)sin +él{ ! - }} (15)

}(2+82X1+8C089)2 gl (1+gcos@) (1+¢&)

Definice tlakové funkce ma pro nas ten vyznam, ze z této tlakové funkce spocitame sily
pusobici na lozisko od olejového filmu a z téchto sil potom jako derivace téchto sil podle
vychylky, rychlosti a zrychleni, ptfidavné u¢inky ptisobici na rotorovou soustavu od kluzného
loziska, respektive olejového filmu kluzného loziska. Jak si miizeme povSimnout je pro nas
dualezité vypocitat staticky rovnovaznou polohu sttedu hiidele v lozisku, tzn. excentricitu.
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2.2.1.1 Vypocet staticky rovnovazné polohy (excentricity)

Staticky rovnovazna poloha hiidele v lozisku pod zatizenim naptiklad od hmotnosti rotoru
mize byt spocitdna jako rovnovéha od zatiZeni rotoru a sil od tlakové funkce olejové vrstvy
loziska, integrované po obvodé¢ hiidele. Staticky rovnovazna poloha stiedu hiidele pod
loziskem je potom déna excentricitou a thlem. Ukazalo se, ze pro nékteré konfigurace, tzn.
rozméry loZiska, otacky hiidele a zatizeni hiidele je excentricita stejnd. Tato excentricita je
vyjadiena pomoci tzv. Sommerfeldova ¢isla, respektive Sommerfeldovo ¢islo je funkei
excentricity. Po dosazeni okrajovych podminek dostdvame pro nekavitujici dlouhé lozisko
vztah pro Sommerfeldovo ¢islo

2 2
S:(2+g }\/21 £ (16)
127°¢
Pro dlouh¢ lozisko kavitujici obdrzime vztah

S=(2+82X1_82)\/ﬂ_2+( 1 (17)

6 4-r° )52

a pro uhel

[1 2
tany = INITE (18)

2¢
Sommerfeldovo ¢islo vyjadiené v zavislosti na rozmérech loziska, otackach a zatizeni ma tvar

2
LR, (R
s :ﬂ_l(_lj (19)
T F 0

kde

u...dynamické viskozita média v lozisku
R;...polomé¢r hiidele
L...d¢lka loZiska

o...otacky hridele

Porovnanim Sommerfeldova ¢isla vyjadieného v zavislosti na rozmérech loziska, otackach a
zatizeni se Sommerfeldovym cislem vyjadienym v zavislosti na excentricit¢ vypocitame
vhodnou metodou excentricitu € pro kavitujici a nekavitujici dlouhé lozisko, pro rizné otacky
hiidele. Tim dostaneme pozice staticky rovnovazné polohy stiedu hiidele pro ustalené stavy
jednotlivych otackovych krokd.

2.2.2 Pristup vychazejici z Navier — Stokesovy rovnice tekutiny
Po dosazeni (11) do (8) — (11) obdrzime se obdrzi pohybové rovnice pohybu kapaliny pro
stanoveni a, a B ve tvaru kontrolnich objemu

oo, Oa
ook .ndS— r_ 1 n'dS+ n.dS=0 20
pJS 1 D mirl n&[( 81,11 allr jyrm JSBYrm r ( )
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2.2.2.1 ReSeni pohybovych rovnic pohybu kapaliny pro stanoveni a;a B
Pro stanoveni o, a B z rovnice (20) bylo analyzovano n€kolik metod. Prvni metoda spociva
v tom, Ze v rovnici (20) polozime v prvnim integralu rovnice ¢len o, jako starou hodnotu o a
¢len a,jako novou hodnotu o, Integralni rovnice tak piejde do tvaru, ktery Ize obecnym a
symbolickym zpiisobem zapsat jako
A(as0,)tBoy=f (21)
Z této rovnice se vypocita hodnota oy, a ¢lenu o, se prifadi noveé vypocitand hodnota. Pak se
opetovné dosadi do rce. (21). Cely vypocet se opakuje dokud nenalezneme o, takové, které
odpovida nami zadanym kritériim.
Druhé metoda spociva v tom, Ze poloZzime v prvnim integralu rce. (20) ¢leny a1 o, jako staré
hodnoty o Integralni rovnice pak miizeme obecné a symbolicky zapsat ve tvaru
Bao, =f-fhe(asots) (22)
Povs§imnéme si, Ze ¢leny za prvnim integralem v rovnici (20) jsme pievedli na pravou stranu
feSené rovnice jako nelinearni funkci o. Postup iterace je obdobny jako u rovnice (21).

V soucasné dob¢ je testovana Newtonova metoda vypoctu rovnice (20). Tato metoda
je stale ve hie a vysledky analyz s touto metodou ndm napovi pii dal$im postupu vypoctu.

2.2.2.2 Resenti zy;, staticky rovnovazné polohy
Ikdyz jsme vyloucili pii feSeni a;a B staticky rovnovaznou polohu, tzn. polohu htidele, je
staticky rovnovazna poloha zavisla na a; a 3. Na pocatku je tfeba uvést, ze vzhledem k tomu,
ze se zménou polohy hiidele je provadéno 1 nové generovani sité, jedna se o kombinovanou
ALE metodu, tzn. pfi kazdém itera¢nim kroku, pii vypoctu staticky rovnovazné polohy je
potieba opétovné nakonfigurovat sit’ a spocitat pro kazdy iterac¢ni krok o;a 3 a z nich potom
dalsi polohu zy;.

Vypocty a celd analyza vychazejici z Navier — Stokesovy rovnice kapaliny byla
naprogramovana v programovém prostiedi Matlab.

3. Modelova uloha

Geometrické rozméry loziska jsou L = 0.1m, R = 0.05m, radialni mezera 0.2mm. Fyzikalni
veli¢iny nestlacitelné tekutiny jsou p = 885kgm™, 1; = 0.008Pas, ¢,, = 1000ms™, tlak
nasycenych par pn, = -100Pa a fyzikélni veli¢iny smésy tekutiny a vzduchu jsou

p= 100kgm'3, N1 = 0.00008Pas, n, = 0Pas a c,, = 330ms™.

V této uloze byla pocitana staticky rovnovazna poloha dlouhého loziska, kavitujiciho a
nekavitujiciho, byly porovnany ptistupy vychazejici z Reynoldsovy a Navier — Stokesovy
pohybové rovnice tekutiny, kde u pfistupu vychdzejici z Navier — Stokesovy pohybové
rovnice tekutiny byly porovnany dvé metody iteraéniho vypoctu staticky rovnovazné polohy.
Vypocty byly provedeny pro otackové pasmo (250 — 100000) ot/min.

Na obrazku ¢.2 jsou porovnany staticky rovnovazné polohy pro feSeni vychazejici z Navier-
Stokesovy a Reynoldsovy pohybové rovnice tekutiny.
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4. Zavér

Z numerického modelovani chovani staticky rovnovazné polohy sttedu hiidele pod kluznym
loziskem je zfejmé, ze vysledky pro nekavitujici dlouhé lozisko jsou pro oba piistupy, tj.
vychézejici z Navier — Stokesovy rovnice a Reynoldsovy rovnice, shodné.

Pii feSeni dlouhého kavitujiciho loZiska vychézejiciho z Navier — Stokesovy rovnice nastaly
problémy s numerickou stabilitou vypoctu a to konkrétné u iteratniho nalezeni staticky
rovnovazné polohy. Pro mald Sommerfeldova ¢isla je chyba staticky rovnovazné polohy do
5% vzhledem k pfistupu vychézejici z Reynoldsovy rovnice. Pro velkd Sommerfeldova cisla
je chyba jiz znacné vétsi a doiterovani staticky rovnovazné polohy neni mozné, vysledky se
rozchazeji.

V dal$im bude analyzovan prostorovy model se dvéma typy okrajovych podminek na
¢elech kolmych na osu htidele. V prvni podmince se zadavaji tlaky (rychlosti se pocitaji) a ve
druhé se zadéavaji rychlosti (tlaky se pocitaji). Stejné€ jako pro rovinny model i u prostorového
modelu bude analyzovana staticky rovnovazna poloha jak pro nekavitujici, tak 1 pro kavitujici
lozisko. Porovnavat se budou opét pristupy vychézejici z Navier — Stokesovy a Reynoldsovy
pohybové rovnice.

V obou ptipadech, tj. jak v rovinné, tak i v prostorové uloze je vSak potieba stale
hledat a nalézat vhodné algoritmy pro itera¢ni vypocet staticky rovnovazné polohy, protoze
zvlasté u kavitujicich lozisek tato analyza nebyla zcela uzaviena.

5. Podékovani
Prace uvetejnéné v tomto prispévku byly vytvoreny na zakladé financni podpory Ministerstva
Skolstvi, mladeze a télovychovy vyzkumnym zdmérem CEZ: MSM 2600001
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Obr.1 Schematické zobrazeni kluzného loziska
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Obr. 2 Staticky rovnovazna poloha pro kavitujici a nekavitujici lozisko



