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CONSTITUTIVE MODELSIN GEOTECHNICAL ENGINEERING

. Herle*

Summary: Geological materials (soils, rocks) differ from traditional engineer-
ing materials (steel, concrete) mainly due to their discontinuous structure and
memory of previous deformation. Description of the mechanical behaviour of geo-
materials is thus necessarily related to a number of constitutive models of different
complexity. Their overview reflects a concentrated effort to capture various phe-
nomena which can be observed either in the laboratory or in situ. Still, none of
the proposed models can take into account all aspects of the mechanical behaviour
of geomaterials. Selected examples demonstrate the role of choice of a suitable
constitutive model for solving boundary value problems.

1. Uvod

Geologické materidly (zeminy, horniny) se odlisuji od tradiénich inzenyrskych materidlu
(ocel, beton) predevsim svoji diskontinuitni strukturou a paméti své deformaéni historie.
Popis mechanického chovani geomateriali proto nezbytné vede k fadé konstituénich vztahu
ruznych stupnu slozitosti. Jejich ptrehled ukazuje na soustfedénou snahu postihnout roz-
manité jevy, jez je mozné pozorovat jak v laboratofi, tak in situ.

Z4dny z doposud navrzenych konstituénich vztaht vsak neni definitivni a nezahrnuje v
sobé vSechny aspekty chovani geomaterial. Proto je volba vhodného konstituéniho vztahu
nezbytnym predpokladem k realistické predikci chovani inzenyrského dila. Ptestoze dnes
existuje rozsahla fada pouzitelnych konstitucnich vztaht, v bézné praxi je jejich aplikace
omezena na nékolik malo zabéhnutych modelu, jejichz primérenost pro popis pretvareni
geomaterialu je sporna. Vybrané piiklady demonstruji roli materidlovych modelu pii feseni
geotechnickych uloh. Ukazuji, ze nespravné zvoleny model muze vést nejen ke kvantitativnim
chybam, ale i ke kvalitativnim odchylkam od métenych hodnot.

2. Uloha konstituénich model

Konstituéni (¢asto se pouzivd i vyraz konstitutivni) modely jsou obvykle definovany jako
vztahy mezi napétim a pretvorenim. Protoze chovani geomateridlu zavisi na draze, po které
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deformace probihd, je tfeba formulovat konstituéni rovnice pro infinitezimalnimi (nekoneéné
malé) prirustky téchto veli¢in. Navic je chovéni zavislé i na dalsich stavovych veli¢inach, napft.
na porovitosti, stupni nasyceni ¢i ruznych vnitinich proménnych, jejichz hodnoty predstavuji
pamét piedchozi deformace a v prubéhu zatézovani se méni.

Materialové parametry jsou na rozdil od stavovych proménnych konstantami v kon-
stituénich rovnicich a mély by charakterizovat vlastnosti materidlu nezavisle na okamzitém
stavu. Tuto charakteristiku splnuji nanestésti jen nékteré komplexni modely. Materidlové
parametry jednoduchych modelt byvaji zpravidla zavislé na momentalnim stavu, coz vylucuje
objektivni urceni hodnot téchto parametru.

Protoze topologie geotechnickych tloh nebyva obvykle prilis komplikovana, jen malokdy
je tteba celit problémum geometrické nelinearity (obtize vsak mohou pfinést velka pretvoreni).
Naproti tomu jsou materidlové rovnice realistickych modelu zpravidla vyrazné nelinearni a
hysterezni, coz vede k obtizim matematického a numerického razu.

Neziidka se zminuje nejistota v geotechnickych datech dodavanych pruzkumem. Tato
nejistota pak slouzi jako argument pro odmiténi realistickych (a tudiz komplexnéjsich) kon-
stituénich modelt, piipadné jako podpora pro uziti stochastickych teorii. Variabilita geo-
logického prosttedi muze byt opravdu znacna a tim vnaset dalsi aspekt do modelovani
geotechnickych tloh. Ale tuto otdzku nelze spojovat se véemi obtiZemi, nebot konstituéni
modely se vyvijeji a testuji na zakladé laboratornch zkousek relativné homogennich vzorku
za jasné definovanych okrajovych podminek.

3. Linearni izotropni pruznost

Muze se zdat, ze model linearni izotropni pruznosti je vhodny k popisu mechanického chovani
v oboru napéti daleko od podminky poruseni. Vétsina praktickych vypoctu deformace je stéle
zalozena na této teorii.
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Obrazek 1: VIiv nelinearity pracovniho diagramu na predikci deformace (Simpson et al.
1979, Burland 1989)

Pro predikci deformaci v dusledku hloubeni stavebni jamy nedaleko véze Big Ben v
Londyné byl konstitucni vztah linedrni pruznosti zvolen na zékladé standardnich triaxialnich
laboratornich zkousek (Burland 1989), viz zdénlivé linedrni pocatecni ¢ast prerusované kiivky
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na obr. 1 vpravo. Na zékladé numerické predikce MKP (spodni plné ¢éra na obr. 1 vlevo)
se ocekavalo, ze se véz zatne naklanét smérem od stavebni jamy (Simpson et al. 1979).
Geodeticka méteni vSak ve shodé s mérenim deformaci v okoli jamy vykazala naklanéni véze
opacnym smérem, coz vyvolalo znacné obavy. Dodatecné uziti modelu nelinearni pruznosti
pro popis chovani zeminy tento rozdil vysvétlilo a prineslo pomérné dobrou shodu s mérenymi
udaji (spodni prerusovand ¢dra na obr. 1 vlevo). Dopliujici laboratorni zkousky s velmi
presnym méfenim posunu piimo na vzorku (Burland 1989) potvrdily nelinearitu chovéni i v
oboru velmi malych pretvofeni (plna kiivka na obr. 1 vpravo).
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Obrézek 2: Nelinedrni chovani i v oboru velmi malych deformaci (Tatsuoka et al. 1999)

Experimentalni vysledky poslednich let ukazuji, ze linedarni pruznost neni realisticka ani
v oboru velmi malych pretvoreni (Tatsuoka et al. 1999). Pii zvétSeni pocateéniho useku
pracovniho diagramu stérkovité zeminy na obr. 2 je vidét, ze opakované cykly odleh¢eni a
pritizeni s malou amplitudou napéti vykazuji nelinearni a hysterezni charakter. A to v oboru
pretvoreni okolo 1074%, ktery odpovida deformacim pii &feni seismickych vin v zemnim
prostiedi. Vyznam téchto pozorovani napt. pro vypocet a prevenci dusledku piipadného
zemétfeseni v kritickych oblastech je ziejmy.

4. Nelinearni pruznost

Nejjednodussim a nejcastéjsim zpusobem zahrnuti nelinearity do vypoctu je pouziti ,,linedrni-
ho” pruzného modelu s modulem pruznosti £ zavislym na stiednim napéti p = (o7 + 02 +

03)/3, napf.
E = E, <p> (1)
Po
(kde Ey je hodnota E pii p = py a « je konstanta), nebo na nékterém invariantu tenzoru
pretvoreni.

Tato metoda sice umoznuje realistickou reprodukci experimentdlniho pracovniho dia-
gramu, ale pfi podrobnéjsim pohledu selhdva napi. pii modelovani drahy napéti. To ilus-
truje obr. 3 pro piipad oedometrické zkousky, pii které se vzorek muze deformovat pouze v
jednom sméru. Model Di Prisco (1993) pouzivé pii odlehceni nelinedrni pruznost, coz vede
k nerealistické draze napéti (Gervend kiivka na obr. 3 vpravo). Hypoplasticky model (éerna
kiivka) se pfitom shoduje s experimenty (Bauer 1992) v obou aspektech.
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Obrazek 3: Vypocteny pracovni diagram (vlevo) a draha napéti (vpravo) pii oedometrické
zkousce. Pruzny obor modelu Di Prisco (1993) vede pii odlehéeni k nerealistické draze napéti
(Herle et al. 2000)

5. Idealni plasticita

Idedlni plasticita je ve spojeni s linedrni pruznosti nejrozsifenéjsim konstituénim vztahem
v geotechnické praxi. Jako plocha plasticity se pouziva témétr vyhradné Mohr-Coulombova
podminka, i kdyz fada programu stédle nabizi i pro zeminy nevhodnou Drucker-Pragerovu
podminku. Nespornym piinosem zahrnuti plochy plasticity do vypoctu je omezeni piipust-
nych napéti, coz je nezbytné nejen u tloh analyzujicich stav poruseni.
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Obrazek 4: Vliv konstitu¢niho modelu na vypoctené sedani nasypu (Herle & Herle 2001)

Pti zjistovani seddni v ose nasypu se nejcastéji pouzivd model oedometrické zkousky,
ktery vylucuje dosazeni plastického stavu a predpoklada pouze pruzné chovani. Na obr. 4
jsou vyneseny vysledky simulaci MKP pro nasyp na mékkém podlozi, pfi kterych se studoval
vliv ruznych konstitu¢nich vztahu. Zavedenim plasticity do vypoctu dramaticky vzrostly
hodnoty sedédni, nebot pod ndsypem vznikaji plastické zény, které umoziiuji roztlacovani
podlozi do stran (Herle & Herle 2001). Tento fakt, ktery je ve shodé s pozorovanimi in situ,
vsak standardni pruzny vypocet nemuze zohlednit.

Odpovida ale pruzno-idedlné plasticky model experimentalnim vysledkuim? Na obr. 5
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Obrazek 5: Kalibrace Mohr-Coulombova modelu (¢ervené) na vysledcich standardnich tri-
axidlnich zkousek pisku pfi ruznych tlacich (Herle 2003)

jsou ¢erné vyneseny laboratorni kiivky triaxidlnich zkousek pisku pii tfech ruznych ko-
morovych tlacich (von Wolffersdorff 1997). Mozna aproximace konstitutnim modelem je
vynesena ¢ervené. Modul pruznosti odpovida tec¢né pracovniho diagramu na jeho pocatku a
pro kazdou hodnotu komorového tlaku byla pouzita jind hodnota (v bézném vypoétu vsak
zpravidla byvéa uvazovana jedind hodnota F).
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Obrézek 6: Jind moznost kalibrace Mohr-Coulombova modelu (¢ervené) na vysledcich stan-
dardnich triaxidlnich zkousek pisku pii ruznych tlacich (Herle 2003)

Je patrné, ze reprodukce predevsim pracovnich diagramu (obr. 5 vlevo) neni dobré. Pro
vylepseni shody se proto nabizi zména modulu pruznosti tak, aby predstavovaly secny k
pracovnim diagramum (obr. 6 vlevo). I pfes uréité zlepseni vsak pretrvévaji znaéné odchylky
mezi naméfenym a vypoctenym prubéhem, protoze model nezohlednuje nelinearitu chovani.
Navic se vylepsenim pracovnich diagramu zhorsila predikce objemového pretvoreni (obr. 6
vpravo), nebot rozsifenim pruzného oboru dojde k nerealistické poc¢atecni kontraktanci.

Pracovni diagramy na obr. 5 a 6 vzbuzuji dojem, ze alespon maximalni napéti je re-
produkovéno spolehlivé. Avsak rozdil komorovych tlaku pii zkouskach nebyl velky (100,
200 a 300 kPa). V sirsim oboru napéti klesa ¢asto smykova pevnost zemin (nejvyssi pomeér
maximalniho a minimalniho hlavniho napéti) s rustem stfedniho napéti. Zanedbani tohoto
faktu muze vést k nepifjemnym dusledkim.

Atkinson & Farrar (1985) referuji o piipadu nasypu (obr. 7 vlevo), jehoz sklon byl
navrzen na zakladé standardnich triaxialnich zkousek. Vyhodnoceni laboratornich zkousek
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bylo tradi¢ni a predpoklddalo linedrni obdlku meznich napéti (obr. 7 vpravo).
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Obrazek 7: Standardni navrh sklonu nasypu vychazejici z linearni obalky meznich napéti

(Atkinson & Farrar 1985)

Po dokonceni nasypu se na jeho svahu zacaly objevovat mélké sesuvy. Proto byly prove-
deny dodatecné triaxialni zkousky s konstantnim deviatorem napéti ¢ (drdhy E,F,G na obr. 8
vlevo). Vysledky ukéazaly, Ze obalka poruseni je v oboru nizkych napéti silné zakiivena, takze
stav napjatosti svahu se blizi meznim napétim (obr. 8 vpravo).
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Obrazek 8: Zaktivend obalka meznich napéti (vpravo) na zikladé dodatecénych triaxidlnich
zkousek s konstantnim devidtorem napéti ¢ (vlevo, drdhy E,F,G) (Atkinson & Farrar 1985)

6. Plasticita se zpevnénim

V idealni plasticité je plocha plasticity neménnd a odpovida plose poruseni. Historie predchozi
deformace nem4 vliv na vypoctené chovani — zemina postrada ,,pamét”. Navic mohou plas-
tické deformace vznikat pouze v meznim stavu, ¢emuz odporuji mérena nevratna pretvoreni
napft. pti oedometrické zkousce jednoosé stlacitelnosti.
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Ve skutecnosti je chovani zemin vyrazné ovlivnéno predchozi deformaci. Mimo jiné muze
pomeér tuhosti pii ,,pfitizeni” a ,,odlehéeni” dosahovat az hodnoty 10 nebo muze dojit ke
zietelné zmeéné chovani pii dosazeni predchoziho maximalniho zatizeni (i ve smyslu geolo-
gické historie). Pro popis téchto jevii musi byt konstituéni vztahy obohaceny o dalsi stavové
veli¢iny (vnitini proménné), které uchovavaji a pozménuji potiebné informace.

Teorie plasticity se zpevnénim obsahuje nastroje vyuzitelné pro takovy tkol. V nej-
jednodussim piipadé izotropniho zpevnéni umozinuji navrzené modely (napi. rodina modela
Cam jilu) zohlednit alespon velikost prekonsolidace a rozdilnou tuhost mezi prvotnim piitize-
nim a odlehéenim. Zatimco pracovni diagram prvotniho pfitizeni byva nelinearni a vznikaji
prfi ném nevratnd pretvoreni, pii odlehceni ¢i opétovném pritizeni se chovani dostava zpét
do pruzné oblasti. Proto byvaji modely s izotropnim zpevnénim ispésné aplikovatelné pouze
pro problémy s monotonnimi drahami napéti.
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Obrazek 9: Dréha namérenych posunu pii vykopu kotvené stavebni jamy (Herle & Mayer
1999)
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Obrazek 10: Vliv historie deformace na tuhost zeminy (Richardson 1988). Prirustku napéti
0X predchazely ruzné drahy napéti
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Pro tadu geotechnickych tloh jsou vSak monotonni drahy napéti nerealistické. Obr. 9
ukazuje pro nékolik bodu drdhy posunu (deformace) pii stavbé kotvené stavebni jamy. Jejich
prubéh je velmi komplexni. Triaxidlni zkousky, které provéadeél Richardson (1988), pfitom
dokazuji, ze pii ndhlé zméné sméru piirustku napéti vyrazné vzroste tuhost zeminy (obr. 10).

Ke spravné simulaci takovych procesu nepostaci jedna skalarni vnitini proménnd jako u
vétsiny plastickych modelu s izotropnim zpevnénim, ale je tfeba pouzit tenzorové proménné
v ramci kinematického zpevnéni. Slozitost konstituéniho vztahu tim podstatné vzroste.
Nejenze je tieba nalézt pro tyto tenzorové proménné vhodné evoluéni rovnice, nybrz se
musi definovat i procedura pro urceni jejich pocateénich hodnot. Tyto vnitini proménné
predstavuji stavové velic¢iny zeminy a jako takové by mély byt (alespon teoreticky) méfitelné.

7. Hypoplasticita

Hypoplastické vztahy pfedstavuji ponékud odlisny, moderni pfistup ke konstituénimu mo-
delovani geomateridlu (Kolymbas & Herle 1998). Oproti pruznoplastickym modelum, které
preferuji spise geometricky popis (viz pojmy ploch plasticity ¢i plastického potencidlu),
vychazeji hypoplastické modely ze zdsad raciondlni mechaniky (Truesdell & Noll 1965) a
tenzorového poctu. Jejich hlavni myslenkou je, ze pretvoreni se nedéli na pruzné a plas-
tické, takze neni zapotiebi definovat podminky plasticity, plasticky potencidl apod. To vede
k matematickému zjednoduseni vysledné konstituéni rovnice.

Dosazeni rozdilné tuhosti pti pritizeni a odlehceni lze znazornit na nasledujicim ptikladu
pro jednorozmérny konstituéni vztah (¢ je prirustek napéti a ¢ je piirustek pretvoreni):
0 = Fié + Es|é]| . (2)
Pro moduly F; a E, plati, ze Ey > Ey > 0. Pii ,,pfitizeni” (¢ < 0) tudiz dostaneme
o= (F) — Ey)é (3)
a pii ,,odlehéeni” (& > 0)
o= (E,+ Ey))e . (4)

Je vidét, ze pii odlehceni mé material vétsi tuhost nez pti pritizeni, aniz by bylo explicitné
pouzito, jak je tomu v teorii plasticity, dvou ruznych rovnic pro oba pripady.

Obecné jsou F; a Es tenzorovymi funkcemi tenzoru napéti T a dalsich stavovych velic¢in
(napt. ¢isla pérovitosti e), takze se da psat:

T = £(T,e)D + N(T, )| D| (5)

T je objektivni (Jaumannuv) piirustek napéti, D je piirustek deformace (stretching tensor)
s Euklidovou normou ||D|| a £ a N jsou konstituéni tenzory 4. a 2. tddu. Tento typ hypo-
plastické rovnice je objektivni s ohledem na rotaci systému soufadnic a je homogenni 1. fadu
vzhledem k ptirustku deformace, takze rychlost pretvareni nehraje roli.

Konkrétnim piikladem navrzeného hypoplastického vztahu muze byt (Gudehus 1996, von
Wolffersdorff 1996)

- 1 ) 9 . . .
T_fsitr(T.T) [F’D+aTtr(T-D) + fgaF (T + T )|D]] (6)
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kde
. ok 1
T:=T/t'T a T ::T—gI

a je konstanta, F' je skaldrni funkce tenzoru napéti definujici plochu kritického stavu v
deviatorové roviné a f, spolu s f; jsou skalarni funkce stiedniho napéti a ¢isla porovitosti.

Ke kalibraci modelu, tj. k urceni celkem osmi materidlovych parametri, jsou zapotiebi
pouze standardni triaxialni a oedometrické zkousky. V ptipadé piscitych zemin pak vétsina
parametru hypoplastického modelu koreluje s velicinami z indexovych zkousek (Herle &
Gudehus 1999).
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Obréazek 11: Zavislost vrcholového tdhlu vnitintho tfeni ¢, na komorovém tlaku o. (vlevo)
a na relativni ulehlosti D, (vpravo) pfi triaxidlnich zkouskach. Srovnéni experimentu (Wu
1992) s hypoplastickym modelem (plnd ¢ara)

Hypoplasticky model v sobé zahrnuje vliv sttedniho napéti a ulehlosti (éisla pérovitosti)
na smykovou pevnost. Velmi doboru shodu mezi vrcholovym thlem vnitiniho tfeni ¢, z
triaxialnich experimentu (Wu 1992) a z konstituéniho modelu dokazuje obr. 11. Analogicky
se méni i dilatance a tuhost (Herle 1997).

Obrézek 12: Experiment (vlevo) a hypoplasticky vypocet (vpravo) rozdéleni pérovitosti pfi
pasivnim zemnim tlaku (Niibel 2002)

Uspéénost aplikace hypoplastického modelu i pii feseni okrajovych tloh dokumentuje
obr. 12 (Niubel 2002). Pii zatlacovani tuhé stény do ulehlé piscité zeminy roste zemni odpor
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(pasivni zemni tlak) az do chvile, kdy se v zeminé vytvoi{ primérni smykova plocha do-
provazena sekundarnimi smykovymi zonami. Pisek uvnitt smykovych ploch se musi nakypfit,
coz hypoplasticky vypocet vérohodné reprodukuje.

Ve vyse popsané verzi hypoplasticity je stav zeminy definovan aktualnim tenzorem napéti
a Cislem pérovitosti. Podivejme se ale na experiment na obr. 13. Rozdilnou tuhost ¢ervené
a Cerné kiivky pfi napéti p; a Cisle pérovitosti e; lze namodelovat diky odlisnému sméru
piirustku deformace, viz rovnice (3) a (4). Jak ale popsat chovani v bodé (ps,e2)? V tomto
pripadé je do hypoplasticity evidentné zapottebi dalsi stavova veli¢ina.

e

Isotropic compression

o

Obrazek 13: Idealizovany pracovni diagram zkousky izotropniho stlacovani (potieba
pamétové proménné pro popis opétovného pritizent)

Protoze pri zméné deformacni dréahy se pretvoreni koncentruji na kontakty mezi zrny,
definovali Niemunis & Herle (1997) tzv. tenzor intergranuldrniho pretvoreni S, ktery fesi
vyse zminény problém. V 1D se da evolu¢ni rovnice pro S zapsat jako

5]
g ( — 5 D pro S-D>0 (7)
D pro S-D <0

(R je materidlovy parametr urc¢ujici maximalni intergranuldrni ptetvoreni). Upravend hy-
poplasticka rovnice pak dostane nésledujici tvar:

T:{mLD pro S-D <0 0<-N<1I, (8)

(1—p)mLD + p(LD + N|D|) pro §-D>0 °

kde p = |S|/R, a m > 1 je dalsi materidlovy parametr.

Hypoplastickou rovnici s intergranularnimi pretvorenimi se daii ispésné tesit fadu naroc-
nych geotechnickych tloh. Mayer (2000) napt. studoval vliv poradi instalace bentonitovych
lamel na deformace okoli hluboké stavebni jamy (obr. 14) ¢i Karcher (2003) zjistoval vliv
sekvence tézby v povrchovych hnédouhelnych dolech na stabilitu a deformaci jejich svahu.

8. Numerické metody

Prezentace uspésnych vysledku simulaci okrajovych tloh muze vzbudit dojem, ze diky kom-
plexnim konstituénim vztahum se v geotechnice daji vytesit libovolna zadani. Avsak i kdyz
nechame stranou radu jevu, které zde nebyly diskutovany a které ani moderni konstitucni
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Obrazek 14: Studie vlivu poradi hloubenych lamel na deformace (Mayer 2000)

vztahy spolehlivé nepopisuji, musime pfriznat, ze s rustem komplexity konstituénich modelu
je spojena Tada matematickych problému.

Resen{ dobfe podminéné okrajové tlohy musi spliiovat 3 podminky (well-posedness):
1. existence

2. jednoznac¢nost

3. stabilita

(Ne)existence se da jen stézi prokazat, ale otdzky (ne)jednoznacnosti a (ne)stability
jsou ¢astym namétem védeckého zkoumani. Z hlediska samotnych konstituénich vztahu se
ukazuje, ze jednoznacnost odezvy je zajisténa pouze pii stavech produkujicich TD > 0.V
opacném priipadé muze dojit k bifurkaci. Plocha bifurkace byva obvykle dosazena jiz pii
relativné nizkém devidtorovém napéti (zhruba pii poméru hlavnich napéti odpovidajicich
zemnimu tlaku v klidu), které v piipadé hypoplastického modelu klesd s rostoucim ¢islem
porovitosti (obr. 15).

T1

@D ®® D D
gyl
POOOO

T2 T3

Obrazek 15: Zavislost plochy bifurkace hypoplastického modelu v deviatorové roviné na cisle
pérovitosti pti p=100 kPa (Herle & Kolymbas 2001)
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9. Zavér

Vyznamna role konstitu¢nich modelu je v geotechnice nesporna. Prestoze cela rada prikladu
demonstruje nevhodnost klasickych (jednoduchych) modelu pro feseni okrajovych tloh,
setrvacnost praxe je v tomto ohledu obrovska. Modul pruznosti ¢i tithel vnitiniho tieni stéle

vvvvvv

plné charakterizovat jejich vlastnosti.

Avsak konstituéni modely musi byt v prvni fadé nelinearni, aby realisticky vystihly
chovani alespon pri monotonnich drahach zatézovani. V fadé pripadu je nutné zohlednit i his-
torii predchozi deformace, coz vede ke slozitym pruznoplastickym modelum s kinematickym
zpevnénim. Jako alternativa se nabizi pouziti hypoplastického modelu s intergranularnimi
pretvorenimi.

Stinnou strankou realistickych konstituénich vztahu byva jejich komplikovand matema-
ticka struktura, kterd vnasi nejednoznacnost (a ¢asto i nestabilitu) do feseni a tim vyvolava
numerické problémy.
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