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Summary: The contribution deals with a complicated problem of fatigue damage
of structure parts, which are loaded by a combination of random forces in tension-
pressure and moments in torque. An attempt for estimating the total damage is
made. It is based on an application of a virtual damaging stress. The damage is
evaluated by means of the hypotheses of Palmgren-Miner and Corten-Dolan, which
are applied to a rain-flow-like sequence of a resulting stress.

1. Úvod

Únava kovů je jevem, který se zkoumá vı́ce jak 150 let. Navzdory tomu je poškozovánı́
konstrukcı́ a jejich částı́ řešeno pouze částečně a to ještě jen pro nejjednoduššı́ přı́pady zatěžovánı́.
Mnoho již bylo vykonáno na poli teoretickém, avšak využitı́ nejnovějšı́ch poznatků v praxi stále
pokulhává. Pokusili jsme se proto tuto mezeru alespoň zmenšit. V právě řešeném projektu
Grantové agentury ČR k tomu byla dána dobrá přı́ležitost.

Únavou při kombinovaném namáhánı́ se již zabývala řada autorů. Kritický přehled jejich
postupů a výsledků je uveden v práci [1]. I na pracovišti CDM ÚT AVČR se zpracovalo
několik postupů, které však byly použitelné pro jednoduššı́ přı́pady zatěžovánı́ ([2] až [9]).
Současný přı́spěvek si dal za cı́l navrhnout postup odhadovánı́ únavové životnosti dı́lů ze
znalosti základnı́ch únavových charakteristik materiálu a zatěžovacı́ch procesů.

2. Experimentálnı́ program

V návaznosti na výzkumy únavy provedené v minulosti v Centru diagnostiky materiálů
Ústavu termomechaniky AVČR (viz [2] a [3]) realizuje se v současnosti náročný experimentálnı́

program na již dřı́ve zavedených trubkových
vzorcı́ch vyrobených z materiálu ČSN 41
1523.1. Vzorky o vnějšı́m průměru 30 mm a
vnitřnı́m průměru 26 mm s přı́čným otvorem
oprůměru 3 mm jako koncentrátorem byly vy-
stavovány současnému náhodnému zatěžovánı́
osovou silou vyvolávajı́cı́ normálové napětı́
σ(t) v tahu-tlaku a kroutı́cı́m momentem na-
máhajı́cı́m vzorek smykovým napětı́m τ(t).
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momechaniky AVÈR, Centrum diagnostiky materiálù, Veleslavínova 11, 301 14 Plzeò; tel.: +420.377 236
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Zkoušky proběhly ve 3 režimech zatěžovánı́:

• proporcionálnı́ s úzkopásmovými synchronizovanými procesy,
• proporcionálnı́ se širokopásmovými synchronizovanými procesy,
• neproporcionálnı́ se dvěma nekorelovanými širokopásmovými procesy.

Proporcionálnı́ zatěžovánı́ se vyznačuje tı́m, že v každém časovém okamžiku t je

τ(t) = κσ(t) (1)

Pro koeficient úměrnosti κ nezávislý na čase platı́

κ =
τ(t)

σ(t)
=

τ(tk)

σ(tk)
=

sτ

sσ

, (2)

a to bez ohledu na charakter zatěžovacı́ch procesů, které mohou být jak harmonické, tak i
náhodné. Charakteristické pro tento druh zatěžovánı́ je, že normalizované vzájemné korelačnı́
funkce těchto procesů jsou rovny jejich normalizovaným autokorelačnı́m funkcı́m.

Obr. 2: Autokorelaèní a vzájemná korelaèní funkce zatì¾ovacích procesù

Neproporcionálnı́ zatěžovánı́ jsou všechna ostatnı́, pro která neplatı́ rovnice (2). Patřı́ sem
tedy jak rozfázované harmonické procesy, jejichž normalizované vzájemné korelačnı́ funkce

κ bloků
sτ/sσ Nb kCD

0 15 0,685
0,5 87 0,581
1 170 0,641
1 300 0,696
3 117 0,590
3 280 0,683

36,57 158 0,555
∞ 264 0,606

jsou posunuty v čase vůči autokorelačnı́m funkcı́m, tak i zcela
nezávislé náhodné procesy s nulovými vzájemnými korelačnı́mi
funkcemi (jako je tomu v pravém z obrázků 2). I v tomto přı́padě
je však účelné posuzovat vzájemnou mohutnost obou složek na-
máhánı́ pomocı́ parametru κ, který však již nebude koeficientem
úměrnosti (nezávislým na čase), ale pouze poměrem směrodatných
odchylek obou procesů:

κ =
sτ

sσ

(3)

Dosud provedené zkoušky nekorelovaným náhodným zatě-
žovánı́m daly výsledky uvedené v tabulce . Zatěžovacı́ procesy A
a B byly vygenerovány postupem popsaným v literatuře [5]. Tr-
vánı́ jednoho bloku (realizace) každého procesu je 20 minut. Potom
každý z vygenerovaných souborů (bloků) procesů obsahoval 1,2
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Obr. 3: Zaèátek zatì¾ovacích procesù A=σ(t) a B=τ(t) a po¹kozujícího napìtí σd s úhlem
α(t)

milionu hodnot (vzorků). Zkušebnı́ stroj Inova ZUZ 200-1 pro kombinované zatěžovánı́ řı́zený
počı́tačem musı́ totiž dostávat hodnoty požadovaného zatı́ženı́ po jedné milisekundě, tedy o
vzorkovacı́ frekvenci 1 kHz. Testovánı́m obou procesů se prokázalo, že majı́ takřka ideálnı́ nor-
málnı́ (gaussovské) rozdělenı́, konstantnı́ výkonovou spektrálnı́ hustotu v intervalu frekvencı́ 0
– 10 Hz a jsou nekorelované jak dokazuje pravý diagram z obrázku 2. Autokorelačnı́ funce obou
procesů jsou totiž totožné a jsou rovny difrakčnı́ funkci sin(x)/x. Vzájemná korelačnı́ funkce
je virtuálně nulová.

Podle jedné z hypotéz má na poškozovánı́ dominantnı́ vliv maximálnı́ smykové napětı́.
Pro ověřenı́ této hypotézy se při všech zkouškách s proporcionálnı́mi procesy a všech poměrech
normálových a smykových složek κ udržovaly mohutnosti procesů A a B takové, že τmax zůstá-
valo konstantnı́ a rovno 212,1 MPa. Tato velikost vyplynula z prvnı́ náhodně nastavené zkoušky.
Výsledky zkoušek již z několika málo vzorků ukázaly, že životnost nenı́ ani zdaleka konstantnı́.
Pokus využı́t k odhadu životnosti hlavnı́ tahové napětı́ σ1 a hypotézy kumulace poškozenı́ podle
Palmgrena-Minera a Cortena-Dolana rovněž ztroskotal. Čı́m většı́ byl podı́l smyku v kombino-
vané napjatosti, tı́m vı́ce se odhady životnosti lišily od experimentálně zjištěných. Bylo proto
nutno vypracovat zcela nový postup pro odhadovánı́ životnosti.

3. Zpracovánı́ údajů

Zı́skánı́ experimentálnı́ch životnostı́ je jen jednou částı́ výzkumného programu. Druhou,
neméně důležitou, je nalezenı́ přiměřeného matematického modelu, jı́mž by se dal fyzikálnı́
proces poškozovánı́ popsat. Inženýrský přı́stup k hodnocenı́ únavy často využı́vá nominálnı́ch
hodnot napětı́ a lokálnı́ napjatost potom zohledňuje bud’koeficienty koncentrace napětı́, anebo
experimentálnı́mi daty zı́skanými pro danou konfiguraci zkoušeného objektu. Náš přı́stup využil
posledně jmenovanou možnost.

Pro odhady životnosti jsou k dispozici sekvence vzorků zatěžovacı́ch procesů, jimž
odpovı́dajı́ nominálnı́ napětı́ σk, τk pro k = 1, 2, · · · , N , kde N je počet vzorků v bloku, tj.
délka časové řady jedné realizace. S ohledem na skutečnost, že se normálové i smykové napětı́
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na sobě nezávisle měnı́, je pro posuzovánı́ jejich vlivu na poškozenı́ nutno použı́t numerický
přı́stup a v každém časovém okamžiku počı́tat napjatost, která vede k poškozenı́.

3.1 Napjatost

Okamžitý stav kombinované rovinné napjatosti v čase charakterizuje Mohrova kružnice
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Obr. 4: Mohrova kružnice

v myšlené rovině (σ, τ) podle obrázku. Pro hlavnı́ nor-
málová napětı́ v čase t (dále vynecháno) platı́

σ1 =
σ

2
+ τmax , (4)

σ2 =
σ

2
− τmax , (5)

kde maximálnı́ smykové napětı́ v témže čase je

τmax =

√(
σ

2

)2
+ τ 2 (6)

Úhel pootočenı́ hlavnı́ho normálového napětı́ od osy
axiálnı́ho zatěžovánı́ je

α1 = −1

2
arctg

2τ

σ
(7)

Protože na poškozovánı́ spolupůsobı́ současně obě hlavnı́ napětı́, bylo za účelem odhadovánı́
poškozenı́ vytvořeno fiktivnı́ napětı́ jako výslednice obou hlavnı́ch napětı́, jejı́ž modul je

| �σd| =
√

σ21 + σ22 (8)

Po dosazenı́ za σ1 a σ2 z rovnic (4) a (5) dostaneme zajı́mavý vztah, totiž

�σd
2 = 2

[(
σ

2

)2
+ τ 2max

]
= σ2 + 2 τ 2 (9)

Tento vztah lze zobecnit zápisem

|σd| =
√

σ2 + (kc τ)2 , (10)

což je modul napětı́, které nazvěme „poškozujı́cı́ “. Poslednı́ rovnice má i tvar dynamické
pevnostnı́ hypotézy použité v práci [4]. S ohledem na únavové meznı́ stavy, které nastanou v
tahu-tlaku při τ(t) = 0, kdy |σd| = σ∗c , a v krutu při σ(t) = 0, kdy |σd| = kc τ ∗c , bude koeficient
kc roven

kc =
σ∗c
τ ∗c

. (11)

Zde σ∗c a τ ∗c jsou meznı́ únavová napětı́ v tahu-tlaku a v krutu pro vrubovaný vzorek. Pro hladký
vzorek by se jednalo přı́mo o meze únavy σc a τc.

Podle formule (10) se vyhodnotila napjatost pro různé poměry κ. Zbývalo jen přiřadit
každému |σd(t)| přı́slušný směr α(t) podle obrázku 4. Jde o nejchoulostivějšı́ krok celé analýzy,
protože v okamžicı́ch, kdy se stane σ(t) nulovým, Mohrova kružnice má střed v počátku a
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Obr. 5: Trajektorie po¹kozujícího napìtí σd pro κ = 0, 5; 1; 3; 36, 57

elipsa napjatosti v reálném prostoru se stane kružnicı́, aby v následujı́cı́m okamžiku se dřı́ve
kratšı́ osa elipsy (σ2) stala delšı́ osou. Z tohoto důvodu dojde v reálném prostoru k přeskoku
vektoru největšı́ napjatosti o ±90◦. To má za následek, že pro různé poměry κ vyplnı́ trajektorie
koncových bodů vektoru většı́ho z obou napětı́ útvary vykreslené v obrázcı́ch 5a, až 5d.

Oblasti přeskoků jsou tmavé výseče nad a pod počátkem (na obrazovce modré). Ve
zbylých výsečı́ch jsou vyznačeny opět již zmı́něné trajektorie s vynesenými extrémy jako svět-
lejšı́mi body na nich (na obrazovce světle fialovými). Orientace zatěžovacı́ sı́ly je v diagramech
horizontálnı́.

3.2 Poškozenı́

Vyhodnocenı́ poškozenı́ z průběhu σd nenı́ dosud v konečné podobě. Důvodem pro tento
stav je neznalost vhodného způsobu posuzovánı́ poškozujı́cı́ho účinku obecně proměnlivého
namáhánı́ jak co do velikosti tak i směru. Proto se jako prvnı́ přiblı́ženı́ použila běžná verze
algoritmu dekompozice složitého procesu σd(t) na uzavřené cykly postupem označovaným jako
„metoda stékánı́ deště“, při nı́ž se za σd(t) použil proces sign(σ) �σd(t). Je tedy zřejmé, že se
zde zanedbal směrový vliv úhlu α(t). Tı́m zajisté docházı́ ke zkreslovánı́ výsledku, nicméně v
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současnosti nenı́ lepšı́ postup k dispozici. V literatuře je sice možno nalézt postup, který je však
popsán tak nesrozumitelně, že je nepoužitelný [10].

Vliv tohoto úhlu na odhady poškozenı́ je dvojı́:
• vytvářı́ z poškozenı́ d vektor a
• znejišt’uje hodnocenı́ pojmu „uzavřený cykl“, protože k napojovánı́ trajektoriı́ koncových

bodů σd docházı́ zcela vyjı́mečně (pokud se nejedná o vyjı́mečné procesy), protože se
neustále měnı́ úhel α.

Rozklad procesu σd(t) poskytne amplitudy uzavřených cyklů σa a střednı́ hodnoty σm.
Únavové vlastnosti v oblasti časové pevnosti vynesené do diagramu vytvořı́ tzv. Wöhlerovu
křivku. U ocelı́ existuje na Wöhlerově křivce bod zlomu, jemuž odpovı́dá kritická amplituda
napětı́ – mez únavy σc – a jı́ odpovı́dajı́cı́ počet cyklů na mezi únavy Nc. S využitı́m těchto
veličin ji lze zapsat ve tvaru

Na = Nc

(
σc

σa

)w

= A/σw
a . (12)

Podobná rovnice platı́ i pro přı́pad zatěžovánı́ při nenulových střednı́ch hodnotách σm

cyklů:

Nam = Ncm

(
σcm

σa

)w

, (13)

v nı́ž Nam = Na(σm) je počet cyklů o amplitudě σa a střednı́ hodnotě σm a Ncm = Nc(σm)
počet cyklů do porušenı́ při kritické amplitudě σcm=σc(σm). Pro veličiny Ncm a σcm použijeme
vztahy z literatury [8] a [11], totiž

Ncm = Nc

[
1−

(
σm

Rm

)2 ]
= Nc gm, a σcm = σc

(
1− σm

σF

)k
H

= σc hm . (14)

Prvnı́ formule je parabolická a řı́ká, že při σm = 0 je Nc(0) = Nc , kdežto pro σm = Rm

je počet cyklů nulový, protože již σm dosáhlo meze pevnosti. Druhá formule, popisujı́cı́ tzv.
Haighův diagram, udává jak se měnı́ kritická amplituda napětı́ σcm se střednı́m napětı́m cyklu.
Dosadı́me-li tyto vztahy do rovnice (4), dostaneme

Nam = Nc

(
σc

σa

)w

gm hw
m . (15)

Tento vztah je funkcı́ dvou proměnných, a to σa a σm. Jde tedy o plochu nad oběma pro-
měnnými, která udává počet harmonických cyklů do porušenı́, tedy jakousi Wöhlerovu plochu.
Při konstantnosti obou proměnných během zatěžovánı́ je možné určit i životnost zkoušeného
objektu.

Pokud zatěžovánı́ nemá konstantnı́ amplitudy a střednı́ hodnoty cyklů, je určenı́ životnosti
problematické. Typickými představiteli takového zatěžovánı́ jsou náhodné procesy, se kterými
se potkáváme v provozu strojů a zařı́zenı́. Většina použı́vaných postupů je založena na lineárnı́
kombinaci poškozenı́. Postupy jsou založeny na myšlence, že relativnı́ poškozenı́ dam vyvolané
jednı́m napět’ovým cyklem o amplitudě σa na střednı́ hodnotě σm je nepřı́mo úměrné počtu
cyklů do porušenı́ Nam. Celkové relativnı́ poškozenı́ D je potom sumou všech dı́lčı́ch relativnı́ch
poškozenı́. Tato základnı́ myšlenka je rozvı́jena různými autory do různých hypotéz výpočtu
relativnı́ho poškozenı́. Uvedeme alespoň základnı́ z nich:
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Palmgren-Miner

Tato hypotéza využı́vá beze změn formuli (15) jen s tı́m omezenı́m, že cykly σam = σa(σm)
nepoškozujı́ objekt. Potom relativnı́ poškozenı́ se stanovı́ jako

DPM =
1

Nc σw
c

∑
am

σw
am

gm hw
m

∣∣∣∣∣
σam>σcm

. (16)

Jde o nejstaršı́ hypotézu, která dává nejmenšı́ odhad poškozenı́ a nenı́ tedy na bezpečné straně.
Většı́ poškozenı́ lze odhadovat pomocı́ jiných hypotéz.

Haibach

Podle této hypotézy poškozujı́ všechny cykly, avšak ty, které ležı́ pod mezı́ únavy, se na celkovém
poškozenı́ podı́lejı́ méně. Únavová křivka pod mezı́ únavy má jiný sklon daný exponentem 2w−1.
Relativnı́ poškozenı́ se potom vypočte jako

DH = DPM +
1

Nc σ2w−1c

∑
am

σ2w−1am

gm h2w−1m

∣∣∣∣∣
σam<=σcm

. (17)

Doplňkovým druhým členem se respektuje skutečnost, že cykly, které u harmonického zatěžo-
vánı́ ležely pod mezı́ únavy a nemohly proto vyvolat trhlinu, která by se dále šı́řila až do lomu,
mohou při změněných podmı́nkách vzniklých dı́lčı́m porušenı́m objektu mohutnějšı́mi cykly
přispı́vat k porušovánı́ v kořeni trhliny při jejı́m šı́řenı́.

Corten-Dolan

Tato hypotéza je široce využı́vána v průmyslové praxi, protože, jak se uvádı́ v literatuře, dává
nejlepšı́ odhady doby života součástı́ [12]. Využı́vá modifikovaný předpis pro počet cyklů do
porušenı́:

Nac = Ncm

(
σcm

σa,max

)w (
σa,max

σa

)k
CD

w

. (18)

Po dosazenı́ za Ncm a σcm podle formulı́ z (14) dostaneme

Nam =
Nc σw

c

σk
CD

w
gm hw

m σ
(k
CD

−1)w
a,max . (19)

Sumacı́ všech dı́lčı́ch relativnı́ch poškozenı́ jako převratných hodnot k Nam dostaneme
celkové relativnı́ poškozenı́ ve tvaru

DCD =
1

Nc σw
c σ

(k
CD

−1)w
a,max

∑
am

σ
k
CD

w
a

gm hw
m

, (20)

kde sčı́tánı́ probı́há přes všechny cykly procesu namáhánı́ bez ohledu na mez únavy.

Jakmile jsou k dispozici parametry σa a σm cyklů poškozujı́cı́ho napětı́ σd(t), lze odha-
dovat poškozenı́ pomocı́ některé z výše uvedených hypotéz. Byly vybrány dvě – Palmgrenova-
Minerova a Cortenova-Dolanova, které patřı́ k nejužı́vanějšı́m. Při jejich aplikaci byly použity
následujı́cı́ parametry: σf = Rm, kH = 0.25 a kCD proměnné. Zatı́mco prvnı́ z hypotéz na-
prosto zklamala, protože poskytovala odhady životnosti řádově vyššı́, než byly experimentálně
zjištěny (viz tabulka 1), studie provedená s hypotézou Cortenovou-Dolanovou dala výsledky,
které jsou již použitelné. Na diagramech v obrázku 6 jsou vyneseny výsledky této studie.
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Obr. 6: Vypoètené ¾ivotnosti v poètech blokù a detail oblasti s mìøenými body

V levém obrázku jsou vyneseny závislosti vypočtených životnostı́ v počtech zatěžovacı́ch
bloků na koeficientu kCD z obvyklého intervalu hodnot a to pro použitou množinu koeficientů
κ = [0; 0,5; 1,0; 3,0; 36,57]. Napočtené funkce jsou protnuty hodnotami naměřených životnostı́
uvedených v tabulce 1, do které byly vneseny i hodnoty takto zı́skaných koeficientů Cortenovy-
Dolanovy hypotézy pro přesnou shodu výpočtu a měřenı́. Je patrné, že takto stanovené hodnoty
kCD označené v diagramu kroužky jsou z relativně úzkého intervalu (0,55 – 0,70). Pro lepšı́
přehled je tato oblast zvětšena a vynesena v pravém obrázku .

4. Závěr

V přı́spěvku byly popsány dı́lčı́, zatı́m neúplné, výsledky řešenı́ grantového projektu
GAČR 101/02/0043. Předem bylo známo, že daný problém je přı́liš komplikovaný, než aby
bylo možno dosáhnout konečného výsledku v jednom kroku. Protože běžné postupy odhadů
životnosti z hypotéz naprosto selhávaly, a to jak pro výsledná maximálnı́ smyková namáhánı́
jako funkce času τmax(t), tak i při aplikaci na tahové hlavnı́ napětı́ σ1(t), vybudoval se pojem
„poškozujı́cı́ napjatosti“, na nı́ž se podı́lejı́ obě hlavnı́ (normálová) napětı́.

Poškozujı́cı́ napjatost dala po dekompozici modifikovanou metodou stékánı́ deště a použitı́
hypotéz kumulace únavového poškozenı́ výsledky, které v přı́padě Palmgrenovy-Minerovy hy-
potézy jsou nepoužitelné pro značně optimistické životnosti. Naproti tomu hypotéza Cortenova-
Dolanova s exponentem kCD z intervalu hodnot (0,55 – 0,70) poskytla dobré odhady.

Celý postup bude zapotřebı́ ještě zpřesnit jak v modelu tak i při experimentu. U modelu
bude zlepšenı́ založeno na směrovém poškozovánı́ a úpravě metody stékánı́ deště.

5. Poděkovánı́

Práce popsané v tomto přı́spěvku byly podpořeny Grantovou agenturou České republiky
grantem č. 101/02/0043.
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2000, VUT Brno, Třešt’, ISBN 80-214-1665-3
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