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DETERMINATION OF ELASTIC MODULI BY THE RESONANT
ULTRASOUND SPECTROSCOPY METHOD

R. Kolman*, J. Plesek*, M. Landa*

Summary: An optimization method for the determination of elastic moduli
by resonant ultrasound spectroscopy (RUS) was proposed. All components of
the fourth-order tensor of elastic moduli for a general anisotropic material is
determined from the knowledge of the resonance response (spectrum) of the me-
chanical system. This spectrum is obtained from experimental measurements,
using the RUS method on the prismatic specimen. For the iterative compu-
tation of elastic moduli an identification algorithm based on the direct ite-
ration method is used. Spatial discretisation is performed by the finite element
method. The paper closes with test examples and discussion.

1. Uvod

Elastické konstanty, ve smyslu tuhostnich charakteristik, je mozné urcovat statickymi
metodami z linedrni zavislosti zatézné sily na malém posunuti. Pfi dynamickém méteni
se vyuziva sifeni akustickych vin ve zkoumaném materidlu. Vétsina tabelovanych hodnot
elastickych konstant znamych materiald byla ziskdna na zakladé meéreni doby priletu

(TOF) akustického pulsu [9], [12].

Relativné nedavno byla pro méfeni elastickych konstant vyvinuta metoda resonancni
ultrazvukové spektroskopie (Resonant Ultrasound Spectroscopy, RUS), [5], [6], [7], [8].
Touto metodou jsou méreny komplexni amplitudy vynuceného harmonického kmitani a
vyhodnoceny vlastni frekvence (resonance) daného vzorku materidlu. Mame-li k dispo-
zici dostatecny pocet naméfenych resonanci, zname-li hustotu materialu, rozméry a tvar
vzorku, miizeme ziskat jednim méfenim na jednom vzorku vsechny elastické konstanty:;
tedy obecné az 21 nezavislych konstant. Vzorky mohou mit nejenom prizmaticky tvar, ale
i jiny napf. kulovy, [15]. Teoreticky neni nutné, aby tvar vzorku byl orientovan vzhledem
ke krystalografické soutadnicové soustaveé. Vzorky mohou mit rozméry pod 1 mm, ale ve-
likosti vzorkt mohou byt i v jednotkach cm az km (stavebnictvi nebo geofyzika). Metoda
RUS neni ¢isté experimentalni metoda, nebot pro vySetfeni hodnot elastickych konstant
je nutny vypocet vlastnich frekvenci pro dané hodnoty elastickych konstant
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(forward problem). Na zékladé pfislusného vypoc¢tového modelu kmiténi zkusebniho
télesa lze pomoci minimalizace odchylek naméfenych a vypoctenych vlastnich frekvenci
urcovat hledané parametry, jimiz jsou elastické konstanty . Vztahy mezi parametry jsou
zpravidla nelinedrni, a proto je tato tloha (inverse problem) nelineérni povahy.

Inverzni dlohu lze preformulovat jako hledani hodnot nezavislych elastickych konstant
pro dany material tak, aby cilova funkce y, napft. ve tvaru

N fo—ar\?

k— Ok

=y (P )
1 9k

dosahla svého lokélniho minima, popf. aby platilo y = 0. Ve vztahu (1) oznacuje f

k-tou nenulovou vlastni frekvenci zkoumaného systému, g k-tou vlastni frekvenci ur¢enou
experimentem, N pocet nenulovych vlastnich frekvenci.
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Obréazek 1: Schéma metody resonanéni ultrazvukové spektroskopie (RUS)

2. Optimaliza¢ni metoda

Pro feseni inverzni tlohy nalezeni elastickych konstant pfi znalosti resonanc¢ni odezvy
(spektra) studovaného systému se standardné pouziva Ritzova metoda ve spojeni s Leven-
bergovou-Marquardtovou metodou (LM) [8],[13],[14]. Ritzova metoda se vyuZiva pro pro-
storovou diskretizaci systému a na zakladé varia¢ni formulace se odvodi vztahy pro matice
tuhosti K a matici hmotnosti M. Po sestaveni K a M je mozné urcit vlastni frekvence
systému. Pouziti Ritzovy metody pro prostorovou diskretizaci je omezené na jednoduché
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geometrické tvary vzorku a pro homogenni material. Toto souvisi s tvarem pouzitych ba-
zovych funkci. Mozné tvary bazovych funkei je mozné nalézt v [15]. Moznosti jak odstranit
toto omezeni je provést prostorovou diskretizaci metodou konecnych prvki a to i za cenu
zvysSeni narocnosti vypocti.

Pro nalezeni lokalniho minima cilové funkce y je mozné pouzit Levenbergovu-Marquard-
tovu metodu [10] . LM metoda je v podstaté stabilizovand Newtonova metoda. Porovnani
konvergence Newtonovy a LM metody bylo provedeno v [4]. LM metoda vyzaduje re-
lativné mnoho vypoc¢ti hodnoty cilové funkce y, tj. v tomto pfipadé mnoho vypoctiu
vlastnich frekvenci systémii. Pouziti Ritzovy metody v kombinaci s LM metodou je ve-
lice rychlé, identifikace trva fadové sekundy. Problémy z hlediska vypocetni rychlosti by
nastaly pfi kombinaci MKP s LM metodou, nebot tato metoda vyZzaduje priubézné vy-
poc¢ty vsech vlastnich frekvenci. Aplikace by tudiz byla velmi neefektivni. Proto se hledal
novy algoritmus pro identifikaci elastickych konstant pii pouziti prostorové diskretizace
MKP. V nasleduji sekci je popsana metoda pouzitelna pro identifikaci elastickych konstant
zaloZend na metodé postupnych aproximaci (Direct Iteration Method - DIM).

2.1 Teoreticky zaklad navrzené metody

V kratkosti bude uvedeno odvozeni rekurentniho vztahu pro identifikaci elastickych kon-
stant pomoci metody postupnych aproximaci. Diskretizujme zkoumany vzorek metodou
kone¢nych prvki a pro zndmé predpoklady volného kmitani elastického kontinua diskre-
tizovaného MKP vznikne zobecnény problém vlastnich ¢isel [1]

(=AM + K)vy, = 0, 2)

kde \p = Q2 = 42 f2, i, je k-t4 vlastni frekvence, vy je k-ty vlastni vektor (tvar). Matice
hmotnosti M je definovanda vztahem

M:/pNTNdV (3)
\%

a matice tuhosti K
K= / B CBdV, (4)
v

kde p je hustota, V je objem vzorku, N je matice tvarovych funkci, B je matice derivaci
tvarovych funkci a C je matice elastickych konstant. Tuto matici mizeme rozepsat jako
linedrni kombinaci

M
c-Y cp, (5)

i=1
kde C;, 1 = 1,2,..., M jsou nezavislé elastické konstanty a matice P; jsou bazové ma-

tice piislusejici elastickym konstantam C;. Po dosazeni vztahu (5) pro matici elastickych
konstant do definice matice tuhosti (4) se tato matice mize také rozepsat jako linedrni

kombinace
M

K=> ¢ < /V B'P,B dv) = i CiR.. (6)

i=1
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Oznaceni R; bylo zavedeno pro
R, = / B P,BdV. (7)
1%

Pokud se vlastni vektory normuji tak, ze plati
VTKV = A, (8)

kde V je modalni matice a A je diagonalni spektralni matice, plati také pomoci vztaht

(6),(7), (8) rovnost
M M
VIKV =V7 <Z (JZ-RZ-> V=>Cs, (9)
i=1 i=1
kde matice S; je dana vztahem

S; = VIR, V. (10)

Porovname-li levé strany rovnic (8) a (9), ziskdme vztah mezi nezavislymi elastickymi
konstantami a vlastnimi ¢isly problému

M
i=1

Pozadavkem je, aby pro cilovou funkci y platilo x = 0, coz je ekvivaletni rovnosti f = g
prok =1,2,..., N. Ve vztahu (11) se proto zaméni matice A za experimentalné uréenou
matici A¢;,. Spektralni matice A, se urci podle piedpisu

A, = diag (47°(g1)?) - (12)

Pro metodu postupnych aproximaci se vyuzije nasledujici rekurentni vztah
M . .
> CIM'S] = Acsy. (13)
i=1

Vztah (13) umoziuje uré¢it novy odhad elastickych konstant C;, i = 1,2,..., M pfi zna-
losti vlastnich frekvenci z experimentu, rozméri a geometrie vzorku, hustoty materialu,
typu symetrie krystalografické mtizky a jejiho natoceni vii¢i soufadnicovému systému a
vlastnich vektort.

V maticové rovnici (13) jsou Sg a A, symetrické matice, takze staci porovnat jejich
horni trojihelniky. Tim vznikne pfeurcena soustava linearnich algebraickych rovnic. Pocet
rovnic je N - (N + 1)/2, pocet nezndmych je M. MiZzeme proto psat

A/ = b, (14)
kde ¢ oznacuje vektor nezavislych elastickych konstant
c=[Cy,Cy...,Cu", (15)

matice A obsahuje vhodné usporaddané koeficienty S a vektor b.,, predstavuje horni
trojuhelnik matice A.,, ve sloupcové formatu.
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2.2 Pozmanky k numerické implementaci navrzené metody pro identifikaci
elastickych konstant

Postup itera¢niho vypoctu vyuzivajicitho vztah (13) je nasledujici. Pro odhadnuty vektor
nezavislych elastickych konstant ¢/ znAmého typu materialu se sestavi matice elastickych
konstant C/, matice hmotnosti M a matice tuhosti K’ vyfesi se problém vlastnich ¢isel
(K — A M)v7, = 0 (napf. metodou iterace podprostoru) a zkontroluje se podminka y? <
Xerror. Pokud nerovnost plati, je C/ hledana matice elastickych konstant. Pokud nerovnost
neni splnéna, sestavi se matice S7. Z rovnice (13) se uré novy odhad vektoru c¢/*! a
cely proces se opakuje, dokud neni splnéna podminka x/ < Yerror. Cely algoritmus byl
implementovan v ramci prostiedi vypocetniho systému PMD a je symbolizovan v box.1.

Matice elastickych konstant C musi byt pozitivné definitni. V navrzeném rekurentnim
schématu neni tento pozadavek pfimo respektovan, proto se musi provést dodatecna kont-
rola. Pro test pozitivni definitivnosti matice C se doporucuje pouzit zobecnény Choleského
rozklad [3]

C=272"Qz, (16)

kde Z je horni trojihelnikova matice s kladnymi diagonalnimi prvky, Q je diagonalni
matice, pro kterou plati: Q = diag(+1). Pokud matice C je pozitivné definitni, jsou
diagonalni prvky matice Q rovny jedné, tj. Q;; =1 proi=1,2,...,6.

Pfeurcenou soustavu linearnich algebraickych rovnic (14) je vyhodné fesit pomoci pseu-
doinverzni matice [3], ¢imz se ziské FeSeni soustavy (14) ve smyslu nejmensich ¢tverci

¢/ = (A7) by, (17)
kde (A7)* je pseudoinverzni matice k matici A/. Matice A" je definovana vztahem
At = (ATA) AT, (18)

Pro vypocet matice A je vyhodné rozlozit matic A pomoci singularniho rozkladu (SVD)
[11],[3] na soudin matic
A =UZW", (19)

kde plati UTU =1, WI'W =1, ¥ je diagonalni. Pomoci vztahu (18) je mozno uréit
At =wx U’ (20)
Hledané feSeni rovnice (14) je mozné nalézt ve tvaru

= WX U by, (21)

Matici hmotnosti M a matice R; je mozné urcit pred zahajenim vypoctu. Pri realizaci
této identifikacni metody se ukézalo, Ze je nutné sledovat pribéh cilové funkce y. Pro
nekteré pripady materidlu se nedosahne toho, aby platilo ¥ < Xerror, ale hodnota x
stagnuje. Najde se tak alespon lokalni minimum. Iterace je proto nutné ukoncit, pokud
hodnota cilové funkce y neklesd nebo pocet iteraci je vétsi nez urcita zvolend hodnota
NI oz

Obcas se muze vyskytnout piipad , ze se v prubéhu realizace experimentu vynecha
néjaka vlastni frekvence g, nebo nékteré vlastni frekvence vzorku splyvaji. Proto je nutné
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znat nejen hodnoty vlastnich frekvenci gy, ale i jejich potradi ve spektru. Uvedeny algorit-
mus umoznuje urceni elastickych konstant tak, aby se ptiblizné shodovaly vybrané vlastni
frekvence. Dale je nutné pro dany typ materidlu stanovit minimalni pocet frekvenci, pro
které lze nezavislé elastické konstanty urcit. Pti testech byl pro isotropni material stanoven
minimalni pocet frekvenci 12, pro kubicky material bylo potieba 9 frekvenci.

O konvergenci metody postupnych aproximaci pojednava znadmé Banachova véta o pev-
ném bodé [2]. V pribéhu vypoétu muze nastat situace, ze aproximace lezi mimo polomér
konvergence metody. V takovém pripadé se musi vypocet restartovat s jinym odhadem
elastickych konstant c°.

1. Type of material symmetry = number of independent elastic moduli M and assembly
matrix P;

2. Specimen dimensions = FEM mesh =N,B

3. Input experimental frequencies gi, k = 1,2,.., N = by,
4. R, = [, B'P,BdV, M = Jv pNTN dV
5. Choose c°, check on positive definiteness C°, j=0

6. K/ = [, BTC'BdV

7. General eigenvalue problem (Kj — )\fcl\/[) vé =0,fork=1,2,...,N

, : 7 . i g\ 2
8. N = fi=1/ 27"’2 = target function y/ = \/Zglk (f’“gkgk>

9. If (\! < Xerror)and (j = Nlq.)and ()71 < x?) EXIT with C = C’

10. S = (V/))TR, VI, A

11. Singular value decomposition A/ = USWT
12. Solution ¢/t = WX 1UTperp

13. Assembly of C/*! from ¢/*!

14. If C’™ is not positive definite goto 5.

15. 7 =75+ 1, goto 6.

Box 1: Algorithm for the determination of elastic moduli by DIM and FEM

3. Testovaci priklady

Prvni numericky test byl proveden pro izotropni material, ale v ladicim procesu se uvazo-
val jako kubicky (3 nezavislé parametry), a , to konkrétné pro sklo s elastickymi konstan-
tami C'11=82.0407 GPa, C'15=23.5666 GPa, C'14,=29.2371 GPa. Tyto hodnoty byly méreny
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pulsni metodou. Rozborem piesnosti byl stanoven horni odhad relativni chyby 1.3%. Hus-
tota vzorku se stanovila vaZenim v kapaliné a jeji hodnota pro sklo je p=2459.9 kg/m?3.
Metodou RUS se na vzorku tvaru kvadru o rozmeérech 2.333x2.889x3.914 mm urcilo prv-
nich dvacet nenulovych vlastnich frekvenci gi, k = 1,2, ..., 20, byl stanoven horni odhad
absolutni chyby méfeni vlastnich frekvenci na hodnotu 105 Hz (pouzité krokovani 35 Hz).
Vlastni frekvence jsou fadové rovny 5-10° Hz, takZe lze odhadnout hodnotu cilové funkce
x odpovidajici presnosti métfeni. Podle (1) je Xerror=0.01 %. Pokud je ve vypoctu hod-
nota cilové funkce mensi nebo rovna této odhadnuté hodnoté, nema vyznam pokracovat,
protoze by se tim dosdhlo meze pfesnosti experimentu.

Jelikoz jsou hodnoty elastickych konstant pro dany material zndmy z nezavislého mé-
feni, je mozné sledovat, jak vzdalené jsou v prubéhu iteraci aktualni hodnoty elastickych
konstant. Vzdalenost aktualnich hodnot od znamych hodnot elastickych konstant je mozné
urc¢it podle vztahu

50:% Z(Céc) -100  [%). (22)

i=1 @

Prvni odhad hodnot nezavislych elastickych konstant byl zvolen takto: ;=90 GPa,
C15=30 GPa, Cyy=35 GPa. Kvadr byl disktretizovan kvadratickymi konecnymi prvky,
hustota sité byla 10x10x 10 elementti. Pro toto zadani je na obr. 2. sledovan priitbéh hod-
noty 0C' a cilové funkce x v zavislosti na poctu iteraci. Po deseti iteraci vypoc¢tu metodou
DIM se dosahlo hodnoty cilové funkce y= 2.052e-2, tj. relativni chyba na jednu frekvenci
0.459 %, tomu odpovidaly hodnoty elastickych konstant C1;=82.5675 GPa, C1,=24.7699
GPa, C44=29.4032 GPa a chyba vici znAmym hodnotdm byla 6C=1.7 %. Pro porovnani
jsou také prezentovany vysledky pro kombinaci Ritzovy metody s LM metodou [8].

14r 035

03[

o
N
ol

+— MKP +DIM —= MKP + DIM

—— Ritz+LM o Ritz+ LM

Moduli error [%]
Target function [1]

I i I I I I I I | I L I I I |
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5 5
Iteration Iteration

Obrazek 2: Numerical test 1. Evolution of moduli error 0C' (left) and evolution of target
function y (right).

Dalsi testovaci uloha je témér shodna s predchozi, pouze se lisi v tom, zZe frekvence,
pro které se urcovali elastické konstanty, byly urceny numericky pomoci MKP na siti
10x10x10 prvki. Poc¢atecni hodnoty elastickych konstant byly opét zvoleny C7;=90 GPa,
C12=30 GPa, Cyy,=35 GPa. Po deseti iteraci metody DIM se hodnota cilové funkce ustalila
na hodnoté y = 3.4693¢ — 3, odpovidajici relativni chyba na jednu frekvenci byla 0.0775%,
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tomu odpovidaly nalezené hodnoty elastickych konstant C7;=82.1781 GPa, ('5,=23.938
GPa, C44=29.1208 GPa a hodnota 0C byla 0.5446 %. Na obr. 3 je zobrazen prubéh kon-

vergence metody pro tento numericky test, pro porovnani jsou také prezentovany vysledky
LM metody [8].

03F

— MKP + DIM ~— MKP + DIM

—-o Ritz+LM o Ritz+LM

Moduli error [1]
target value of function [1]

I L L L | I L
[ 1 2 3 7 8 9 10 0 1 2 3 7 8 9 10

4 5 . 6 4 5 . 6
Iteration Iteration

Obréazek 3: Numerical test 2. Evolution of moduli error 6C' (left) and evolution of target
function y (right).

4. Diskuse a zavér

Na provedenych numerickych testech je mozné sledovat vlastnosti uvedené metody. Pri-
béh cilové funkce v prubéhu ladéni vykazuje stale klesajici tendenci, az se hodnota y ustali
na urcité hodnoté, a ladéni uz nepokracuje. V porovnani s LM metodou lze fici, ze u DIM
metody pokles 6C' predstavuje pokles x, coz u LM metody neni jisté. LM metoda se zda
presnéjsi, ale vysledky urcéené DIM jsou srovnatelné s experimentalné zjisténymi daty:.

Znacnou vyhodou navrzené metody je moznost jejiho pouziti pro libovolny tvar vzorku.
Pti diskretizaci kvadratickymi kone¢nymi prvky lze ocekavat presnéjsi vypocet vlastnich
frekvenci nez pro Ritzovu metodu, coz se také pfi testovani pfesnosti vypoctu frekvenci
materialti (nehomogenni materiély, bikrystaly), pro uréovani koeficient proporcionalniho
utlumu materiald, popf. pro zjistovani hodnot elastickych konstant vyssich rad.
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