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PASSAGE OF A FLEXIBLE SLENDER ROTOR THROUGH
CRITICAL SPEED

|. Ballo*, R. Chmarny*

Summary: The contribution deals with a mathematical model of bending
vibrations of a slender flexible rotor, excited by unbalance when passing the
critical speed. The analysed rotor is supported by two short bearings on flexible
supports, the influence of hydrodynamic forces is neglected. The rotor is assumed
being of constant circular cross-section in his whole length and driven by an
engine of limited power. The bending vibrations of the rotor are analysed
assuming that the transversal displacement limitation during passage trough the
critical speeds is facilitated by one of following three possibilities:

A/ Increase of driving engine power output and so speed up the passage trough
critical speed.

B/ Decrease of rotor natural frequency just before reaching the critical speed

C/ Inclusion of a non-linear element into flexible rotor supports.

The aim of this contribution is to compare the time course and magnitude of rotor
transversal displacement in the transient vibrations caused by passing critical
speed by one of the three approaches mentioned.

Uvod

Ako vidiet' z rozsiahlej literatiry (podrobny stpis je uvedeny napr. v praci Wauera a
Suhermana), problémom prechodového deja, ktory vznikne pri prechode rotora kritickymi
otackami, sa zaoberali mnohi autori. Okrem zakladnej tendencie lepSie poznat dynamické
deje pri rozlicnom sposobe prechodu, délezitym motivom bola aj snaha navrhnut’ opatrenia,
ktoré by prispeli k zniZzeniu maximalnej vychylky v prechodovom deji.

NajstarSim a aj dnes v prevaznej miere pouzivanym spdsobom prechodu rotora cez kritické
otacky je zvysenie vykonu pohanajiceho zariadenia tak, aby prechod cez kritické otacky trval
¢o najkratSie. Tym sa sucasne obmedzi aj rast maximalnej vychylky ohybového kmitania
rotora (napr. Gash, Markert, Pflitzner).

Za iny mozny pristup, umoziujuci znizit maximalnu vychylku pri tomto deji, sa vo
viacerych pracach pokladd zmena tuhosti ststavy tesne pred dosiahnutim kritickych otacok.
Namety na zrealizovanie zmeny tuhosti si u jednotlivych autorov rozlicné a aj podrobnost’, s
akou sa cely tento dej sleduje, je u jednotlivych autorov rézna .

Prof. Ing. Igor Ballo, DrSc., Ing. Rudolf Chmurny, CSc.
Ustav materidlov a mechaniky strojov, Racianska 75, 831 02 Bratislava 2.
e-mail: ummsibal@savba.sk, ummschmu@savba.sk



2 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #106

Obmedzit’ vychylku pri ohybovom kmitani rotora pri prechode cez kritické otacky, mozno
aj inymi spdésobmi. Moznym rieSenim je aj zaradenie vhodného nelinedrneho c¢lena,
obmedzujiceho deforméciu rotorovej ststavy. Takymto pristupom sa zaoberal uz
V.A.Grobov v Sestdesiatych rokoch. Pouzil pri tom model, zaloZzeny na Lavalovom rotore, s
linedrnym a nelinearnym podoprenim loZisk.

Dej, suvisiaci s prechodom rotora kritickymi otackami, spravidla vyznamne ovplyviuje
prave obmedzenost vykonu pohonu. Zakladné efekty, ktoré pri tom moézu vzniknit,
analyzoval na zjednoduSenom modeli Kononenko vo svojej zndmej praci. V sucasnosti sa
vplyv obmedzenosti vykonu pohanajuceho zariadenia sleduje na zlozitejSich a tym mozno
realistickejSich sustavach.

Dominantnym zdmerom tejto prace je vzajomne porovnat deje, ktoré prebehni pri
prechode cez kritické otacky rotora podla troch spominanych postupov, pri uvazeni
obmedzenosti vykonu pohanajiceho stroja. Na rozdiel od vicsiny predoslych prac, budeme
tento dej sledovat’ ako priestorovy. Je to priprava na neskorSie sledovanie moznych vizieb
medzi kmitanim rotora vo vodorovnom a zvislom smere.

O rotore, ktorého chovanie sledujeme v tejto praci, budeme d’alej predpokladat, ze je
ulozeny v dvoch kratkych loziskach, bez uvazovania hydrodynamickych sil. Loziska st
pruzne podoprené v dvoch, navzijom kolmych smeroch  nelinedrnymi pruzinami o
rozdielnych tuhostnych vlastnostiach. Predpokladé sa, Ze pri prechode cez kritické otacky je
mozné linedrne menit’ tuhost’ ulozenia lozisk a tym menit' aj modalne vlastnosti rotorovej
sustavy. V praci sa d’alej berie do uvahy vonkajsSie linearne tlmenie, brzdiaci moment, imerny
otdckam a obmedzeny vykon pohanajuceho zariadenia.

Délezitym krokom pri rieSeni matematického modelu je jeho diskretizacia. Podobne, ako v
praci Ballu (1985) pouZzijeme princip metddy velkych konecnych prvkov, ktory je zalozeny
na aproximacii priehybovej Ciary rotujuceho hriadela, odlisSnej od beZzne pouzivanej MKP.
Takyto pristup zabezpe¢i zjednoduSenie diskretizovaného nelinedrneho matematického
modelu, v ktorom st oddelené¢ matice, popisujice tuhosti podopreni lozisk, ohybovi tuhost’
rotora a rozloZenie jeho hmotnosti. RieSenie matematického modelu sa uskuto¢ni jednou z
modifikécii metddy malého parametra (Mitropolskij).

V zéavere prace sa uvedu vybrané Ciselné vysledky a ich grafické zndzornenie, spolu s ich
zhodnotenim a komentovanim.

2. Mechanicky a matematicky model

Mechanicky model sledovanej ststavy je znazorneny na obrazku ¢.1 Premenné,
charakterizujuce prehnutie hriadel'a v nepohyblivej suradnej sustave su x(z,¢) a y(zt), kde z je
dizkova stradnica v ose nedeformovaného hriadela a ¢ je ¢as. Vychylky I'avého a pravého
konca hriadela st xo(2),y0(t) a xr(?),yr(t). Analogicky vyznam v pohyblivej suradnej ststave,
rotujicej spolu s hriadelom okolo osi z, maji premenné &(z,¢) a n(z,t). Intenzita hmotnosti
hriadel’a je my a jeho ohybova tuhost’ EJ,.
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Obr. 1

Pohybové rovnice sformulujeme v pohyblivej siradnej ststave. Ohybovii deformiciu
hriadela v dvoch kolmych smeroch budeme pritom aproximovat’ vyrazmi (Ballo, 1998):

S(z,0) = X (2)5, () + Xy (2).5, () + i‘,X,- (2).#;(1) (1a)

n(z,t)= X, (2)n,()+ X, (2)n, &)+ ZXj (2).0,(1) (1b)
j=1
V rovniciach (1a,b) su stradné funkcie X, X,, Hermitovské polynémy, umoziiujuce
splnit’ okrajové podmienky:
z z

Xm:l—z X()z:z, (2a,b)

zatial’ ¢o suradné funkcie X, st vlastné funkcie proste podopretého nosnika:

L (J
Xj:sm(Tj j=12,..n 3)

Ak nezname Casové funkcie z rovnic (la,b) zoradime do dvoch stipcovych matic w,,w,,
uhol pootocenia hriadela okolo osi z oznaime symbolom ¢, po vykonani prislusnych
matematickych operacii a iprav, dostaneme ststavu rovnic v maticovej forme:

Mw, +K w, = M.(q’ozw§ + oW, +2gbv'v,7)+ G.sing+F,.cosp+F, sing+@’C+pS  (4a)

Mw, + K w, = M(gbzwn — W, —2¢W§)+Gc0s¢—Fx.singo+Fy cosp+@’S—pC  (4b)

V predoslych rovniciach je M matica hmotnosti, Kk matica ohybovej tuhosti samotného
rotujuceho hriadela. Ich prvkami su skaldrne suciny suradnych funkecii, resp. skalarne suciny
ich druhych derivécii podla dlzkovej premenne;j z:

M=m|(X,X )|  Kg=El|x;x")| i/=01,02,12,.n (5a,b)

V rovniciach (4a,b) d’alej vystupuje stipcova matica zat'azenia vlastnou tiazou G, stipcové
matice Fy , Fy  vyjadrujice u¢inok pruzného podoprenia koncov hriadela a C,S, suvisiace s
nevyvazenostou hriadela. Ich Struktura je dand vyrazmi:

G =[(m,g,X,)] C=[(gp.cospy.X;)] S=[(gq.5in By, X;)| k=01,02,1,2,...n (6a,b.c)
kde g je zemské zrychlenie, £, je vyosenie taziska prierezu hriadela vo vzdialenosti z od

Tavého konca a [ je uhlova poloha tohto vyosenia. Struktiira poslednych dvoch vektorov je:
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T 3 3
Fx = [OCOxXO + ﬂOxxO sA Xy + ﬁLxxL ’0’0’---0J (73)
3 3
Fy = la0yy0 + BoyyoQryyr + Pryyi ’0’0’---0J (7b)
kde a;,B; (1=0,L j=x,y) sukonstanty. Po zavedeni bezrozmernych konstant y;;,5;

. L
vzt'ahmi ]/IJ .Mlﬂ% = aij 51_] %
Ys

= B, kde 4 je vlastna uhlova frekvencia proste

podopretého nosnika a M, je modalna hmotnost’, prislichajica k 4;. 1y, je statické prehnutie
proste podopretého nosnika pod vlastnou tiazou. Takto dostaneme:

2 2
F)T =M ﬂ’l [70 xX0s71xVL ’O"'0]+ F)TN FT =M ﬂ’l I:j/OyyO’j/Lny ’O"'O:I"" F)’rrN (8a,b)

mygl mygL
F = Og [50xx0’5LxxL »0.. 0] FyTN = Og [5Oyy0’5Lny »0.. 0] (8c,d)
S S
Po pretransformovani do stacionarneho suradného systému a po tiprave dostaneme:

Matice K,Ky v predoSlych rovniciach obsahujii tidaje o linedrnych castiach tuhosti
podoprenia lozisk. Ich §truktura je dana rovnicami:

Yox 0 0 .. ]/Oy 0 0
0 0 0 0

K, = M, 22 Vlx Ky=M, 2 Yy (10a,b)
0 0 0 .. 0 0 0

Rovnice (9a.b) st upravené do tvaru, ktory reSpektuje neskorSie aplikovanie metddy
malého parametra. Pouzitie tejto metddy predpoklada existenciu tzv. nerozrusenej sustavy, na
ktord pdsobia malé rusiace Cleny. V tejto praci sme pokladali za nerozruSenu linearnu
netlmenu ststavu s nerovnakymi linedrnymi Castami tuhosti podopreti koncov hriadela v
dvoch kolmych smeroch. RuSiace c¢leny obsahuji vektory &¥x,e¥y, kde € je maly
parameter. Struktura tychto vektorov je nasledujica:

e¥x =-Fn +¢2(Cc0sgo—Ssin @)+ P(Scos@ + Csin go)—LM)'c (11a)
my
¥y =-Fyn +¢2(Sc0sgo+Csin @)+ @(—Ccos@ + Ssin @)—LM)')+G (11b)
my

Podl'a zasad tedrie malého parametra rieSenie rovnic (9a,b) vychadza zo vseobecného
rieSenia nerozrusenej (& =0) sustavy. V okoli 1. vlastnej uhlovej frekvencie v oboch kolmych
smeroch @y, , bude:

X =W, .aAg.COSY¥p y=—wy,.a;smny; (12a,b)
X =—W(, Ap®y SN Yp Y==W,.a;0, .COSY| (12¢,d)
wr=0+5 =0+ (12e,1)

V rovniciach (12) st wy,,w,, vlastné vektory, prislichajuce k vlastnym uhlovym

frekvenciam - @, ,@y,, ku ktorym sa vztahujo aj modalne hmotnosti My, M. V
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nerozrudenej sustave si ag,a; g, 9; integracné konstanty, v rozrusenej (& # 0) st to funkcie

casu. Ak budeme pokladat’ rovnice (12) za transformacné vztahy pre prechod na nové
premenné funkcie Casu ag,a; IgJ;, potom po upravach dostaneme rovnice pre ich vypocet v

Standardnom tvare (Mitropolskij):

—ap :;ng L5 .sinyp (13a)
1xPox
—ay :;wgy ¥y .cosy; (13b)
1y@oy
. 1
—ap9p :aR(a)—a)ox)+—ng Y5 .cosyp (13¢)
1x@P0ox
+a[l9[:a1(a)oy_a))+;ng .8“1"Y.Sinl//[ (13d)
M,y@oy

Dalej treba sformulovat” rovnicu pre Casovy priecbeh @. Z rovnovdhy momentov,
pdsobiacich na rotor k ose z dostaneme:

1$ = [L(p)- H(p)]+ T [M y+ Csinp + Scosgp]— ' [M x+ Ccosep - Ssing |+
+ qbz lyT (— Ccosg+ Ssin qo)+ xT (Csinqo + Scosqo)J+ x'G (14)
kde L( ¢) je pohanajuci moment a H( ¢ ) je moment, brzdiaci otdcavy pohyb rotora.
Pre d’alSie spracovanie treba do rovnice (14) dosadit’ predpokladané riesenie (12) a (13).
Pritom budeme brat’ do uvahy iba ¢leny, imerné 1. mocnine malého parametra & . Prislusna

rovnica bude:
M

Ixy

15 = [L(p) - H(g)]+ Myyyoixagascosypsiny; — aywoy &¥xsiny; -

1x

Mlxy

2 : T T
—My®pyagascosy psiny; — ag woy e¥ycosyp +wy, Gagcosyp +

ly
+ gbz {wgy a;siny (Ccosqo —Ssin qo)+ ng ARCoSY p (Csinqo + Scosqo)} (15)
V rovnici (15) sme zaviedli oznacenie WOTX Mwgy =My

Sustavu rovnic pre vypoCet nezndmych funkcii Casu ap,a;,%,9,¢=w Vv prvom
priblizeni dostaneme, ak jednotlivé Cleny v rovniciach (13a,b,c,d) a (15) spriemerujeme podla
javne vystupujuceho casu (Mitropolskij) Vysledkom je ststava piatich rovnic:

. a)2 [ T . ] b
—ap = wa, (Csin 9y, —Scos Iy )|+ —ap (16a)
1x @ox my
2
—a; = % [wgy (Scosd; — Csin 9, )]+ mio a, (16b)
y®oy
—agp =ag(w—o )—#(w4 Box + Woro B }13+
RYR R 0x 4M1Xa)ox 0x1/~0x 0x2M1Lx MR
(02 T .
+—[w0X (Cc0s9R + Ssin g )] (16¢)

Mlxa)Ox
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G B 3 4 4 3
itapdr=a; (a’0y a))+ AM, 0, (Woy1ﬁ0y +Woy Pry )az +
(02 [ T .
+— woy(SsmSI +Ccosd; ) (16d)
lya)Oy

o = [L(a))—H(a))]+ Mlxy(a)gx —a)gy LRa[sin(gl — ‘9R)+
M
4NIIXY (ngIﬂOX + ngZﬂLx L;’?alsm(gj - ‘9R )—
1x
3My,
4M1y
b

——Myyaga; [a)oxcos(l91 -9 )+ woycos(91 + 9p )]+
my

+

(WgylﬂOy + wgyZﬁLy }’R a? sin (91 -9 )_

M
+ a)z{wg{ Mlxy ar (ScosSl —CsinY; )+ ag (Sc0s9R —Csin 95 )} +

1x

M
J+ wgy{ Mlxy ag(Csin 9, —Scos Iy )+ a; (Csin 9y Scos&)}} (16e)
ly

V rovniciach (16¢,d,e) vystupuju veliéiny wyy, Woxa s Woy1sWoya - St to 1. a 2. prvky
vektorov w, sWoy - Hl'adané funkcie ¢asu agp,a;,9%,9;,¢ = @ sme ziskali numerickou
integraciou predoslych rovnic (16a,b,c,d,e).

3.ReZim prechodu rotora cez Kritické otacky zmenou tuhosti podopreni
Jednym zo spominanych spdsobov, ako znizit' maximalnu vychylku rotora pri prechode cez
kritické otacky, je zniZenie tuhosti podopreni tesne pred dosiahnutim kritickych otacok. V
tejto Casti prace zostavime rovnice, ktoré popiSu zmenu linedrnej Casti tuhosti podopreni
konec¢nou, danou rychlostou. Samotny prechodovy dej, ktory pri ton nastane, budeme
sledovat’ v d’alSej Casti.

Pre definiciu zmien pomernych tuhosti y; s urCujuce nasledujice udaje. Jednak je to

uhlové rychlost’ ot4c¢ania rotora w,,,o,,, kedy sa zacne menit’ tuhost’ podoprenia v smere x

yz >
a y, podobne @y ,wy , udava koniec zmeny v oboch smeroch. Dalej yy, je zaCiatocna

hodnota tuhosti a y;; kone¢na hodnota. Pre nazornost' zavedieme eSte pomer tychto hodndt

a7 = Zik /i A= O,L; j = x.y).

4. Ciselné vysledky

Vysledky, ktoré vznikli ¢iselnym rieSenim rovnic (16), st znazornené priebehom amplitad ag,
a; v zavislosti na Case pri prechode kritickymi otackami. Na obrazku ¢. 2 st znazornené oba
priebehy pri podopreni rotora linearnymi (5, =0) pruzinami (y,, =y, =Ly, =y, =2) pri
hodnote pohanajicom momentu, ktory prave zabezpecoval prechod cez kritické otacky
(Lo = 1,9 Nm).
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Obr. 2

V nasledujicom obrazku sa nastavené parametre nemenili. Vzrastol iba pohanajici
moment (Lo= 5,0 Nm).
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Obr. 3

Vidiet', Ze zvySenim pohéanajiceho momentu poklesli hodnoty oboch amplitud a vyrazne sa
skratilo trvanie prechodového deja.

V nasledujucich priebehoch sa vratime k minimélnej hodnote pohéanajiceho momentu (L
= 1.9 Nm), zato vSak pri dosiahnuti otacok rotora, rovné 0.97 prvej vlastnej frekvencie vo
zvislom smere, sa zacne menit’ tuhost podopreni oboch koncov rotora vo zvislom smere a
skonci sa, ak otaCky dosiahnu hodnotu 0.99 tejto vlastnej frekvencie. Tuhost’ sa pri tom zmeni
na 1/2 pévodnej hodnoty.

Ap 4, [mm]

10

S N A &N @

25 1 [s] 30

Jbr. 4



8 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #106

V porovnani s priebchom na obr. 2, sa amplitida vo zvislo smere vyrazne znizila a
prechodovy dej sa vyznamne skratil. Obe hodnoty zna¢ne zévisia od volby zaciatku a konca
prelad'ovania a od hodnoty konec¢nej tuhosti uloZenia.

Kone¢ne na poslednom obrazku je zndzorneny priebeh pri minimdlnom pohanajicom
momente (Lo = 1.9 Nm) a rovnakom nastaveni parametrov, ako pri priebehu na obr. ¢.2, iba
do oboch pruzin pre zvislé podoprenie bol pridany nelinearny c¢len s degresivnou
charakteristikou (J,, =6, =-0.004). Na rozdiel od predoslych priebehov, je na tomto

obrazku znézorneny nielen prechodovy dej pri rozbehu, ale aj dej, ktory vznikne pri vypnuti
pohanajiceho momentu v okamziku dosiahnutia prevadzkovych ota¢ok a dobehu rotora.

10 ‘

Obr. 5
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ovwe

troch uvazovanych spésobov a aj jej zvySenie pri dobehu nebolo nijak dramatickeé a bolo
porovnatelné s predoslymi priebehmi. Vyrazne sa iba predlzilo trvanie prechodového deja.

5. Zaver

Vysledky, uvedené v préci, ktoré sa ziskali pomocou matematického modelovania, umoziuju
porovnat’ zdkladné vlastnosti prechodovych dejov pri prechode cez kritické otacky pruzného
rotora jednym z troch uvazovanych spésobov prechodu.
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