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Summary: The contribution deals with a mathematical model of bending 
vibrations of a slender flexible rotor, excited by unbalance when passing the 
critical speed. The analysed rotor is supported by two short bearings on flexible 
supports; the influence of hydrodynamic forces is neglected. The rotor is assumed 
being of constant circular cross-section in his whole length and driven by an 
engine of limited power. The bending vibrations of the rotor are analysed 
assuming that the transversal displacement limitation during passage trough the 
critical speeds is facilitated by one of following three possibilities:  
A/ Increase of driving engine power output and so speed up the passage trough 
critical speed. 
B/ Decrease of rotor natural frequency just before reaching the critical speed  
C/ Inclusion of a non-linear element into flexible rotor supports. 
The aim of this contribution is to compare the time course and magnitude of rotor 
transversal displacement in the transient vibrations caused by passing critical 
speed by one of the three approaches mentioned. 
 

 
U vod 

Ako vidieú  z rozsiahlej literatu ry (podrobny su pis je uvedeny napr. v praci Wauera a 
Suhermana), problemom prechodoveho deja, ktory vznikne pri prechode rotora kritickymi 
otackami, sa zaoberali mnohı autori. Okrem zakladnej tendencie leps ie poznaú  dynamicke  
deje pri rozlicnom sposobe prechodu, dolezitym motıvom bola aj snaha navrhnu ú  opatrenia, 
ktore  by prispeli k znızeniu maximalnej vychylky v prechodovom deji. 
 Najstars ım a aj dnes v prevaznej miere pouzıvanym sposobom prechodu rotora cez kriticke  
otacky je zvysenie vykonu pohanaju ceho zariadenia tak, aby prechod cez kriticke  otacky trval 
co najkrats ie. Tym sa su casne obmedzı aj rast maximalnej vychylky ohyboveho kmitania 
rotora (napr. Gash, Markert, Pf˝tzner). 

Za iny mozny prıstup, umoznuju ci znıziú  maximalnu vychylku pri tomto deji, sa vo 
viacerych pracach poklada zmena tuhosti su stavy tesne pred dosiahnutım kritickych otacok. 
Namety na zrealizovanie zmeny tuhosti su  u jednotlivych autorov rozlicne  a aj podrobnosú , s 
akou sa cely tento dej sleduje, je u jednotlivych autorov rozna . 
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                U stav materialov a mechaniky strojov, Racianska 75, 831 02 Bratislava 2. 
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 Obmedziú  vychylku pri ohybovom kmitanı rotora pri prechode cez kriticke  otacky, mozno 
aj inymi sposobmi. Moznym riesenım je aj zaradenie vhodneho nelinearneho clena, 
obmedzuju ceho deformaciu rotorovej su stavy. Takymto prıstupom sa zaoberal uz 
V.A.Grobov  v sesú desiatych rokoch. Pouzil pri tom model, zalozeny na Lavalovom rotore, s 
linearnym a nelinearnym podoprenım lozısk.  
 Dej, su visiaci s prechodom rotora kritickymi otackami, spravidla vyznamne ovplyvnuje 
prave obmedzenosú  vykonu pohonu. Zakladne  efekty, ktore  pri tom mozu vzniknu ú , 
analyzoval na zjednodusenom modeli Kononenko vo svojej znamej praci. V su casnosti sa 
vplyv obmedzenosti vykonu pohanaju ceho zariadenia sleduje na zlozitejs ıch a tym mozno 
realistickejs ıch su stavach. 
 Dominantnym zamerom tejto prace  je vzajomne porovnaú  deje, ktore  prebehnu  pri 
prechode cez kriticke  otacky rotora podäa troch spomınanych postupov, pri uvazenı 
obmedzenosti vykonu pohanaju ceho stroja. Na rozdiel od v c̈s iny predos lych prac, budeme 
tento dej sledovaú  ako priestorovy. Je to prıprava na neskors ie sledovanie moznych v z̈ieb 
medzi kmitanım rotora vo vodorovnom a zvislom smere.  

O rotore, ktoreho chovanie sledujeme v tejto praci, budeme ó alej predpokladaú , ze je 
ulozeny v dvoch kratkych loziskach, bez uvazovania hydrodynamickych sıl. Loziska su  
pruzne podoprene  v dvoch, navzajom kolmych smeroch  nelinearnymi pruzinami o 
rozdielnych tuhostnych vlastnostiach. Predpoklada sa, ze pri prechode cez kriticke  otacky je 
mozne  linearne meniú  tuhosú  ulozenia lozısk a tym meniú  aj modalne vlastnosti rotorovej 
su stavy. V praci sa ó alej berie do u vahy vonkajs ie linearne tlmenie, brzdiaci moment, umerny 
otackam a obmedzeny vykon pohanaju ceho zariadenia. 
 Dolezitym krokom pri riesenı matematickeho modelu je jeho diskretizacia. Podobne, ako v  
praci Ballu (1985) pouzijeme princıp metĺdy veäkych konecnych prvkov, ktory je zalozeny 
na aproximacii priehybovej ciary rotuju ceho hriadeäa, odlisnej od bezne pouzıvanej MKP. 
Takyto prıstup zabezpecı zjednodusenie diskretizovaneho nelinearneho matematickeho 
modelu, v ktorom su  oddelene  matice, popisuju ce tuhosti  podoprenı lozısk, ohybovu  tuhosú  
rotora a rozlozenie jeho hmotnosti. Riesenie matematickeho modelu sa uskutocnı jednou z 
modifikaciı metĺdy maleho parametra (Mitropolskij).  

V zavere prace sa uvedu  vybrane  cıselne  vysledky a ich graficke  znazornenie, spolu s ich 
zhodnotenım a komentovanım.  
 
 
2. Mechanicky a matematicky model 
Mechanicky model sledovanej su stavy je znazorneny na obrazku c.1 Premenne , 
charakterizuju ce prehnutie hriadeäa v nepohyblivej su radnej su stave su  x(z,t) a y(z,t), kde z je 
dlzkova su radnica v ose nedeformovaneho hriadeäa a t je cas. Vychylky äaveho a praveho 
konca  hriadeäa su  x0(t),y0(t) a xL(t),yL(t). Analogicky vyznam v pohyblivej su radnej su stave, 
rotuju cej spolu s hriadeäom okolo osi z, maju  premenne  ξ(z,t) a η(z,t). Intenzita hmotnosti 
hriadeäa je m0 a jeho ohybova tuhosú  EJ0.    
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 Pohybove  rovnice sformulujeme v pohyblivej su radnej su stave. Ohybovu  deformaciu 
hriadeäa v dvoch kolmych smeroch budeme pritom aproximovaú  vyrazmi (Ballo, 1998):  
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 V rovniciach (1a,b) su  su radne  funkcie 0201 ,ΧΧ  Hermitovske  polynĺmy, umoznuju ce  
splniú  okrajove  podmienky: 

                                            
L
z

−=101Χ        
L
z

=02Χ  ,                                                  (2a,b) 

zatiaä co su radne  funkcie jΧ   su  vlastne  funkcie proste podopreteho nosnıka: 
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 Ak nezname casove  funkcie z rovnıc (1a,b) zoradıme do dvoch stlpcovych matıc ηξ ww , , 
uhol pootocenia hriadeäa okolo osi z oznacıme symbolom ϕ , po vykonanı prıslusnych 
matematickych operaciı a u prav, dostaneme su stavu rovnıc v maticovej forme: 
   ( ) SCFFGwwwMwKwM yxK .sincos.sin.2. 22 ϕϕϕϕϕϕϕϕ ηηξξξ &&&&&&&&&& +++++++=+      (4a) 

   ( ) CSFFGwwwMwKwM yx
2

K ϕϕϕϕϕϕϕϕ ξξηηη &&&&&&&&&& −++−+−−=+ 2cossin.cos2        (4b) 
 V predos lych rovniciach je M matica hmotnosti, KK matica ohybovej tuhosti samotneho 
rotuju ceho hriadeäa. Ich prvkami su  skalarne su ciny su radnych funkciı, resp. skalarne su ciny 
ich druhych derivaciı podäa dlzkovej premennej z: 
                    ( )[ ]ji ΧΧ ,m0=M         ( )[ ]ji ΧΧ ′′′′= ,EJ0KK      i,j=01,02,1,2,...n               (5a,b) 
 V rovniciach (4a,b) ó alej vystupuje stlpcova matica zaú azenia vlastnou tiazou G, stlpcove  

matice Fx , Fy , vyjadruju ce u cinok pruzneho podoprenia koncov hriadeäa a C,S, su visiace s 

nevyvazenosú ou hriadeäa. Ich s truktu ra je dana vyrazmi: 

   ( ) k0g,m Χ=G    ),cos.( 00 kXβε=C ( ) kX,sin. 00 βε=S    k=01,02,1,2,...n    (6a,b,c) 

kde g je zemske  zrychlenie, 0ε  je vyosenie ú aziska prierezu hriadeäa vo vzdialenosti z od 

äaveho konca a 0β  je uhlova poloha tohto vyosenia. Struktu ra poslednych dvoch vektorov je: 
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kde ijij βα ,  ( i = 0,L   j = x, y) su  kons tanty. Po zavedenı bezrozmernych kons tant ijij δγ ,  

vzú ahmi  ij
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gLm βδ = , kde 1λ  je vlastna uhlova frekvencia proste 

podopreteho nosnıka a M1 je modalna hmotnosú , prislu chaju ca k 1λ .   sy  je staticke  prehnutie 
proste podopreteho nosnıka pod vlastnou tiazou. Takto dostaneme: 
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 Po pretransformovanı do stacionarneho su radneho systemu a po u prave dostaneme: 
                                XXK KKM Ψε=++ )(x&&                                                         (9a) 
                                YYK KKM Ψε=++ )(y&&                                                         (9b) 
Matice YX KK ,  v predos lych rovniciach obsahuju  u daje o linearnych castiach tuhostı 

podoprenia lozısk. Ich s truktu ra je dana rovnicami:  
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Rovnice (9a.b) su  upravene  do tvaru, ktory respektuje neskors ie aplikovanie metĺdy 
maleho parametra. Pouzitie tejto metĺdy predpoklada existenciu tzv. nerozrusenej su stavy, na 
ktoru  posobia male  rus iace cleny. V tejto praci sme pokladali za nerozrusenu  linearnu 
netlmenu  su stavu s nerovnakymi linearnymi casú ami tuhostı podopretı koncov hriadeäa v 
dvoch kolmych smeroch. Rus iace cleny obsahuju  vektory YX ΨΨ εε , , kde ε je maly 
parameter. Struktu ra tychto vektorov je nasleduju ca: 

x&&&& MCSSCFxNX
0

2
m
b)sincos()sincos( −++−+−= ϕϕϕϕϕϕεΨ                     (11a) 

GMSCCSFyNY +−+−+++−= y&&&&
0

2
m
b)sincos()sincos( ϕϕϕϕϕϕεΨ         (11b) 

Podäa zasad teĺrie maleho parametra riesenie rovnıc (9a,b) vychadza zo vseobecneho 
riesenia nerozrusenej ( 0=ε ) su stavy. V okolı 1. vlastnej uhlovej frekvencie v oboch kolmych 
smeroch yx 00 ωω , , bude: 

                     RRa ψ.cos0 .wx x=              IIa ψsin0 ..wy y−=                           (12a,b) 

                 RxRa ψω sin00 ..wx x−=&        IyIa ψω cos00 ..wy y−=&                      (12c,d) 

                   RR ϑϕψ +=                              II ϑϕψ +=                                      (12e,f) 

V rovniciach (12) su  yx w,w 00  vlastne  vektory, prislu chaju ce k vlastnym uhlovym 
frekvenciam yx 00 ωω , , ku ktorym sa vzú ahuju  aj modalne hmotnosti M1x, M1y.  V 
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nerozrusenej su stave su  IRIR aa ϑϑ ,, ,  integracne  kons tanty, v rozrusenej ( 0≠ε ) su  to funkcie 
casu. Ak budeme pokladaú  rovnice (12) za transformacne  vzú ahy pre prechod na nove  
premenne  funkcie casu IRIR aa ϑϑ,, , potom po u pravach dostaneme rovnice pre ich vypocet v 
s tandardnom tvare (Mitropolskij): 
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Dalej treba sformulovaú  rovnicu pre casovy priebeh ω . Z rovnovahy momentov, 
posobiacich na rotor k ose z dostaneme: 
                  ( ) ( )[ ] [ ] [ ]+−+−+++−= ϕϕϕϕϕϕϕ sincoscossinHLI TT SCMSCM xyyx &&&&&&&&  

                                  ( ) ( )[ ] GSCSC TTT2 cossinsincos xxy ++++−+ ϕϕϕϕϕ&                (14) 
kde L(ϕ& ) je pohanaju ci moment a H(ϕ& ) je moment, brzdiaci otacavy pohyb rotora. 
 Pre ó als ie spracovanie treba do rovnice (14) dosadiú  predpokladane  riesenie (12) a (13). 
Pritom budeme braú  do u vahy iba cleny, umerne  1. mocnine maleho parametra ε . Prıslusna 
rovnica bude: 
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 V rovnici (15) sme zaviedli oznacenie 1xyM=0y
T
0x wMw ..  

 Su stavu rovnıc pre vypocet neznamych funkciı casu ωϕϑϑ ≡&,,,, IRIR aa  v prvom 
priblızenı dostaneme, ak jednotlive  cleny v rovniciach (13a,b,c,d) a (15) spriemerujeme podäa 
javne vystupuju ceho casu (Mitropolskij) Vysledkom je su stava piatich rovnıc: 
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 V rovniciach (16c,d,e) vystupuju  veliciny 0y20y10x20x1 wwww ,,, . Su  to 1. a 2. prvky 
vektorov 0y0x w,w . Häadane  funkcie casu ωϕϑϑ ≡&,,,, IRIR aa sme zıskali numerickou 
integraciou predos lych rovnıc (16a,b,c,d,e). 
 
 
3.Rez im prechodu rotora cez kriticke ota c ky zmenou tuhosti podoprenı 
Jednym zo spomınanych sposobov, ako znıziú  maximalnu vychylku rotora pri prechode cez 
kriticke  otacky, je znızenie tuhosti podoprenı tesne pred dosiahnutım kritickych otacok. V 
tejto casti prace zostavıme rovnice, ktore  popısu zmenu linearnej casti tuhosti podoprenı 
konecnou, danou rychlosú ou. Samotny prechodovy dej, ktory pri ton nastane, budeme 
sledovaú  v ó alsej casti. 
 Pre definıciu zmien pomernych tuhostı ijγ  su  urcuju ce nasleduju ce u daje. Jednak je to 
uhlova rychlosú  otacania rotora yzxz ωω , , kedy sa  zacne meniú  tuhosú  podoprenia v smere x 
a y, podobne ykxk ωω , , udava koniec zmeny v oboch smeroch. Dalej ijzγ je zaciatocna 
hodnota tuhostı a ijkγ konecna hodnota. Pre nazornosú  zavedieme es te pomer tychto hodnot 

ijzijkijq γγγ = (i = 0,L; j = x,y). 
 
 
4. C ıselne vysledky 

Vysledky, ktore  vznikli cıselnym riesenım rovnıc (16), su  znazornene  priebehom amplitu d aR, 
aI v zavislosti na case pri prechode kritickymi otackami. Na obrazku c. 2 su  znazornene  oba 
priebehy pri podoprenı rotora linearnymi ( 0=ijδ ) pruzinami ( 2;1 Ly0yLx0x ==== γγγγ ) pri 
hodnote pohanaju com momentu, ktory prave zabezpecoval prechod cez kriticke  otacky 
(L0 = 1,9 Nm).     
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    Obr. 2 
 
 
 

V nasleduju com obrazku sa nastavene  parametre nemenili. Vzrastol iba pohanaju ci 
moment (L0 = 5,0 Nm). 
 

 
 
 
 
 
 
 
          Obr. 3 
 
 

 

 Vidieú , ze zvysenım pohanaju ceho momentu poklesli hodnoty oboch amplitu d a vyrazne sa 
skratilo trvanie prechodoveho deja.  

V nasleduju cich priebehoch sa vratime k minimalnej hodnote pohanaju ceho momentu (L0 
= 1.9 Nm), zato vsak pri dosiahnutı otacok rotora, rovne  0.97 prvej vlastnej frekvencie vo 
zvislom smere, sa zacne meniú  tuhosú  podoprenı oboch koncov rotora vo zvislom smere a 
skoncı sa, ak otacky dosiahnu hodnotu 0.99 tejto vlastnej frekvencie. Tuhosú  sa pri tom zmenı 
na 1/2 povodnej hodnoty. 

 

 

 

 

 

 

Obr. 4 
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V porovnanı s priebehom na obr. 2, sa amplitu da vo zvislo smere vyrazne znızila a 
prechodovy dej sa vyznamne skratil. Obe hodnoty znacne zavisia od voäby zaciatku a konca 
prelaó ovania a od hodnoty konecnej tuhosti ulozenia.  

Konecne na poslednom obrazku je znazorneny priebeh pri minimalnom pohanaju com 
momente (L0 = 1.9 Nm) a rovnakom nastavenı parametrov, ako pri priebehu na obr. c.2, iba 
do oboch pruzın pre zvisle  podoprenie bol pridany nelinearny clen s degresıvnou 
charakteristikou ( 004.0Ly0y −== δδ ). Na rozdiel od predos lych priebehov, je na tomto 
obrazku znazorneny nielen prechodovy dej pri rozbehu, ale aj dej, ktory vznikne pri vypnutı 
pohanaju ceho momentu v okamziku dosiahnutia prevadzkovych otacok a dobehu rotora.    

 

 

 

 

 

 

   Obr. 5 

 

Z obrazku vidieú , ze hodnota amplitu dy aI pri rozbehu mala najnizs iu hodnotu zo vsetkych 
troch uvazovanych sposobov a aj jej zvysenie pri dobehu nebolo nijak dramaticke  a bolo 
porovnateäne  s predos lymi priebehmi. Vyrazne sa iba predlzilo trvanie prechodoveho deja.  

 
 

5. Za ver 
Vysledky, uvedene  v praci, ktore  sa zıskali pomocou matematickeho modelovania, umoznuju  
porovnaú  zakladne  vlastnosti prechodovych dejov pri prechode cez kriticke  otacky pruzneho 
rotora jednym z troch uvazovanych sposobov prechodu. 
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