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Abstract: A parametric optimization of the gearbox in steady vibration excited by gear kinematics
transmission errors is presented. The process is based on the gearbox decomposition into two
subsystems — the interior rotating subsystem and gear housing — joined by rolling-element bearing
couplings. The condensed mathematical model of the gearbox in state-space is used for the
calculation of complex conjugate modal values and for formulation of the nonlinear multiple
objective function in the feasible domain. The method is applied to the car gearbox to decrease
vibration in resonances.
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1 Uvod

Ptevodovky ve vozidlech jsou vedle vnéjSich zdroji buzeny vnitinimi zdroji
generovanymi v zadbérech ozubenych kol. Ozubend kola jsou zpravidla ¢elni se Sikmymi
zuby a lze proto pfedpokladat jako dominantni zdroj buzeni kinematické uchylky
ozubeni (kinematics transmission errors). Lze je vyjadrit ve tvaru Fourierovy fady

A.(t)=> 4, ", (1)
k

kde 4., je komplexni amplituda k-t€¢ harmonické sloZky tchylky ozubeni v zubovém

zabéru z a @, je ptislusna zubova frekvence. Vzhledem k Sirokému rozsahu provoznich
otaCek, variantnosti systému v disledku pfefazovani rychlostnich stupiii a hustému
spektru vlastnich Cisel pfevodovky, nepfichdzi v uvahu spektralni prelad’ovani jako
metoda snizovani dynamické odezvy.

Vychodiskem pro optimalizaci je model pievodovky [1], dekomponovany na

subsystémy ,,s* a kondenzovany z n ~ 10° +10° nam ~ 10> +10° stupiii volnosti, ve
tvaru

£()+(B+V'B.V)k()+ (A + V'K V)x(t)= V(). )

Jeho soufadnice x(f)=[x,(¢)], tzv. hlavni modalni soufadnice subsystémi, jsou se
zobecnénymi souradnicemi subsystémil vazany modalnimi transformacemi
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q,="V.x (t), s=12,. . (3)

Matice V = diag(’” VS) je blokové diagondlni a A= diag(’" As) diagonalni. Jsou
sestaveny z modalnich " V_e R™"™ a spektralnich " A € R™™ submatic netlumenych
a navzdjem rozpojenych subsystémi, kde n_ je pocet stupnll volnosti subsystému s a
m_ je pocet jeho vlastnich vektort (tzv. hlavnich) zafazenych do "V . Modalni matice
hlavnich vlastnich vektorti kazdého subsystému musi spliovat podminku M - normy
"VIM, "V, = E, ,kde M je matice hmotnosti s-t¢ho subsystému a E,  jednotkova
matice fadu m_ . Z modalni analyzy s-t¢ho subsystému musi tedy vystupovat
M, - kolmé vlastni vektory a to 1 pro pfipad ndsobnych vlastnich ¢isel [2].

Matice K., B, vyjadiuji vliv vazeb mezi subsystémy a vektor f()= [fs (t)] popisuje
buzeni. Je-li tlumeni subsystémi uvaZzovano proporcionalni, pak

B =diag("V! B,"V,)=2diag(...DY'QY....) (4)

kde D‘E‘Y),Qé‘v),l/:1,2,..,ms, s=12,.. jsou pomérné utlumy a vlastni frekvence
rozpojenych subsystémti.

2. Dekompozice prevodovky
Vazebni matice tuhosti K. (resp. tltumeni B_.) ma tvar podle zptsobu rozdéleni

prevodovek na subsystémy. Ptistup je mozny dvoji.

Prvni pristup je zalozen na dekompozici pievodovky pouze na dva subsystémy —
rotujici vnitini vestavbu pfevodovky (rotorova ¢ast) a skiiil (statorova cast). Vazby mezi
subsystémy jsou pouze loziskové. Predpokladame, ze kontakt mezi vnitinim (soucasti
prislusného uzlu htidele vnitini vestavby) a vnéjSim (soucasti skiin€) krouzkem
kazdého loziska je vjistém poctu bodli. Tuhost (tlumeni) loziska nahrazujeme
linedrnimi  pruzinami s paralelné fazenymi tlumi¢i v kazdém dotykovém bodé
vradidlnim a axialnim sméru. Vysledna matice K. je souttem matic K.
prislusejicich vSem lozisktim i a dotykovym bodi j. Kazd4 matice KC”_ je velkého tadu
n. Zaplnéné jsou vSak pouze Ctyii submatice pofadovych cisel fadki a sloupct
odpovidajicich pofadovym cislim netorznich soutfadnic uzlu hiidele, na némz je
nasazen vnitini krouzek a pofadovym c¢islim posuvll bodl na skiini odpovidajicim
dotykovym bodiim na vnéjsim krouzku. Konkrétni tvar matic K. je popsan v [1] a

y

zavisi kromé jiného na geometrickych parametrech lozisek. Matice B, ma shodny tvar

s K s tlumicimi koeficienty misto tuhosti.

Druhy pristup spocivd v dekompozici rotujici vnitini vestavby jest¢ dale na
jednotlivé hiidele. Vazby mezi skiini a htideli zGstavaji loZiskové. Navic pfibyvaji
zubové vazby mezi jednotlivymi hfideli. Matice tuhosti zubovych vazeb je dana
sou¢tem matic velkého fadu n odpovidajicich jednotlivym zubovym zébériim z. Tuhost
(tlumeni) ozubeni je modelovano linedrni pruzinou o tuhosti &, a paralelné¢ fazenym

tlumi¢em o koeficientu tlumeni b, ve sméru normaly k bokiim zub v zdb&érovém bodg.



Ve vazebni matici kazdé zubové vazby jsou zaplnény pouze Ctyfi submatice poradovych
¢isel fadkd a sloupct odpovidajicich pofadovym ¢islim (vSech) soutadnic uzl hiideld,
na nichZ jsou nasazena kola v zabéru — hnaci pastorek P a hnané kolo K. Matice K.

pro z-ty zubovy zabér ma tvar

6/(6)" - —arlel)
K. =k : : , (5)
-8f6r)" - 8fer)

kde Sesticlenné vektory 8” a 8% zavisi na geometrickych parametrech kol a ozubeni
[3]. Matice B maji analogicky tvar s tlumicimi koeficienty ozubeni b, misto tuhosti
k. .

Dekomponujeme-li pfevodovku na vnitini rotujici vestavbu (subsystém s = R) a
skiin ptevodovky (subsystém s = §), buzeni kinematickymi tichylkami vSech ozubeni
nachdzejicich se v silovém zabéru je v modelu (2) popsano vektorem

m T
VR cz

V-3 %] " | ko) ©

Kazdému ozubeni je pfifazen vektor c¢_ dimenze n, (pocet stupiiii volnosti
subsystému R), pro ktery plati

¢ = 6?) o 65) ™

Vektory & jsou na pozicich odpovidajicich soutadnicim uzld, v nichZ jsou nasazena
kola v z-tém zabéru.

Dekomponujeme-li  vSak prevodovku na jednotlivé hiidele (subsystémy
s =R, resp. R,) a skiifl (subsystém s = S), buzeni v modelu (2) je popsano vektorem

mV P
R,cz
Vit)=>| i+ DAk, +ikeb, )e ™ 8)

z k

Zde ptedpokladame, ze z-ty zubovy zabér spojuje pastorek na hiideli R, skolem na

hiideli R, . Vektory ¢ resp. ¢! jsou dimenze n, resp. n, amaji tvar

P (Y Y2 LA (PP s I Y3 L ©)



Zaplnéna mista odpovidaji potfadi uzlu, v némz je nasazen pastorek na hiideli R, resp.
kolo na hfideli R; .

3. Ustalena dynamicka odezva
Systém (pfevodovka) v dusledku tlumeni vazeb je silné nekonzervativni.
Dynamickou odezvu proto vyjadiujeme na kondenzovaném modelu ve stavovém

prostoru [3] ()= [XT (), x" (t)] " Provedenim modalni analyzy modelu dimenze 2m
ve stavovém prostoru

0 E, . |-E, 0 0
r u+ r u=|__ (10)
E, B+V'B.V 0 A+V K.V Vf

N P

ziskame vlastni ¢Cisla A, =—«, +if8,, 4,., =—c, —if3, a N-kolmé vlastni vektory

u’ =[4x",x"], v=1,....2m . Modalni transformaci

{Znind
2m

u=§:zvuz<:>x=szxv (11)
v=l

v=1

lze vnovych soufadnicich z, () model (10) piepsat do tvaru jednotlivych
diferencialnich rovnic

2, -z, =x"V'f, v=1,.2m. (12)

Buzeni V'f je podle zpiisobu rozélenéni systému na subsystémy dano v (6) nebo (8).
Uvéazime-li pouze buzeni k-tou harmonickou tchylkou ozubeni zébéru z, partikularni
feSeni rovnice (12) je

(k. +ikw.b,)x"d_e™*

v)
zt)= 13
z k( ) z,k lk(l)z _ ﬂ,v ( )
Zde, podle zplisobu roz¢lenéni systému na subsystémy, je
"V el
"Vie, s
d, =| nebo d, =| c |- (14)
0 Vi€
o 5 |

Pfechodem pftes transformace (11) a (3) pro partikularni feSeni v zobecnénych
soufadnicich s-t€ho subsystému dostaneme



q (O)=4,, (k. +ike b ) "V x\) =it (15)

Zde x(j) je subvektor vektoru x, odpovidajici pofadi soufadnic subsystému s.

Uvazime-li pouze rezonujici tvar kmitu, kdy kw.=/,, a jednotkovou amplitudu

v

4., =1, dostdvame z pfedchoziho souctu jediny scitanec. Pro jeho komplexni

amplitudu plati
_TsTv Tvee (16)

V ptipadé roz¢lenéni prevodovky na skiin (s = S) a vnitini vestavbu (s = R) dostavame
dosazenim (14) do (16) a Gpravou skalarniho sou¢inu x'd

m (s)(m (R) T,
) = e +igp ) YR Va) e

= (17)

14

Pokud navic wvnitini vestavbu prevodovky rozélenime na jednotlivé htidele
s=R, resp. R, dostdvame dosazenim druhého vyrazu (14) do (16) analogicky

"y x\) [(’” VR[XS,R") ) Tel + (’” Vi, X(VR")) TcKJ

z

qt) = (k. +ip,b.)

(18)

o

14

Ptfipominame, Ze vlastni vektory x, dimenze m kondenzovaného modelu jsou
komplexni. Vzhledem k transformaci (3) souciny

q))="v x (19)

aproximuji subvektory vlastnich vektort plného nekonzervativniho modelu pfislusejici
subsystémim s. Zavislost na konkrétni harmonické sloZce k buzeni se ve vyrazech (17)
a (18) jiz nevyskytuje.

Globalni pohled na uroven vibraci subsystému s pii buzeni jen jednou
jednotkovou harmonickou slozkou uchylky A,, =1 v ozubeni jediného zabéru z dava
realné veliCina souvisejici s extrémem deformacni energie subsystému

N 1 N N
Bl =l K, aly, (20)
kde K, je matice tuhosti izolovaného subsystému a q(z‘,)c je komplexni amplituda
odezvy subsystému na zminéné buzeni. Pfispévek rezonujiciho tvaru kmitu do veli¢iny
E Z“,Q dostaneme dosazenim vektoru q(;l v (17) resp. (18) do (20) misto q(;,)c Ziskame

veli¢inu, kterd vzhledem k (19) a k M -kolmosti a normovani vlastnich vektori



konzervativnich modelli subsystéma ma pro piipad rozdéleni na skiiil a rotorovou cast
tvar

2

kZ + iﬂvbz
20

14

£

v

el g x A X (al) e, @1

z 14 14

Pro ptipad rozdéleni rotujici vestavby na jednotlivé hiidele dostavame

=B foryqm oy hoa, sl Vet - F et ] o
aV

V téchto vztazich symbol H zna¢i Hermitovsky sdruZzenou matici a pruh shora
komplexné sdruZzeny vektor.

4. Formulace cilovych funkeci
Jako moZnou variantu cilové funkce uved’'me

kz + l‘ﬂv bz
o

14

T
XVdZ

. (22)

'f’l(p)=Zz‘,Zgzv

Jednotliva kritéria této funkce pfifazujeme rezonan¢nim staviim, kdy 4-t4 harmonicka
zubova frekvence zabéru z je v rezonanci s v-tou vlastni frekvenci systému. Pokud
subsystémy jsou slab¢ tlumené a za optimalizacni parametry nejsou vybrany parametry
zubovych zabért, Ize formulovat jednodussi cilovou funkci ve tvaru

¥, p)=22 8.

T
XVdZ

. (23)

Tteti variantou cilové funkce milize byt
LAUEDIDIPICM S (24)

Jednotliva kritéria jsou piispévky do energie napjatosti subsystému s pfi rezonanci k-té
harmonické zubové frekvence zdbéru zs v -tou vlastni frekvenci systému. Pomoci
nezapornych vahovych koeficientii g preferujeme silové zubové zébéry z a rezonance
v, které se v dynamickém zatizeni startovaciho stavu parametri modelu v zadaném
provoznim rozsahu (napt. otdcek vstupniho hiidele) nejvice projevuji.

Ptipustnou oblast podminéné optimalizace definujeme jako
P=X<p!, pl>nP, (25)

tedy prinik s-rozmérného kvadru, jimz jsou definovéana trividlni omezeni na rozsahy
optimalizacnich parametr, a mnoziny P, definované pomoci netrividlnich
nerovnicovych omezeni. Za netrividlni omezeni obvykle volime méné vyznamna



kritéria typu kritérii v cilové funkci, ktera ovSem do ni nezahrnujeme. V prabchu
optimalizace poZadujeme, aby hodnota pfisluSnych kritérii nepfevysila zvoleny nasobek
jejich startovaci hodnoty.

Pokud mnozina vSech (v uvahu ptichazejicich) optimalizacnich parametrQ, z nichz
vybirdme parametry p’ = [p1 yeres P S] pro konkrétni llohu, neobsahuje Zadné parametry

modelll nékterych subsystémt (obvykle to byva skiin), provede se konzervativni
modalni analyza a vybér hlavnich tvar téchto subsystému pouze jednou na zacatku
optimaliza¢niho procesu.

5. Ovéreni metodiky optimalizace

Ovéteni metodiky bylo provedeno na modelu pohonu automobilu (obr. 1). Jednalo
se o model pfevodovky rozsifeny na hnaci strané o torzni vazbu jadra spojky
prostiednictvim lamel se setrvacnikem motoru (kde byl piedpokladdn rovnomérny
pohyb) a na hnané stran¢ o vazby ptirubovych hiidelti diferencialu s koly automobilu a
kol s valci zkuSebniho zafizeni. Rotorova cast se skladdala z hnaciho a hnaného htidele
propojenych zubovymi vazbami. Silovd vazba je vzdy ta, jez odpovida zafazenému
pievodovému stupni.

L1
51 |44
=T~1m

~ 00,60
v

=L

z=5 |
Ly
NG

L3

Obr. 1 Ptfevodovka v hnacim ustroji automobilu



Hnany htidel je se skiini diferencialu propojen zubovou vazbou stalého prevodu
(z = 6). Model rotorové ¢asti mél n, =376 stupiiti volnosti a byl modelovan v prostiedi
MATLAB [5]. Model statorové c¢asti byl sestaven v prostiedi ANSYS uZitim
¢tyfuzlovych ctyfstént a osmiuzlovych solid-prvkiti a mél ng =166 816 stupiii volnosti
[1]. Propojeni rotorové a statorové Casti bylo prostfednictvim Sesti valivych lozisek L1
az L6. Z hlediska hodnoty tfeti harmonické nejvyssi zubové frekvence pro maximalni
otacky vstupniho htidele bylo po modalni analyze skiin¢ rozhodnuto redukovat pocet
stupit volnosti skiin€ na mg =150. Z hlediska tUnosnych chyb v amplitudovych

charakteristikach vychylek a sil v zubech byla stanovena redukce poctu stupnii volnosti
vnitini vestavby na m, =80.

Ve startovacim stavu byla dominantni rezonance v okoli #=3500ot/min
vstupniho htidele, kdy je pfi zafazeném druhém pfevodovém stupni v rezonanci zubova
frekvence stalého pfevodu (z=6) s 15. vlastni frekvenci a zubova frekvence 2.
pievodového stupné (z=2) s31. vlastni frekvenci systému. Pii optimalizacnich
parametrech definovanych jako radiadlni tuhosti vSech Sesti lozisek byla feSena
optimaliza¢ni uloha pro cilovou funkci

¥, (p)=|x},d,| (26)

za spInéni pouze trivialnich omezeni p’ =0,5p,; p! =2p,, (i = 1,2,...,6) , kde p,, jsou
startovaci hodnoty radidlnich tuhosti lozisek. Metodou pruzného simplexu pfi relativni
presnosti 5% v prostoru optimalizacnich parametrt a 1% v prostoru hodnot cilové
funkce bylo po 55 vy¢islenich cilové funkce nalezeno optimum. Cilova funkce byla
sniZzena cca na 2,7 % ptivodni hodnoty. Skalarni sou¢iny rezonujicich vlastnich vektort

"V, xX s vektorem ¢, reprezentujicim buzeni ve druhém zabéru jsou znazornény na
obr. 2 pred optimalizaci (horni obr.) a po optimalizaci (dolni obr.).

% 107 Skalarni souciny vl. vektoru rezonujicich tvaru s buzenim ve 2.zaberu - start
"l .2 e T T T T

o
o
T
1

o=
F-9
1

Hodnota soucinu
(=1
[o2]
T
1

0 10 20 30 40 50 50
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Obr. 2 Skalarni souciny rezonujicich vlastnich vektorii subsystému R s vektorem c,



w0 Srovnani efeklivnich odhadu deformacni energie vestavby
5 T I T T 1

plna=pred optimalizaci

4.5 tecky= po optimalizaci
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Obr. 3 Horni efektivni odhad deformacni energie rotujici vnitini vestavby pfevodovky
pied optimalizaci a po optimalizaci

w107 Srovnani efektivnich hornich odhadu energie skrine
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Obr. 4 Horni efektivni odhad deformaéni energie skiiné pfevodovky
pred optimalizaci a po optimalizaci



Srovnani  amplitudovych  charakteristik ~ deformacni  energie  subsystému

EY = /ZZ(E Z(‘ ,Z )2 , S=R, S pfi uvazovani kinematickych uchylek
z k

4, =205, 4,,=1,025, 4,,=0,683 [um] vzubovém zabéru druhého ptevodového
stupné (z=2) a 4, =314, A, =157, A, =105 [um] v zubovém zabéru stalého
pievodu (z = 6) v zavislosti na otaCkach motoru pied a po optimalizaci vyplyva z obr.
3 a 4. Cilovy stav vykazuje hlavni rezonanci n = 3370 ot/min, kdy je zubova frekvence

2. zabéru vrezonanci s 30. vlastni frekvenci. Je ziejmé, ze kmitani v nejvyraznéjsi
rezonan¢ni oblasti bylo potlaceno a to zejména u skiing.

Zavér

Metoda umoziluje optimalizovat vybrané navrhové parametry rozsahlych
nekonzervativnich systémti z hlediska ustadlenych polyharmonicky buzenych kmita
v rezonancich. Je aplikovdna na pfevodovku buzenou kinematickymi uchylkami
ozubeni pfi respektovani interakce mezi hiidelovou soustavou s ozubenymi koly a skiini
pres valiva loziska. Vyhodou metody je nezavislé modelovani a feSeni neuplného
problému vlastnich hodnot konzervativnich modelti navzajem rozpojenych subsystémil
— hfidelové soustavy a skiiné — a feSeni uplného problému vlastnich hodnot na
kondenzovaném modelu pievodovky o vyrazné niz§im poctu stupiiti volnosti. Neni
nutnd presna znalost harmonickych slozek kinematickych tchylek ozubeni, ale jen
jistota jejich vyskytu. Spektrdlni a modéalni matice subsystémli neobsahujicich
optimalizac¢ni parametry jsou v optimalizacnim procesu neménné. Optimalizacni proces
rozsahlych model o 10° +10° stupiii volnosti dekomponovanych na subsystémy lze
po kondenzaci Ize realizovat programem MATLAB na PC.

Prispévek byl vypracovan v ramci vyzkumného zaméru MSM 23520003 katedry
mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni.
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