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ADAPTIVNI" TECHNIKA V MKP

L. Svoboda!, D. Rypl 2, Z. Bittnar®

Abstrakt: V poslednich deseti letech se zajem mnoha vyzkumnik{ obratil na problém, jak pfi
vypottech zaloZzenych na metodé konetnych prvkil dosahnout pozadované presnosti Feeni.
Za tu dobu bylo vyvinuto nékolik metod FeSicich tento problém a nékteré z nich se ukazaly
natolik Usp&né, Ze se zataly wyuZivat i v komercnich aplikacich. V kazdé z téchto metod
Ize najit tfi zAkladni Casti: (1) Gsporny a vykonny nastroj na aposteriorni odhad chyby;
(2) proces uréujici modifikaci (vylepSeni) sité prvkl, ktera by vedla k dosazeni predepsané
presnosti feSeni pfi minimalnim poctu iteraci; (3) vykonny generéator schopny pfesné splnit
na%e pozadavky na modifikaci sité. V tomto ¢lanku bude pfedstavena adaptivni technika,
jelimiZ autory jsou Zienkiewicz a Zhu, a na pfikladech budou ukéazany vysedky, kterych 1ze
touto metodou dosahnout.

Klicova slova: h-adaptivita.

Uvod

Kazdy uzivatel numerickych metod zalozenych na diskretizaci feSeného problému
by se mé&l snazit o odhad presnosti ziskanych vysledkil. K tomu slouzi tzv. adaptivni
techniky, pomoci nichz | ze ziskat informaci o chybé feSeni azaroven davaji navod najeho
zpresnéni. Vzhledem k sloZitosti adaptivnich vypottl se u komerénich aplikaci spoléhalo
na zkusenost uzivatelll a na jednoducha pravidla, jak se vyhnout nejhrubgsim chybam.
Tento postup vSak neved! vzdy k uspokojujicim vysledkiim. Na&tésti se dnes situace méni
k lepSimu a bylo jiz pfedstaveno nékolik adaptivnich metod, které umoZznuji automatické
dosaZeni pozadované chyby FeSeni v kratkém Case.
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Existuje nékolik typll adaptivnich metod. V nejbézngjSim feSeni Glohy MK P je vytvo-
fenmodel konstrukce pouzitim urcitého typu prvku se stupném pol ynomickéaproximace p.
PresngjSiho feSeni je poté dosazeno uzitim vice prvki a tim padem zmensenim jegjich cha-
rakteristickych rozméri h, a proto se oznatuje jako h-adaptivita. Je mozno ji pouZzit ve
v&ech existujicich kbdech a v tomto prispévku bude bliZze predstavena. DalSi metoda se
nazyva p-adaptivita. Pocet prvkll zde zlistava stejny a presnost modelu se zvy3uje tim,
Ze se na vybranych prvcich zvysi stupen polynomické aproximace p. Takto vznikla sit
S ménici se aproximaci sice vyzaduje pouziti vykonného feSiCe, ale zvySena namaha se
vyplati, obzvlasté pokud je pozadovana vysoka pfesnot feSeni. SouCasnym pouzitim obou
metod vznikatzv. hp-adaptivita, ktera se v souCasné dobeé jevi jako nejefektivngsi.
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V ramci h-adaptivity existuje nékolik zplisobll, jak se k hust$i siti dopracovat. Prvni z
nich je znazornén na obrazku 1. Plvodni sit je zde ponechana a pouze v misté s ngjvetsi
chybou seprvky rozdéli nactvrtiny. Tento proces se opakujetak dlouho, dokud neobdrzime
FeSeni s poZzadovanou chybou. Nevyhodou postupu je vznik tzv. hanging nodes a zavisl ost
tvaru avelikosti prvku na pocatecnim rastru. Vyhoda naopak spocivav tom, Ze neni tfeba
generovat stéle nové sité a Castecné | ze vyuzivat hodnot, vypoCtenych jiz na primarni siti.

Dalsi alternativou, kterou néktefi autori uvadgi, je tzv. r-adaptivita. V tomto procesu
zUstava potet prvkl sité konstantni a pouze se hledaji novée polohy uzlll, které by zgjis-
tovaly presngsi feSeni. Toto samoziejmé neni novy typ adaptivni techniky, ale jedna se
0 h-adaptivitu se specidnim zplisobem zahuStovani. Je dulezité si uvédomit, Ze pouZi-
tim tohoto procesu ziskame o néco presngsi feSeni, ale predepsané presnosti s nejvetsi
pravdépodobnosti nedosahneme.

Asi negjlepsi alternativou h-adaptivity je generovani vzdy noveé site, ktera by presné
odpovidala nadim pozadavkim.

Z predchozich Gvah je zZfgimé, Ze vSechny adaptivni vypocty hledajici feSeni pozado-
vané presnosti maji tfi ¢asti, které musi byt cyklicky vykonavany:

(1) vypocet na zvolené zakladni siti, vycisleni odhadu chyby diskretizace feSeni

(2) urCeni modifikace (vylepSeni) sité, ktera by zgjistila ekonomické dosazeni prede-
psané presnosti

(3) implementace tohoto vylepSeni, vypoCet feSeni na modifikované siti a vycisleni
odhadu nové chyby; pfi nedosazeni predepsané presnosti navrat do bodu (2)

Tyto tfi Cadti je tfeba navrhnout tak, aby bylo vysledku dosaZzeno co nejefektivngji as
co ngimensim poctem cyklU.

Adaptivni technika podle Zienkiewicze a Zhua

V nasledujicich kapitolach bude predstavena adaptivni technika, kterou navrhli O. C.
Zienkiewicz aJ. Z. Zhu. Tato technika zahrnuje vsechny tfi vySe uvedené body potfebné k

Obr.1: h-adaptivita - rozd&ovani prvkd; o hanging nodes.



dosazeni pozadovaneé presnosti feSeni asplinujei prisné pozadavky narychlost aefektivitu
vypoctu.

Pro odhad chyby formulovali autori jednoduchou metodu, kterase stalavelice Ginnym
néastrojem snadno implementovatel nym do existujicich programul. Tento odhad je vhodny
predevsim pro h-adaptivitu a jeho hlavni pfednosti je, Ze neni tfeba vycCislovat skoky
mechanickych veli¢in na hranici mezi prvky, jak tomu bylo u , klasickych* odhadi.

Zakladni vztahy

Uvedena adaptivni technika bude predstavena na pfikladu eliptického problému
vyjadfeného vztahem
Kr=B’DBr=f na Q. (1)

Takovéto problémy jsou typické v teorii pruznosti, kde r pfedstavuje vektor posunuti a B
matici umoznujici vypoCet napéti a deformace jako
e=Br a o=DBr nafl. (2

Pri vyuziti standardnich vztahli MK P aproximujeme posunuti @ pomoci matice bazovych
funkci N jako
i = Nr 3

apriblizné hodnoty odvozenych veliin & a& z rovnic (2). Rozdil presnych hodnot u, o,
€ aaproximovanych hodnot 1, &, € je chyba feSeni:

A A~

e,=u—1, e.=¢—¢€ e,=0—6. 4)
Jednase o definici chyby v bodg, coz je z praktického hlediska nevyhodné. Pfednost se

davaintegralnim méfitklim chyb. Vhodnym integralnim méfitkem je energeticka norma.
Energetickou normu chyby FeSeni miizeme vyjadrit jako

le|| = \// e'De.d) = \// e'D~ e, dS. (5)
Q Q

Prestoze jsou vSechnaintegralni méfitka vztazena na celou feSenou oblast, | ze Ctverec
normy vypocitat jako soucet prispévki z jednotlivych prvki

lell = >_ llell? (6)
=1

Pro snadngSi zachazeni se dava prednost relativni procentualni chybé

n=lel 100, fuf = ,// eTDeds). (7)
[[all Q

Nebot presné feSeni u neni k disposici, miizeme chybu feSeni priblizné vyjadrit jako
e, ~o"— &, (8

kde o* je lepSi aproximaci presného feSeni nez &. Priblizna hodnota chyby je potom

el =/ [~ 21D (o ~ 60 ©



apro odhad procentuelni chyby plati

e | e 0. (10)
[l +[leff?

K posouzeni kvality odhadu chyby slouzi tzv. index UCinnosti

9= el (11)
el
ktery se tak stava dulezitym ukazatelem efektivnosti adaptivniho vypottu a v idealnim
pripadé by se mél rovnat jedné. Zde je tfeba poznamenat, ze ngjvétsi vliv na hodnotu v
ma pritomnost singularit, které mohou vyrazné zpomalit konvergenci feSeni.

Vypotet o*

Pokud vyjdeme ze vztahli (3) a (4), tak je zigime, Ze posunuti i je po prvku apro-
Ximovano pomoci polynomu stupné p a ¢ pomoci polynomu stupné p-1. Zienkiewicz
a Zhu, aby ziskali 1epsi hodnoty napéti, zavedli predpoklad, ze napéti o* je po prvku
interpolovano stejnym zplisobem jako posuny . Naizolovaném prvku plati

0" = Nr,, (12)

kder, jevektor napéti v uzlovych bodech, jgichz hodnoty vypocCteme z pozadavku:

;;&NWH—6MQ:0 (13)
Po dosazeni (12) do (13) obdrzime
=AY /Q N’DB dQ)r, (14)
= Jo,
kde »
thgéN%wm,&:Dm. (15)

VyfeSenim soustavy linearnich rovnic (14) ziskame r, a ze vztahu (12) potom o*.
Pokud je pfi aproximaci pouzit linearni prvek, je mozno matici A diagonalizovat. Tim se
vypoCet o* vyrazne zrychli a pfesnost se snizi pouze o 2-3%.

Empiricky bylo zjisténo, ze odhad procentuel ni chyby 7, vypocteny ze vztahu (10) po-
moci napéti o* ziskaneho popsanou metodou, je tfeba pfenasobit korekcnim soucinitelem,
jehoz velikost je zavida natypu prvku.

Modifikace sité prvku

Pri adaptivnim vypoCtu se obvykle pozaduje, aby na kazdém prvku byla spinéna
nerovnost

n <, (16)

kde 77 je pfedepsana procentuani chyba v energetické norme. Za predpokladu, ze chyba

n je rovnomérné rozlozena po celé oblasti, |ze stanovit mez pro normu chyby na kazdem

prvku
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Protoze ||é||; se b&em FeSeni vyCisluje pro kazdy prvek, 1ze jednoduse zjistit, v kterém
misté se ma velikost prvkl zvétsit a kde zmensit. Jestlize charakteristicky rozmér prvku
je h;, potom novy rozmér by mél byt

B = h_’ & = || ||z, (18)
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kde p je stupen polynomické aproximace.
Numerické ové& eni efektivnosti metody

V této kapitole bude na jednoduchém prikladé ovéfena konvergence adaptivniho vy-
poctu a tcinnost odhadu chyby. Jako testovaci konstrukce byla vybrana sténa s jednou
hranou vetknutou, ktera je zatizena ve své rovine (obr.1).

Nejprve byl proveden adaptivni vypocCet svysokou presnosti, pfi kterém bylo dosazeno
chyby 0.0068%. Takto ziskané vysledky je dale mozno povazovat za,, pfesné feSeni”.

Dale byl proveden bé&zny vypoCet, pri kteréem bylo poZzadovano dosazeni predepsané
presnosti 3% pro linearni a 8% pro kvadraticky trojuhelnikovy prvek. V obou pfipadech
bylo dosazeno pfedepsané presnosti ve dvou krocich (obr.2-6).
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Obr.2: Primarni sit’
linearni prvek - n=30.3%, poCet stuphll volnosti (n) = 50; kvadraticky prvek - n=8.2%, n = 184.

Obr.3: St'2 Obr.4: St'3
linearni prvek - n = 10.5%, n = 462. linearni prvek - n = 7.9%, n = 774.



Obr.5: St'2 Obr.6: St'3
kvadraticky prvek - n = 3.88%, n = 420. kvadraticky prvek - n = 2.53%, n = 526.

Na obrazcich 7 a 8 je porovnana konvergence ,, adaptivniho” a,, neadaptivniho” vypo-
Ctu.
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Obr.7: kvadraticky prvek Obr.8: linearni prvek
o - adaptivni a - - neadaptivni vypocCet; o - adaptivni a - - neadaptivni vypocCet;
|le|| - energeticka norma chyby; |le|| - energeticka norma chyby;
n - poCet stupnt volnosti. n - poCet stupnd volnosti.

Naobrazcich9al10sou zobrazeny hodnoty indexu G¢innosti ) (viz. (11)) vevybranych
Castech sité.

Jak je vidét z obrazkd 9 a 10, index U€innosti odhadu chyby ) predstavené metody se
dostatecné blizi hodnoté jedna, coz zarucuje kvalitni odhad chyby. Dale je vidét z obrazki

7 a8, Ze pouzitim této metody dosdhneme feSeni s predepsanou chybou po druhém kroku
as malym poctem prvkd.

Zaver
Zde predstavena adaptivni metoda vykazuje vysokou U€innost a lze ji doporucit do
v&ech aplikaci, které vyuzivaji MKP.
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Obr.9: lineérni prvek Obr.10: kvadraticky prvek
hodnoty ) ve vybranych Castech sité. hodnoty 9 ve vybranych Castech sité.
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