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ELASTOMERY: KONSTITUTIVNI MODELOVANI, IDENTIFIKACE
MATERIALOVYCH PARAMETRU A POROVNANI
S EXPERIMENTEM
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Abstrakt: V prispévku je porovndna logaritmickd formulace pro modelovdni pryZo-
vych materidlu s klasickymi materidlovymi modely. Na prikladu jednoosé napjatosti
a cistého smyku jsou ukdzdany rozdily obou formulaci. Ddle jsou obé pouZité metody
pouZity pro numerické simulovani experimentdlni tahové a tlakové zkousky a smyku.
Je ukdzdno, Ze logaritmickd formulace vystihuje v mérené oblasti stejné dobre nebo
i lépe, neZ klasicky neo-Hookedv a Rivlintv-Mooneyiuv materidlovy model. Viyhodou
logaritmické formulace oproti Rivlinova-Mooneyova modelu je potreba identifikovat
z experimentu pouze jeden materidlovy parametr.
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1 Uvod

Elastomery se vyznacuji schopnosti dosahovat velmi velkych vratnych deformaci. Ta-
kovéto chovani se obvykle nazyva hyperelasticita. Pfi popisu konstitutivniho chovani
se predpoklada existence funkce deformacni energie, ktera z dosazené deformace jed-
noznacné urcuje napéti v télese. Existuje né€kolik rtiznych druht funkce deformacni
energie pro popis mechanického chovani pryze. Obecné je mozno tuto deformacni
energii vyjadfit jako funkci t¥i hlavnich invariantt nebo jako funkci tii hlavnich
prodlouzeni.

Historicky prvni funkce deformacni energie navrhl pro nestlacitelné hyperelastické
materidly Mooney [5]. Tato funkce deformacni energie je funkce prvnich dvou inva-
riantl Cauchy-Greenova tensoru pietvoreni C. Dalsi vyznamna dodnes hojné po-
uzivana funkce deformacni energie je Ogdenova (viz [6] a [7]), vyjadfend pomoci
hlavnich prodlouzeni.
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Nicméné pro popis chovani pryze pfi jednoosé napjatosti, tzn. v tahu a tlaku, navrhl
jiz ve t¥icatych letech minulého stoleti Hencky [4], Ze je moZné pouzit logaritmické
prodlouzeni spolu s linearnimi konstitutivnimi vztahy. Rozsitit tuto metodu na tii-
rozmérné vypocty umoznuje zavedeni logaritmického tenzoru pretvoreni. Jeho vy-
hody a nevyhody popsal ve svém ¢lanku Bazant [1]. Mezi vyznamné nevyhody patii
komplikovany tvar tenzoru napéti, které je s logaritmickym tenzorem pretvoreni
energeticky konjugované (tzn. jejich skaldrni soucin je roven deformacni energii).
Jak autofi ukazali v [8], pro isotropni materialy je mozné z konstitutivnich vztaht
pocitat piimo zpétné rotovany Kirchhoffiv tenzor napéti a tato nevyhoda pouziti
logaritmického tenzoru pretvotreni odpada.

V prispévku je mimo jiné uvedeno feseni jednoduchych homogennich ptiklad® napja-
tosti, na kterych jsou ukazany zakladni vlastnosti pouzitého materialového modelu.
Tyto piiklady a jejich vysledné zatézové charakteristiky slouzi ke zjistovani materi-
alovych parametri pro jednotlivé materidlové modely u konkrétni pryze.

2 Prehled pouzitych materialovych modelua

Logaritmicka formulace, kterd je v tomto prispévku porovnavana s klasickymi mo-
dely pro hyperelastické materialy, vychéazi z pouziti logaritmického tenzoru pietvo-
feni a linearnich konstitutivnich vztahti. Vysledkem je funkce deformacni energie
ve tvaru

3
1
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kde p a A jsou Lamého konstanty a J je determinant deformac¢niho gradientu.

Tato formulace byla srovnana s klasickymi modely pro pryzové materialy. Nejjedno-
dussi je neo-Hooketiv materidlovy model (viz [12]) s funkei deformacni energie
1

Y=gph=3) (2)
s jednim materidlovym parametrem p. I; je prvni hlavni invariant Cauchyova-
Greenova tenzoru deformace. Dva materialové parametry obsahuje Mooney-Rivlintiv
[5], [11] materidlovy model, ktery je zaloZen na pfedpokladu linedrniho vztahu mezi
silou a deformaci pfi ¢istém smyku a obsahuje dvé materidlové konstanty p a f.
Funkce deformacni energie Mooney-Rivlinova modelu je

v=guh=3)+ 1 (5-3) Q)

I zde je I; prvni a Iy je druhy hlavni invariant Cauchyova-Greenova tensoru defor-
mace. Pro vétsi deformace (prodlouzeni kolem 500 %) lépe vystihuje chovani pryze
Ogdentiv materialovy model (viz [6] pro nestlacitelné a [7] pro stla¢itelné materialy).
Jeho funkce deformacni energie, vyjadiend jako funkce hlavnich prodlouzeni A4, je

- NT (o758 Qr (o 7%
¢:ZQ_T<A1 + AT+ AT = 3) (4)

obsahuje nekolik dvojic redlnych materidlovach parametri p, a a,.. Nevyhodou to-
hoto modelu je vSak nutnost urcit experimentalné nékolik materidlovych parametri,
jejichz volba neni nahodné.



3 Jednoduché priklady homogennich deformaci

Nejjednodusi srovnani jednotlivych formulaci nabizi feseni nékterych druhii homo-
genni napjatosti, jako je napriklad jednoosa napjatost a smyk.

3.1 Jednoosa napjatost

Obréazek 1:

Deformacni gradient, popisujici jednoosou napjatost nestlac¢itelného materialu z obr.
1 je
A0 0
F=|0 VA 0 (5)
0 0 VA

kde A a v/ jsou hlavni pfetvoreni v axidlnim a radidlnim sméru.

Obrazek 2: Teoretické bezrozmérné zavislosti zatizeni na protazeni pfi jednoosé napjatosti
nestlacditelného materidlu pro logaritmickou formulaci, neo-Hookeliv material a Rivlintiv-
Mooneytv materil (pro 3 rizné poméry dvou materidlovych parametra f a p)

Pro tuto deformaci je charakteristika zavislosti sily na pfetvoreni pii Mooney-
Rivlinové formulaci (viz [5])

P:2°A(/\—%) (u+§> (6)

Neo-Hooktiv material je specidlnim pripadem Mooneyova-Rivlinova materialu pro

F=0
P=2u°4 (/\— %) (7

Pro logaritmickou formulaci je teoreticka zavislost sily na prodlouzeni

P=FE"% (Oiz) B In (Oiz) (8)

Tyto teoretické krivky jsou uvedeny na obr. 2.



3.2 Cisty smyk

Pro posouzeni vhodnosti hyperelastického materidlového modelu je diilezité i posou-
zeni vyslednych zatézovych charakteristik pfi ¢istém smyku. Cisty smyk v roving,
zobrazeny na obrazku 3 je popsany deformacnim gradientem

o

I v
F=|0 1
00

o

(9)

—_

kde skos v = tga.

s

Obrézek 3:
Hlavni pfetvofeni pfi ¢istém smyku jsou (viz napt. [3], [13]).

2+4
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a jim odpovidajici hlavni sméry jsou

Vi+a— [Py 0

24/72+4 24/72+4

NO — V2 aty N® — VA2 a—y NG® — 0 (11)
/A Ve

0 0 1

Potom je vysledna smykova slozka Cauchyova tenzoru napéti pii logaritmické for-
mulaci rovna (viz [10])

(12)

A (VA
VA+? 2

Toto napéti je vykresleno v zavislosti na skosu v v grafu na obrazku 4. Je vidét,
ze ktivka dosahuje svého maxima pro hodnotu skosu piiblizné 3,08. Potom velikost
smykového napéti pro rostouci skos klesa.

Predpokladem formulace Mooney-Rivlinova materialového modelu byla linearni za-
vislost mezi smykovym napétim a skosem. To plati i pro jeho specialni piipad neo-
Hooketiv materialovy model.



0.71

0.6

0.5

0.4}

P/LA

0.3F

0.2

0.1F

Obrazek 4: Teoreticka zavislost bezrozmérné smykové sily na velikosti skosu pfi modelovani
smyku pomoci logaritmické formulace

4 Porovnani s experimenty

Logaritmicka formulace pro modelovani nestlacitelnych elastomerii byla ovéfena po-
rovnanim s namérenymi daty z tahové a tlakové zkousky a s namérenymi daty pri
smyku valcového vzorku.

Experimenty byly provedeny na dvou riznych typech pryze. Tahova a tlakova
zkouska byla namstena na mékké pryzi, prubéh a vysledky jsou popsany ve zprave
[2]. Tlakova zkouska a méteni charakteristiky ve smyku probéhly na pryzi s vétsim
obsahem plniv v Rubené Hradec Kralové, a.s. Naméiend data a popis experimentii
nam poskytl Ing. Frantisek Fridrich.

Logaritmicka formulace obsahuje jediny materidlovy parametr E. Jeho piiblizna
velikost byla odhadnuta ze srovnani analytickych ktrivek pii tahu a tlaku, upravena
byla na zakladé vypoctu metodou konecnych prvki.

4.1 Tahova zkouska

P1i experimentalnim méteni tahové charakteristiky valcového vzorku je mozné dodr-
zet velmi pfesné podminky homogenni jednoosé napjatosti v mérené oblasti. Proto
neni tfeba provadét numericky vypocet, ale je mozné primo porovnat naméiend data
s analytickymi tahovymi charakteristikami. Proto je také tahova krivka vhodné pro
identifikaci materidlovych parametrii. Metodou nejmensich ¢tverct z ni byl stano-
ven nejen modul pruznosti pouzity v logaritmické formulaci £ = 3 MPa, ale také
jeden materidlovy parametr pro neo-Hookelv materidlovy model 4 = 0,57 MPa a
dva materidlové parametry pro Mooney-Rivlintiv materidlovy model p = 0,7 MPa
a f =-0,1 MPa.

4.2 Tlakova zkouska

Na rozdil od tahové zkousky je pfi tlakové zkousce pole napjatosti silné nehomo-
genni, a to z divodi soudkovani valcového vzorku prfi vyssim stlaceni. Proto je také
analytické Teseni tlakové zkousky pouze hrubym odhadem a je potieba pouzit nume-
rickych metod. Byl pouZit vypocetni systém PMD [9], do kterého byla logaritmicka



formulace implementovana. Tahova zkouska byla provedena na valcovém vzorku o
priméru 10,15 mm a délce 11,5 mm. Z dtvodl symetrie byl pro vypocet pouzit
osové symetricky model poloviny valecku. Pro numericky vypocet byla uvazovana
velikost Poissonova ¢isla v = 0,49. Na obrazku 5 je uveden deformovany tvar vzorku

pro stlaceni A\, = 0,4.

Obréazek 5: Deformovany tvar vzorku pii stladeni na 40 % ptvodni délky
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Obrazek 6: Porovnani vysledkt experimentu s vysledky vypoctu MKP v tahu a tlaku

4.3 Smyk

Modelovanim smyku jsme ovétovali, zda jednotlivé materialové modely a jejich para-
metry odvozené z tahové nebo tlakové zkousky, dobfe vystihuji chovani i pri viceosé
napjatosti. Smyk byl na valcovém vzorku o priméru 50 mm a vysce 14 mm. Obé
podstavy vzorku byly privulkanizovany ke kovovym prirubam. Materidlovy parametr
byl stanoven z porovnani analytickych krivek s vysledky experimentt pii smyku a



pozdéji upraven podle vysledki vypocti MKP. Je zde uvadén pouze neo-Hooket
materialovy model, protoze ve smyku se chova stejné jako Mooneytuv-Rivliniiv mo-
del a rozdil v numerickém feseni je zanedbatelny.

Protoze pii smykani vzorku konecné velikosti neni napjatost v télese homogenni,
byla pouzita metoda kone¢nych prvki na t¥irozmérném modelu, viz obr. 7

Obrazek 7: Konecnéprvkovy model pouzity pro numericky vypocet smyku

Na obrazky 8 je priklad rozlozeni smykového napéti na deformovaném vzorku pfi
skosu v = 0,857, jak bylo vypocitano pomoci logaritmické formulace.

E
2

18
151
13
115
L=
L3
[
[E]

gt

Obrazek 8: Rozlozeni smykové slozky Cauchyova tenzoru napéti na deformovaném vzorku
pri modelovani smyku pomoci logaritmické formulace.

V grafu 9 jsou uvedeny vysledky méreni smykové zatézové kiivky na sedmi rtiznych
vzorcich ze stejné pryze. Déle jsou v ném uvedeny vysledky vypoctu MKP pomoci
logaritmické formulace a pomoci neo-Hookeova materidlového modelu.

5 Zavér

Z grafii na obrazku 6 a 9 je zfejmé, ze logaritmicka formulace vystihuje materialové
chovani nestlacitelnych elastomert stejné dobie nebo dokonce 1épe, nez Mooney-
Rivlintiv material. Vyhodou logaritmické formulace je vSak potfeba experimentalné
identifikovat pouze jeden materidlovy parametr.
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Obrazek 9: Porovnani vysledkt experimentu s vysledky vypoctu MKP pfi smyku
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