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INSTABILITY ONSET OF RECTANGULAR
PRISMATIC BEAMSIN THE WIND FLOW

Stanislav Pospisil, Cyril Fischer & JifiNaprstek *

Summary: This paper describes a part of theoretical and experimental research de-
aing with the problem of the aeroelastic instability onset of dender rectangular
beams in the air stream. The fluid-structure interaction response is modeled using
two degrees-of-freedom system oscillating in the potential flow. The coupling of
the trandation and rotation is due to nonconservative and gyroscopic forces. The
linearized differential equations of motion are solved qualitatively and the solution
is analyzed in the frequency plane. Numerical solution of four examples is based
on the aerodynamics lift and moments that are expressed by means of Theodorsen’s
circulatory function. Solution is given in the form of frequencies of the aeroelastic
modes and the critical flutter velocity. A mechanica mode of a structure with ad-
justable parameters has been designed in order to compare the theoretical results with
forthcoming experiments in the wind tunnel.

Keywords:. flutter, aeroelastic instability onset, bluff body, generalized frequency,
non-conservative forces.

1 Uvod

Problematikainterakce stavebni konstrukce s proudem vzduchu je stale Castgji predmétem
vyzkumneé ¢innosti mnoha badateltl. O tom svéd¢i mnohé prace a prispévky publikované
v Casopisem i na konferencich, ale také intenzivni zaclehovani tohoto oboru do norem,
tykajicich se zatizeni a navrhovani konstrukce.

Stihlé stavebni objekty, nachylné ke kmitani, jako jsou mosty, stozary s anténnimi
nastavci apod. mohou byt vyrazné poskozeny, ¢i pfingjmensim miize byt ovlivnénajegjich
funkCnost, jsou-li nadmérné zatizeny vétrem. Specialnim prfipadem vzniku nezadoucich
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vibraci je nestabilitatypu flutter, znama pevazné z oboru letectvi nebo |Ekarstvi. Nicméng,
v poslednich letech jsou jiz publikovany prace i ze stavebnictvi, tykajici se mostli s vel-
kym rozpétim (napt.[1], [3], [5], [4], [6], [11] ). Pfesto, ze je tomuto jevu vénovanavelka
pozornost, neni dosud uspokojivé ajednoznatné popsan. V praxi pak dochéazi k tomu, ze
se v odborné literatufe vyskytuje vice variant jednoho jevu. To je vSak dano badatelovym
vybérem systémovych parametrli a nikoliv rozdilnou podstatou zkoumaného Ukazu. Ta-
kovy pristup |ze obhgjit z pohledu konstruktéra, ktery v dany okamzik hledafeSeni obecné
slozitého problému pro prakticky navrh. Z hlediskazakladniho vyzkumu, jehoz vystupem
by mé&lo byt diikladng&jSi porozumeéni problému arelativné obecna matematickaafyzikani
formulace, se nelze stakovym postupem smifit.

V tomto ¢lanku je prediozena kvalitativni studie vlivu sil aeroelastického plivodu
na stabilitu odezvy soustavy se dvéma stupni volnosti, Cerpajiciho pohybovou energii z
proudu vzduchu. Pohyb soustavy miize za urcitych podminek ztratit stabilitu ve smyslu,
Ze jgi odezva roste az do stavu, kdy indukované napéti v konstrukci prekroCi pevnost
materialu adochazi k poskozeni, €i vyfazeni z provozu. Je tfeba podtrhnout, Ze stanoveni
odezvy a vyFeSeni tohoto komplikovaného problému Ize v soucasnosti dosahnout pouze
pomoci kombinace teoretického vyzkumu s experimentem. Stabilita je vyjadfena pomoci
tzv. Routh-Hurwitzovych podminek, kteréjsou graficky zobrazeny v rovinédané vl astnimi
frekvencemi aeroelastickych tvarli kmitani soustavy téleso-médium. Zvlastni pozornost
je uprena na podminku, ktera je dilezita hlavné pri vzniku flutteru neboli tfepotani. Jgji
tvar zavisi na parametrech systemu a spolecné s ostatnimi mapuje oblasti stability ve
frekvencni roviné. Numericky jsou vypocteny kritickée rychlosti vétru pro obdé nikové
prirezy, které budou posuzovany experimentalné v agrodynamickém tunelu.

2 Mechanicky model konstrukce

Mechanicky model je zalozen na predstavé kmitani Stihlého prizmatického prutu s ob-
dénikovym priifezem za kombinace ohybového a kroutivého kmitani. Priifez je podle
obrazku 1 obtékan proudem vzduchu podé své delsi strany. Tento profil je zvolen z&
merng, protoze dovoluje separovat zakladni efekty a navic predstavuje charakteristicky
tvar mnohastavebnich objektll jako jsou mosty nebo anténnni nastavce nastozarech. Profil
jesymetricky vzhledem k obémaosam ajeho stfed krouceni jeidenticky se stfedem télesa,
takZe (Cinky aerodynamickych sil mohou byt vztazeny ke stfedu priifezu. Z toho plyne, ze
vzajemné plisobeni najiné nez aeroel astické Grovni je vylouteno. Spoluplisobeni pochazi
vyhradné od vztlaku L(¢) and momentu M (), které vznikaji pfi vertikénich a otéCivych
oscilacich.

Problém |ze v prvnim stadiu formulovat s ohledem na pfitomnost nelinearit v pri-
sluSném matematickém modelu. Chceme-li obdrzet komplexni obrazek celého jevu, je
tfeba zfggmeé zallenit nelinearni analyzu bez niz by napfiklad nebylo mozné stanovit po-
stkritické chovani odezvy, kterého je dosazeno po prekroceni bifurkaCnich hranic. Prace
[9] popisuje vyuZziti Ljapunovy pfimé metody zalozené na prvnim energetickém inte-
gralu, kombinované s metodou harmonické rovnovahy pro autoparametricky systém. Tato
metoda dovoluje ngjit par semi-trivianich feSeni, z nichz jedno miize byt nestabilni.

Nadruhé strané, linearni teorii |ze uzit relativné Uspésné a snadno, jedna-li se o ziskani
z&kladniho prehledu o chovani soustavy a odezvé a o tendencich kmitani na hranicich
stability. V tomto ¢lanku se omezime nalinearni teorii.

NapiSme rovnice pohybu linearizovaného systému, které jsou dany nasledovné (hmot-
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Obr 1. Schematickée znazornéni modelu se dvéma stupni volnosti v proudu vzduchu. Model miize
kmitat kolmo na proud nebo se otaCet kolem své osy prochézejici stfedem. Soucinitel Gtlumu v
rotaci je polozen paralelné, mimo rovinu papiru, k rotacni pruziné s tuhosti K.

nost a moment setrvacnosti jsou eliminovany):

i+ byt — qp +wau —pp = 0

.. . i 1
G+ qu+byp+putwiy = 0 (1)

kde

by, b, = zobecnény souCinitel Gtlumu. Na linearni Grovni je dan souctem viskozniho
Utlumu alinearni Casti aeroel astického Gtlumu. V nékterych pripadech miize byt negativni,
coz vede ke ztraté stability trivianiho FeSeni;

wy, w, = aeroelastické ohybove kroutivé frekvence; nalinearni Grovni se jedna o soucet
vlastni frekvence a aeroelastickée ¢asti. Vysledek miize byt negativni v diisledku rlistu
rychlosti proudu vzduchu;

q, p = gyroskopickéanekonzervativni sily, které maji aeroel asticky ptivod ajsou obvykle
kladnymi funkcemi proudu vzduchu;

Rovnici (2) miizeme zapsat v maticové podobé
u+Bu+Ku=0 (2

Zobecnéna matice Gtlumu je sestavena z koeficientll u rychlosti u = {%, ¢} zapsa
nych v kompaktni formé B # B”. Matice zobecnénych tuhosti u zobecnénych posunti
u = {u, ¢} je K. Obé jsou obecné pozitivné definitni pouze ve své symetrické ¢asti, ato
vzhledem k vlivu aerel astickych operatortl. Za nejjednodusSiho predpokladu, jsou koefi-
cienty nesymetrickeé Casti matic B a K funkcemi rychlosti vétru V. Pro nékteré hodnoty
rychlosti vétru tak napr. Utlum translacniho pohybu klesa az prekroCi nulovou hodnotu,
zatimco druhy soucinitel Gtlumu u rotatniho pohybu roste. Takto vznikne jista nestabilita
odezvy, kteraje v inzenyrské terminologii znamajako galloping, ktera vsak je v podstaté
pouze speci al nim pfipadem nestability obecng, vychazejicim z jednotného matematického
popi su.

2.1 VysSetfovani hranic stabilitnich oblasti

Chceme-li urcit a posléze vySetfovat hranice nestability, je dobré psat predpokladané
feSeni ve tvaru

u= Ue)\t — Ue()\R—Hw)t (3)



Charakteristicky determinant systému (1) je roven nule a miize byt zapsan:

A2+ b\ + w2, —q\A—1p

—q\—p , AZ 4 b\ + w? =0 )

Po vyc€isleni determinantu dospgeme k polynomiani rovnici tvrtého stupné (n = 4),
€1z komplexni FeSeni musi mit negativni rednou €ast, chceme-li, aby byl pohyb systému
(2) stabilni. Aby bylatato podminka splnéna, musi byt splnéno pé Routh-Hurwitzovych
podminek. Prvni Ctyfi podminky |ze psat:

by + by > 0
wy + wp + bub, + ¢° > 0 5
waby + wiby + bub, +2gp > 0
waw? + p? > 0
Posledni podminka ma sl ozitgsi tvar a stanovi, Zze nasledujici diskriminant je kladny:
A = byby(w, —w?)?
+  (bu+ by) (wWiby + wlby) (by + by + %)
- (bu+ bcp)2p2 + [(bu — bw)(wi - Wf;)
4+ (bu + by) (buby, + ¢°) — 2qp] 2qp > 0 (6)

Vykreslime-li vySe uvedené stabilitni podminky v roviné dané frekvencemi w? w? jako na
obrazku 2, mlizeme provést kvalitativni analyzu. V préaci [10] je uvedeno, Ze zatimco Ctyfi
podminky dané rovnici (5) popisuji obecny pfipad nestability, pata podminka (6) masvou
specialni dlleZitost pro pripad ohybové kroutivého kmitani-flutteru.

VyuZzijeme-li transformace, dané nasledujicim vztahem:

(W2 +w?)=21; ; W=+
5_ % 5 (7)
(Wi —wl) =21y ; W)= — 1y
obdrZime rovnici (6) v jednoduSSim tvaru:
Al(xz + A2)2 +x1 — A3 >0 (8)

Aniz bychom zachézeli do detailu vidime, Ze tato podminka pfedstavuje v roviné w;, wy,
parabolu. Koeficienty A; jsou funkcemi zobecnénnych Gtlumti b, b, a gyroskopickych
respektive nekonzervativnich sil ¢, p. Osa této paraboly, dana primkou z; je obecné
rovnobézna s osou prvniho kvadrantu. Otevieni parabolické kfivky a poloha vrcholu
paraboly zavisi navsech soucinitelich Utlumu, pravé tak jako na parametrech popisujicich
gyroskopickéanekonzervativni sily ¢ ap. Jgi vrchol se miize pohybovat po pfimeez,, coz
bude zaviset naznaménku komplikovanéfunkce koeficientl systemu (1). V prispévku [10]
byla provedena parametricka studie, ktera odhaluje posuny bifurkaénich bodli a polohu
oblasti stability.

Zgimavy pfipad nastane, polozime-li oba Gtlumy b, a b, shodné, tedy b, = b, = b.
Podminky (5) |ze potom zapsat ve tvaru

b > 0

211 > —(b2 + q2) (9)
21 > —2qp/b

22—z > —p?
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Obr 2. Podminka pozitivniho diskriminantu (4); rovinanad osou z; odpovidavy&imu Gtlumu. V
této oblasti se mohou vyskytovat oblasti stability jestlize prekroimejinébifurkatni hranice; rovina
pod osou ;1 odpovida nizSimu Utlumu. Cigly v krouzku jsou oznateny podminky v rovnici (9).

Lehce nahlédneme, Ze koeficienty A - 3 z rovnice (8) maji tvar:

1 —qb
. A= 0 Ay :p(prq )
Osa paraboly je totoZzna s osou prvniho kvadrantu. Plati-li navic, Ze b # 0 ag # 0, pak
koeficient A, je vzdy vé&tSi neZ nula a parabola je oteviena do negativniho sméru osy ;.
Sitka paraboly roste s rostoucim Gtlumem a s vzriistajicimi gyroskopickymi silami.
Z rovnic (10, 8) obdrzime nasledujici podminku

—qb
- q2"’3 N zo(pb2 qb)

Tato parabolicka podminkavytvéaFi Uzky pruh v oblasti okolo osy x; ohraniceny zhora
koeficientem As. Na obrazku 2 jsou oblasti nestability oznaCené Sedé. Podminka (8) je
podminkou nejvice citlivou. Z této rovnice plyne, ze v pripadé, kdyz frekvence w,, w,
zaujimaji blizkou polohu, miize byt odezva konstrukce nestabilni.

Béhem prechodu mezi oblastmi stability a nestability redlna Cast alespon jednoho
korene charakteristické rovnice (4) znaménko. Jelikoz komplexni kofeny polynomialni
rovnice se vyskytuji v komplexné sdruzenych dvojicich, miizeme ocekavat pouze jednu
dvojici Cisté imaginarnich korenl.

Na hranici dané parabol ou budou mit kofeny nasledujici zapis:

(10)

1

(11)

Iy = —

Mo =i A3=M\ (12)
S ohledem narovnici (12) miizeme polynomialni rovnici psat ve tvaru:
A+iIQ)A =1 (A= X3)( A=Ay =0 (13)

Srovname-li koeficienty s Ciniteli charakteristickée rovnice podle (4), obdrZime soustavu
algebraickych rovnic, které mohou byt vyfeSeny pro A; a pro €2, reprezentujici frekvenci
flutteru. Po nékolika algebraickych Upravach dospégeme ke vztahu pro :

- wiby, + w2by + pg

0? = 14
bu + b, (14




Ostatni kofeny rovnice vedou k tlumenému periodickemu pohybu, ktery zanika s ros-
toucim Casem. Proto bude na parabole dochazet k harmonickému pohybu s frekvenci (2.
Jestlize, na jedné strang, nejsou pritomy gyroskopickée ani nekonzervativni sily, kvadrét
frekvence nestabilniho pohybu se rovna vazenemu priiméru kvadratll frekvenci jednot-
livych aeroelastickych tvarli kmitani. Tento vysledek |ze vyuZit pro prvni aproximaci
frekvence flutteru. Na druhé strang, jsou-li ¢ a p pritomny, mtize byt vysledna frekvence
nad obéma frekvencemi w, and w,, ackoliv tento pfipad nebyl zatim experimentané
potvrzen.

Pozdgji v textu bude ukazano, Ze frekvence aeroelastickych modl kmitani se k sobé
postupné priblizi, avsak pfi pocatku flutteru nedosahnou stejné hodnoty. Tento zavér
odporuje obvyklému zavéru o tom, Ze obeé frekvence mgji stejnou hodnotu. Je ovsem
potiebazdliraznit, zev tomto bodg, tedy pri pocatku flutteru, nel ze zodpoveédét otazku, co se
stane po dosazeni kritickérychlosti proudu. Ackoliv analyzy popsanév dostupnéliteratufe
poukazuji na konvergenci w,, aw,, to k emu dochazi po prechodu bifurkacnim bodem
miZze byt objasnéno pouze pomoci nelinearni analyzy, zahrnujici vsechny nelinearni ¢asti
systémovych parametr{.

3 Priklad

Kazdou teorii je tfeba potvrzovat opakovanymi experimenty a zkoumat jeji platnost. To
plati samozigimé pro interakci konstrukce s okolnim proudem, zvl&sté s ohledem na
komplexnost jevu a pocet ovliviujicich parametru.

V tomto odstavci bude pojednano o numerickém feSeni pocCatku nestability kmitani
nékolika obdélnikovych profilll, které budou posuzovany v aerodynamickém tunelu.

3.1 Aerodastickésily

Obecny systém podle rovnice 1 pfepiSeme ve tvaru:

i+ 2wt + wiu = F(i,u, 9, p)

. ) v 15
P+ 2wppp + Wi = M(u,u,,9) (13)

s obvyklym znaCenim (viz. [9]).

Levéstranarovnice (15) jsou nezévisléav pfipadéabsenceaeroel astickych sil F (i, u, ¢, o) F
aM (u,u,p,p), nezavisdé pohyby u a .

Popisem sily F' a momentu M se zabyva mnoho teoretickych studii a experimentl
v aerodynamickych laboratofich. Shoda mezi experimenty a teorii je vSak velmi maa
Touto diskrepanci ve vysledcich se zabyvai nékolik monografii (napf. [8], [?]).

Mezi silami F, M arychlosti proudu vzduchu existuje vztah, ktery |ze zapsat nasle-
dovné

F(u, ) = PR ()5 + sFo(6) 5 F + W Fy(x) ut KFi(w)-d-¢] (16

M(u, i) = Pd[an(m)% + KMQ(K)g bR My (k) - u+ M () - d- o] (17)

1 w
P=_—"—0V22d1: = d— 1
5 oV<2dl, &k dV (18)



Typ A B C D
d/h 1 2 3 4
m 3.73 4.17 585 6.13
J 0.0098 0.0539 0.1509 0.316
V. 27.6 294 334 408

Tab 1. Parametry modelu. V.. [m/s] jekriticka rychlost vétru stanovena z numerického vypottu.

kdeV' = konstatni rychlost proudu vzduchu; w = kruhovafrekvency; d = charakteristicky
rozmér; | = delkatélesa podé jeho osy a x = modifikované Strouhaovo €islo.

Koeficienty F;, M; by mély byt funkci «, aby byla respektovana skutecnost, Ze se ne-
jednao statickée hodnoty, nybrz zZe se sfrekvenci méni. Je zfgime, Ze v nékterych pfipadech
neni tfeba je zahrnovat vsechny, Cimz se feSeni zjednodussi. DalSiho zjednoduSeni [ze do-
sahnout predpokladame-li, Ze tyto koeficienty budou funkcemi pouze prvnich derivaci.
Vznikne kombinovany Casové-frekvencni systém, jenz feSime s ohledem na stanoveni
kriticych rychlosti, pfi kterych dochazi k poCatku nestabilniho pohybu (viz. [7]). Z fyzi-
kaniho hlediska je takyto postup velmi problematicky, nebot celé FeSeni je zaloZzeno na
zjednodusujicich predpokladeh, které nebudou spinény, jakmile odezva ztrati charakter
Cisté harmonického pohybu.

Otazkou zUistav, jak |ze pracovat s experimentalnimi vysledky v teoretickém modelu.
Jednou z moznosti je povazovat zavisost modelu na frekvenci vychazejici z metody
harmonické rovnovahy. V takovém pripadé |ze koeficienty F;, M; napfiklad napsat ve
formé polynomialnich funkci parametru «, ktery 1ze nahradit linearni funkci prvni derivaci
u nebo ¢ podle Casu. Podrobngji se timto postupem zabyva prace [9].

V tomto ¢lanku byly numericky feSeny modely jejichz pohyb se pfedpoklada ve tvaru
jednoduché harmonicke funkce s frekvenci w. ReSenim rovnice (4) za pouZiti tzv. The-
odorsenovych funkci [7] se dosp&eme k problému vlastnich Cisdl, ktery |ze Fesit napr.
grafickou metodou a z néhoz ziskame prehled o pocatku nestabilni odezvy.

3.2 Stanoveni kritické rychlosti

V ramci pfipravovaného experimentaniho vyzkumu byly vytvoreny Gsekové modely
ostrohranného prizmatického prutu s rozlicnymi pomery Sifky avysky obdélniku. Model
jeulozen podleobrazkutak, Zeje zajiSténanezavis ost pohybu rotaci atrans aci. Parametry
jako je napf. hmotnost, moment setrvacnosti, tuhost atudiz i vlastni frekvence | ze nastavit
podle pozadavkl na matematicky model.

Model ma promeénny priifez s pomérem stran h/d = 1/1 <+ 1/4. Vy$ka modelu je
0.1m adékajel = 0.8m. Parametr m [kg/m] je hmotnost na délku a J [kgm] je
moment setrvacnosti na jednotku délky. Vlastni frekvence byly stanoveny libovolné na
wuo = 107 [s7'] aw, o = 137 [s7!]. Ostatni hodnoty jsou v tabulce 1.

Vydedek ilustrativniho prikladu, ktery odpovida modelu C z tabulky 1 je vidét na
obrazku 4 a 3. Na obrazku 3 jsou zobrazeny blizké frekvence kroutivého a ohybového
tvaru kmitani jako funkce bezrozmérné rychlosti proudu vzduchu. Je velmi dobfe patrné,
Ze pro rostouci rychlost se k sobé obé frekvence priblizuji, avSsak nedosdhnou shodné
hodnoty. Naose y je vynesen pomér frekvence s kterou soustavakmitaavlastni frekvence
v Krouceni v nezatiZzeném stavu.

Ve skutecnosti vykazuje nestabilitu vzdy pouze jeden z tvarli kmitani, jak je patrné
z obrazku 4; pocatek nestability Ize vyCist z grafu pro pomérny Utlum. To zavisi na
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Obr 3. Pomérny Utlum ¢ aeroelastickych Obr 4. Bezrozmérné frekvence w/w, o ae-
tvarll kmitani soustavy typu C jako funkce roglastickych tvarll kmitani soustavy typu
bezrozmérného parametru V/(dw, ). C jako funkce bezrozmérného parametru
V/(dw(p,()) .

systémovych parametech. Tam kde ¢, vyjadfené z poméru reané slozky a veliosti vlastni
hodnoty, prekroCi nulovou hodnotu, dochézi k nestabilnimu pohybu a v jgi blizkosti se
pomeérné rapidné méni vlastni frekvence.

4 Zavér

Teoreticky model ohybové kroutivého flutteru ukazuje vyznamnou citlivost na vibrace
samobuzeného typu. Na zakladé relativné jednoduchého linearniho modelu byl Gspésné
popsan mechanismus vzniku nestabilniho kmitani s obdé nikovym profilem.

Bylo ukazano, ze nestabilnimu kmitani tohoto typu, se lze vyvarovat nastavenim
adekvatnévysokétuhosti systému. Tento narlist tuhosti nemusi byt vysoky, jestlize sejedna
o0 pfipad Siroce rozeviene paraboly, tedy vysokého Utlumu. V takovem pripadé mohou byt
frekvence pomérné znacné vzdaleny a presto se bude systém udrzovat v nestabilni oblasti.
Navic bylo ukazano, Ze poloha oblasti nestability je odvisla od parametrli konstrukce a
miiZe se posunovat ve frekventni roviné.

Vedle hlavnich oblasti nestability mohou v dané roviné existovat takt€z minoritni
regiony, které s ohledem na typ gyroskopickych a nekonzervativnich sil mohou odezvu
konstrukce stabilizovat.

Typicka oblast nestability pfi flutteru, ma nutné parabolicky tvar. Frekvence nestabil-
nich scilaci se nachazi pfevazné mezi ohybovou a kroutici frekvenci, nicméné za urcitych
podminek miize lezet nad témito hodnotami.

Byly analyzovany Gtyfi rizné profily modelu s ohledem navznik nestabilniho kmitani a
stanoveni tzv. kritické rychlosti vzduchu. Na vybraném pfipadé je patrna charakteristicka
rychla zména frekvence jednoho z tvarli kmitani, ke které dochazi prevazné v blizkosti
neutralni polohy. Bylo numericky potvrzeno, Ze obé frekvence se k sobé blizi, avsak
nesplynou. To neni v souladu s v literatufe bézné pfijimanym zavérem. Pro obdé nikovée
profily, které jsou ve stavebni praxi pomérné bézné, je patrny sklon k torzné fizenemu
vzniku nestabilniho pohybu, coz by mél potvrdit i pfipravovany experiment.



PODEKOVANI: Tento prispévek byl napsan za podpory grantll €.103/01/P083 a &.
103/99/0756. Text byl upraven procesorem IATEX.
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