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INTERACTION OF A PVC-BEARING WITH
A BRIDGE STRUCTURE

JiFi Naprstek, MiroSPirner, Cyril Fischer*

Summary: Long-term observation of bridges supported by bearings made of synthetic
materials reveals a steady horizontal deformation increase of these elements. This process
can be very dangerous for the bridge as a whole. Therefore an applicable theoretical model
should be developed and implemented to predict the level of these deformations and to give
adequate recommendations to design practice. While a short-term response corresponds
rather with the Voigt model, the long-term records have a trend of a non-uniformincrease of
deformations respecting the Maxwell model. Therefore influences of horizontal time variable
loading can accumulate successively. The process of an increase can be either stabilized
approaching to horizontal asymptotic line or it can lose the stability in a certain moment and
starts to rise beyond any limits. The mathematical model of the systemis composed of Voigt
and Maxwell elementsin a form of a system of linear differential equations. The system is
solved either directly or in an integro-differential formusing the Laplace transformation. The
general and several special cases of external excitation are investigated in details. Closed
form results are presented for impulse and Heaviside types of the loading. Experimental
measurement in a laboratory and approximative analyses have been done and compared
with results obtained by theoretical investigation.

Key words. Dynamics of bridges, Creep of PVC bearing, Bearing long-term deformation,
Bridge bearing stability.

1. Uvod

Sledovanim mostli uloZenych na loziscich z neoprenu, PV C, nebo jinych syntetickych
materialll se ukazal dlouhodoby vzrlist vodorovné deformace téchto prvki. Jedna se o
mosty typu spojitych nosnikll o véts&im poctu poli. Vnitfni podpory jsou zpravidla uspora-
dany tak, ze vSechny prenasgji svidésily apouzejednaz nich vodorovnésily. Dlouhodobé
rostouci vodorovné deformace mohou zasadné ovlivnit zakladni statické schema mostu a
vnést do néj nebezpetna piidavnanamahani. Z rozboru téchto zaznamli vyplyva, Zekréatko-
dobé plisobeni téchto loZisek odpovida béznym zkudenostem, které vyplyvaji z Voigtova
modelu. Tytéz zaznamy ai pouhé vizuani pozorovani vsak ukazuje nerovnomerny trend
neustal ého vzriistu deformaci |oZisek, které odpovidaji spise Maxwellovu modelu. Ucinky
vodorovnych sil se tak mohou postupné kumulovat, nebot nemizi ve chvili, kdy zatizeni
prestane plisobit (napf. vitr, seismické GCinky, atd.).
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Tento poznatek je v souladu sbéznou zkuSenosti ziskanou v mechanice polymernich | atek,
tak jak o tom pojednava fada monografii publikovanych v minulosti, napf. [1], [2], nebo
v nedavné dobg, napr. [3]. Jedina zpétna sila v pripadé takto ukladanych mostll vyplyva
Z pruznévodorovné deformace samotného mostu. Procesvzriistu deformaceloZiskav ¢asu
muiZze byt stabilizovan horni vodorovnou asymptotou, anebo miizev jistém okamziku ztra-
tit stabilitu, stoupat teoreticky nade vSechny meze a s vysokou pravdépodobnosti zavinit
havéarii mostu. Tento pfipad jetfebavyloucit vefazi projektu nebo alespor vhodnou rekon-
strukci. Zakladnim pozadavkem je tedy pfijatelny matematicky popis tohoto typu lozisek
spoluplisobicich s mostni konstrukci pfi rliznych druzich vnéjsiho zatizeni dynamického
i statického. Pokusime se sestavit jednoduchy matematicky model, ktery umozni zachytit
kvalitativné nejdlilezit&jSi jevy pozorované v praxi, i kdyz je tfebasi byt védom toho, ze

Mt

2. Matematicky model

Deformace mostniho loziska se pfi dlouhodobém plisobeni konstantni sily zvétSuje i pri
nevelkém zatizeni. Pfi nahlém odlehceni se pomalu vraci zpét. Tento navrat vSak sméfuje
do vychozi polohy pomérné pomalu priblizné podle exponencidly, a to jesté pouze za
predpokladu, Ze konstrukce nebude v této dobé podrobena Zadnemu dalSimu zatizeni.
Tento predpoklad vSak neni v praxi ani zdaleka splnén, a proto vodorovna deformace
konstrukce postupné narlista.

Pokud je loZisko soucasti konstrukce, uplathuji se souasné pruzné a viskozni vlastnosti
mostu. | kdyZ jemozné sestavit komplikovany reologicky model tohoto prvku, jeho pouziti
by bylo obtizné vzhledem k velmi omezenym moznostem urcit pfislusné parametry. Pri-
drZime se tedy nejjednodussi sestavy, ktera je schopna kvalitativné vystihnout naznatené
jevy. Z rozboru fady zaznamii diouhodobych méfeni se da vyvodit, Ze soustava lozisko -
nosnik odpovidajici pfiblizné schematu podle obr. 1a se da popsat modelem podle obr.1b.
Z toho vyplyva, ze leva €ast modelu na obr. 1b (C1, by, b,,,) Se tyka loziska a prava Cast
(Cs, by) mostu samotného. Chovani této soustavy |ze tedy vyjadrit soustavou rovnic, ktera
kombinuje Ucinky maxwellovskych a voigtovskych prvku:

mii + by (i — ) + byt + Cy (u — v) 4 Cou = P(t)} "

L aplaceova transformace soustavy (1) vede k soustavé pro neznamé transformanty U =
U(p), V = V(p) plvodnich posuvll u(t), v(t):

(P% + p(A + o) + (W24 W)U — (pA + WD)V = U + 4+
+(p+ M+ A2) - up — A, (2)
_(w% +p)‘1)U + (p()\m + >\1) + w%)v = —)\1160 + <)\m + )\1) * Vo

wi=C1/m; wi=Co/m; Ay =bp/m; A\ =bi/m; Ay =by/m

kde u,, 1, v, jSOU pocatetni podminky zfejmého vyznamu a ¥ Laplacellv obraz zatizeni
P(t)/m.

Nezavislost vsech tfi pocateCnich podminek je v daném pripadé iluzorni, zeiména ve
vztahu k praktickému problému, ktery se tato studie snazi zachytit. PocateCni podminky



Obrazek 1: Zakladni schema soustavy

tedy volime homogenni. ReSenim soustavy (2) dostaneme:

(PAim + wi) W

P*Aim + P2 (M2 Aim + QF) + p(widom + WiAim) + wiws
(pA1 + wi)W

PP + D2(A12A1m + 03) + p(Wihom + wWiAin) + wiw?

U =

)\12:/\1+/\2; /\1m:)\1+/\m7 /\Qm:/\2+)\m; Q%:w%_/\?

Jmenovatel vyrazil (3) je kubicky polynom. O povaze odezvy tedy rozhodnou kofeny
rovnice:

PP A + p2<)\12)\1m + Q%) + P(W%)\Qm + wgklm) + wfwi =0 (4)

VSechny jeho koeficienty polynomu (4) jsou vzhledem k fyzika nimu vyznamu vstupnich
parametrtl vzdy kladné, takze ma jeden nebo tfi redné zaporné kofeny. Soutasné vzdy
plati podle Routh - Hurwitzovych podminek :

)\lm >0 ; )\12>\1m + Q% >0 ; (/\12)\1m + Q%) . (w%/\gm + wg)\lm) — Almw%wg >0 (5)

M&li tedy polynom (4) komplexné sdruzenou dvojici kofend, jejich realna cast je vzdy
zaporna. Soustava (1) je tedy vzdy stabilni. Jadro konvoluce pri zpétné L aplaceove trans-
formaci ma tedy nejCast§ji charakter kombinace klesgjici exponencidly a zanikgjici har-
monické funkce. Tomu se bude velmi bliZit i tvar odezvy pfi buzeni ve tvaru impulzu
nebo rampy. V redlnych podminkach vak nelze zcela vyloucit takové hodnoty Gtlumo-
vych charakteristik ve smyslu obr.1, Ze vSechny tfi kofeny polynomu budou realné. Potom
bude mit odezva charakter kombinace tfi klesgjicich exponenciadl. Mezi obéma pripady
rozhodne hodnota diskriminantu rovnice (4).

Nékteré dalSi vlastnosti soustavy (1) |ze odvodit, vylou€ime-li pfedem posuv v(t), jenz méa
pouze pomocny vyznam bez hlub3i fyzikani interpretace. Z druhé rovnice (1) odvodime
feSenim lineérni rovnice prvniho fadu pfi homogennich pocateCnich podminkach:

t

An? I A
i /u(T)e xm ) dr (6)

2
>‘1m 5

A1

= —U
)\lm

v(t) (t) +

Podle vzorce (6) dosadime do prvni rovnice (1). Po Upravé dostaneme rovnici druhého
Fadu pro posuv u(t):

2 2 2, 4 2
B0+ O = i) + (et 8 ) u(t) = S8 [ a5 Tar = T
m

)\1m /\%m
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Obrazek 2: Odezva soustavy vlivem impulzniho zatiZeni

Z rovnice (7) je mozné usoudit, Ze efektivni klasicky Gtlum ovliviujici bézné dynamické
procesy jedan prevaznétlumici b, b, vzhledemk tomu, Zze A, > A; auplatni sejen malo.
Efektivni tuhost odpovida zhruba souctu tuhosti Cy, Cy, protoze \,, ~ A1,,,. Z&kladni
vyznam ma vsak integralni Clen, ktery vyjadiuje jisty typ paméti historie zatézovani a
odezvy. Jeho vliv je dan predevSim tlumiem b,,, atuhosti pruzin.

3. Vlastnosti soustavy

Zaméfime se na variantu s jednim realnym kofenem, ktera je v praktickych podminkéach
pravdépodobngjsi.

Nejprve probereme pfipad zatizeni impulzem I = P - 6(t)/m, {j. ¥ = P/m. Tento vyraz
dosadime do (3). Zpétnou transformaci dostaneme po mnoha Upravach originél, ktery je
zaroven feSenim plvodni soustavy (1) pro impulzni zatizeni. Pro posuv u(t) plati:
u(t) = A- e + e (—Fgcosw,t + Fssinw,t) (8)
EXm + Wi ‘ A (2 — ag) — wi(e — )
Am (W2 + (a0 —€)?) AMmWwo(w? + (a0 — €)?)
Vevzorcich (8) znati e realny kofen a«, w, redlnou aimaginarni cast komplexné sdruzené
dvojice korentl rovnice (4). V obvyklych podminkach vychazi o < ¢ < 0. To znamena,
Ze v okoli pocatku se stfedni hodnota chova jako rozdil exponencial s vyraznym rozdilem
koeficientll v exponentu. Periodicka ¢ast odezvy pomérné rychle zanikne a odezva ma
v posledni fazi charakter prevazné exponencialy klesajici pomalu do nuly. Typicky tvar
odezvy v okoli pocatku je znazornén na obr. 2. Pro jgi vyvoj je vyznamna predeviim
mohutnost budiciho impulzu a hladina viskozity A,, > A; charakterizujici tlumiC v serii
s pruzinou C;. V pocéatku odpovida odezva pfipadu homogenni rovnice s nenulovou
pocatecni podminkou v rychlosti ,, atudiz vychézi z hybnosti hmoty m v bodé ¢ = 0,
jak je znamo z Gloh buzeni razem.

A=Fc=1 Fg=1

Ze struktury vzorcl (8) a celého postupu je zieimé, Ze jedinou silou, ktera se snaZi
uvést soustavu do pocatecniho stavu po odeznéni vn&siho buzeni, je pruzina Cs, ktera
reprezentuje vliv tuhosti mostu samotného. Ta ovsem ve vodorovném sméru nemusi byt
v porovnani s lozisky u mostu typu spojitého nosniku s velkym poctem poli pfilis velka.
Pozorovateli se v realném Casu muize jevit, Ze konstrukce se nevraci zcela do plvodni
polohy.Vénujme se nyni pripadu buzeni konstantni silou P plisobici v ¢asovém intervalu
te(0;7), tojest P(t) = P(H(t) — H(t — T)). Konvoluci tohoto vyrazu s vyrazem (8) se
po zdlouhavéjSich Upravach dostaneme k tomuto vysledku:

0<t<T u(t)ZB(AeEt—BqLeo‘tf(t))
(9)

A1 — e T) - et e f(t) — e f(t — T)

m
P
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Obrazek 3: Odezva soustavy vlivem konstantniho zatizeni; (a) okoli zaCatku, resp. konce
(b) plisobeni sily P;

f(t) = —Fg cosw,t + Fgsinw,t
B EAlm + w2 _ B w?
e+ (a—¢€)?) ] © AmeQ?
QA +wi2a—¢) o DA (a —g) — wW?(—a? + w? + ae)
A 2 (w2 + (o — £)2) 5 Mmwo2(w? + (o — £)?)
Z prvnihovzorce (9) jezfetelng, Ze” zakmitani” vyvolané nahlym uplatnénim zatiZzeni brzy
odezni ze stejnych diivodi jako v predchozim pripadé a uplatiiuje se pouze exponencida
akonstanta. Odezva se tedy s rostoucim Casem blizi s dostateCnou presnosti rovnomérné
vodorovné asymptoté:

A

Fo =

2
w1

 AimeQ2

Toto ¢idlojekladnévzhledemk tomu, Zee < 0. Hodnoty w?, resp. 22 aw? jsou srovnatelné
azavisi predevsim naparametrech C,, C5, m. MUzeme pribliznéfici, Ze polohavodorovné
asymptoty (8) je pfimo Umérna J\,,, tedy mife viskozity tlumice b,,. Maxwellovska Cast
loZiskatedy urCuje nejvetsi mérou pouzitel nost tohoto |oZiska pro zachyceni vodorovnych
sil plisobicich namost.

(10)

Ug =

Podobny proces v opatném smeéru nastane v okamziku 7', kdy je ukonCeno zaté€zovani.
Vychylkanahleklesne (podie velikosti vstupnich parametrii) na 60-80% plivodni hodnoty
s prfechodnym zakmitanim a asymptoticky se blizi k nule. V rednych podminkach je
dlouhodoba stfedni hodnota zatizeni napr. vlivem vétru vzdy vyrazné nenulova a miize
tedy tento efekt vyvolat. Je otazka, jak velka je tato dlouhodoba stfedni hodnota zatizeni
aje-li tedy hodnota odhadnutelna vyrazem (10) prijatelna ¢i nikoli.

Podrobny priibéh odezvy u(t) popsany vzorcem (9) je okoli zatatku a konce plisobeni
zatiZzeni znazornén na obr. 3, priibéh v rozsahu nékolika minut na obr. 4. Je z ng patrné,
Ze na odezveé se hlavni mérou podili samostatna exponenciéla a periodicka ast ma spise
vyznam jistého okrajového efektu.

4. L aboratorni soustava

Pro ovéfeni teoretického modelu podle druhé a treti kapitoly byl sestrojen laboratorni
vzorek, ktery se sklada z oboustranné upevnéného valcovaného nosniku o rozpéti 3m,
ktery je ve stfedu rozpéti podepren prvkem z téhoz materidlu, z jakého je vyrobeno
loZisko pouZivané v mostnim stavitelstvi. Schema laboratorni soustavy odpovida obr. l1a.
Literatura, ktera se zabyva praktickym vyuzitim polymernich latek ve stavebnictvi, viz
napr. [4], [5], [6], chape problém Casové proménné deformace loziska pfi konstantnim
zatizeni jako vliv modulu pruznosti zavisiého na velikosti uplatnéného zatizeni. Odtud
vyplyvaji pomérneé sozité Casove zavid osti mezi zatizenim a pretvorenim. Pokud budeme
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Obréazek 4: Odezva soustavy vlivem konstantniho zatizeni naintervalu te(0; 7")

modul pruznosti chapat nikoli jako konstantu, alejako diferencialni operator, dopracujeme
sekestejnému schématu, jako v obr. 1, pouzeinterpretace veli€in bude ponékud jing, nebot
vychazeji z vlastnosti materidlu a ne celku. Zatéchto okolnosti miizeme modul pruznosti
loziska £ pokladat za jistou nahradni hodnotu, ktera vychézi z ekvivalentniho chovani
linedrni soustavy v okamziku ¢. Na zaklade této predstavy mlize prob&hnout experiment
aporovnanim s modelem (1) Ize klasifikovat plivodni teoreticky model.

Pocatetni parametry vstupujici do experimentu jsou tyto:

Eocel = 210GP0' ) J = 97 3OFE — 6m4 ) Eloziskc)(O) = 157 714M Pa )
zatizeni: P ~ 0,5q - rozpéti = P ~ 15kN.

Zatézovani probihalo hydraulickym valcem MTS s fizenou silou 15k N. Zatizeni bylo
uplatnéno nahle a plisobilo konstantni hodnotou po dobu 12 hodin. Potom bylo nahle
ukonceno. Charakteristiky odezvy byly sledovany po celou dobu zat€Zovani a jednu
hodinu po jeho ukoncent, tj. dohromady 13 hodin. Soustavabylapotom ponechananékolik
dnli v klidu a experiment znovu proveden podle stejného scénare. Cely tento cyklus byl
proveden desetkrat. Za konecné vysledky se povazuje matematicky stied vSech cykli
v prislusnych okamzicich. Odpovidajici rozptyl byl minimalni. Vysledky jsou znazornény
naobr. 5-8 plnymi ¢arami. Ciselné hodnoty vevybranych okamZicich jsou uvedeny v tab. 1.
Pro porovnani byl proveden aproximativni vypoCet s proménnym modulem pruznosti ve
smyslu predchoziho vykladu. Jeho vysledky jsou zaneseny do obr. 5-8 zvyraznénymi
body.

A

Casova osa graftl v obr. 5-8 ma logaritmické méFitko. Okamziky zavedeni a odejmuti
zatizeni jsou ze vSech Ctyt obrazkli zietelné. Zakmity v prechodovych stadiich nebyly
zjisteny, nebot interval vzorkovani byl vétSi nez prislusna perioda okrajového efektu.
Vysledky mé&feni vodorovného posuvu u(t) v misté loZiska shrnuje obr. 5. Na obr. 6 je
vykreslen priibéh sily nakontaktu mezi nosnikem aloziskem. Napéti o v materidlu loZiska
jako funkce Casu je zZfgmé z obr. 7 a odpovidajici modul pruznosti £ je znédzornén na
obr. 8.

Z obr. 5-8 jevidét, Ze rozdily mezi vysledky experimentu a aproximativniho vypoctu jsou
v téchto méfitkach nezaznamenatelné. Rozdily v posuvu u(t), ktery vyplyva z experi-
mentu, viz obr. 5, avypottu provedeného podle analytickych vzorcli (9) pro vySe uvedené
vstupni hodnoty jsou mendi nez 5%. Prlibéh posuvu «(t) ma v obou pripadech stejnou
tendenci arozdily jsou pouze kvantitativni.

Srovnani vech tfi druhli vyd edkll svédEi o tom, Ze teoreticky model zavedeny podieobr. 1
a popsany rovnicemi (1) je prijatelny. Odtud vyplyva, Ze fyzikani charakteristiky téchto
mostnich loZisek by bylo vhodné napristé uvadét formou ti Cisel: C4, by, b, tedy pruzna
tuhost (linearni aplné vratnd), paralelni a seriovaviskozita. Tyto hodnoty jsou konstantni,
nezavislé na Casu a na zatizeni. Experimentalni zjisténi téchto parametrll je jednoducha



Tabulka 1: Hodnoty odezvy laboratorniho vzorku

Gast[h] R, [KN] u(t) o[MPa  E [GPd]

0,003 34,286 1,031 16,2 15.714
0.010 33.257 2.931 15.7 5.363
0.100 31.363 4.885 14.8 3.034
0.250 29.449 5.250 13.9 2.651
0.500 29.050 5.555 13.7 2472
1.000 28.747 5.806 13.6 2.340
3.000 28.495 6.305 134 2.136
6.000 27.998 6.404 13.2 2.066
12.000 27.899 6.534 131 2.018
0.001 -5.160 0.896 31 2.018
0.010 -4.900 0.700 1.9 3.437
0.100 -0.893 0.553 04 7.586
0.290 -0.550 0.417 0.26 15.714

Uloha zvladnutelna v podminkach bézné zkusebny.

5. Zavéer

Jednoduchy teoreticky model spoluplisobeni mostu a loZisek ze syntetickych materialll
pfi vodorovném namahani ukazuje dobrou shodu s vysledky laboratornich zkousek a
aproximativnimi vypocty. Umoznuje formulovat v uzavieném tvaru odezvu soustavy na
zatiZzeni libovol né proménnév €asu. Tim je umoznéna predikce dlouhodobé odezvy, pokud
je znama alespon priblizné historie zatiZzeni. Soustava se chovajako pamétovy Clen, jehoz
index zapominani je rovnomérny a zavisi na parametrech loziska a konstrukce. Ukazuje
se, 7ze model loZiska sestaveny z linearnich prvki, tj. pruziny, paraleliniho a seriového
viskozniho Clenu, je na jedné strané dostateCné vystizny a na druhé strané stéle jesté
umoznuje redlné urcit prisludné materialové konstanty.
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Obréazek 5: Vodorovny posuv styku nosniku Obréazek 6: Silanastyku nosniku aloZiska.
aloziska



t o MPa] 164 . E, [GPa]

odlehéeni
3

odlehceni

log t [hod] log t [hod]

0.01 0.10 1.00 10.00 10.00
0.001 0.01 0.10 1.00 0.01 0.10 1.00 0.001 0.01 0.10 1.00

Obréazek 7: Napéti o v materidlu loziska. Obrazek 8: Nahradni modul pruznosti E,
materidu loZiska

Z praktického hlediska vyplyva z teoretickych a experimentanich vysledkd ziskanych
v tomto prispévku poznatek, ze pouziti viskoznich tlumicli nebo stoperli pro omezeni
dlouhodobé vodorovné vychylky mostu neni optimalni. Jako vhodngsi se jevi pouZzit
vodorovné plisobici pruzné ¢leny nejlépe bez vnitini viskozity (viz v obr. 1b zvétSeni
tuhosti pruziny C,). Toto zvétSeni tuhosti mostu ve vodorovném sméru miize projektant
ovlivnit jiZ pfi navrhu priéného fezu. Timto zplisobem se zvysi vyznamné vodorovnasila,
kteravraci konstrukci do vychozi polohy. | kdyZ ani takto nel ze dlouhodobou vodorovnou
deformaci zcela vyloucit, bude pfi stegném rytmu zatéZzovani zfetelné menSi, protoze
logaritmus rychlosti navratu soustavy do vychozi polohy stoupa s vys8imi hodnotami Cs.
" Zapominani historie” zatiZzeni jev takovém pfipadé mnohem rychlgjSi, takze matematicky
stfed zatiZeni, ktery rozhoduje o velikosti dlouhodobé deformace, se vyhodnoti z mnohem
kratSiho Casového intervalu, atudiz se uplatni mensi hodnotou.

6. Podékovani

Prace vzniklaza podpory grantu GACR 103/02/0020. Text byl upraven pomoci procesoru
IATEX.
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