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Abstract

A stability criterion based on generalized strain energy density factor for a
crack terminating at the bi-material interface is suggested. The strain
energy density distribution in the vicinity of the crack as well as the
generalized stress intensity factors, and the crack propagation direction are
calculated. The crack is oriented arbitrarily to the interface and both stress
singularities around the crack tip are taken into account. The problem is
solved by combination of analytical and numerical approaches. A numerical
example of application of the proposed approach is presented.
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Kli¢ova slova: Bi-materidlové rozhrani, krické napéti, smér Sifeni trhlin,
factor hustoty deformacni energie.

Uvod

Realna télesa Casto obsahuji oblasti s riznymi materidlovymi charakteristikami, které
jsou od sebe odd¢€leny rozhranim. Existence takovych rozhrani, kde se materidlové
parametry méni skokem, podstatné ovliviiuje rozdéleni napéti v télese a tim 1 odolnost
proti lomovému poskozeni.

Rozhrani jednak ovliviiuje rozdé€leni napéti v uvazovaném télese v makroskopickém
méfitku a jednak méni charakteristiky popisujici lokdlni rozlozeni napéti v okoli kofene
trhliny. Na rozdil od trhliny v homogennim télese, kde je rozd€leni napéti v okoli
kotene trhliny typu 1/ Jr , je pro trhlinu s vrcholem lezicim na materidlovém rozhrani

odpovidajici napéti typu 1/7”, kde r je vzdalenost od kofene trhliny a exponent
singularity 0 < p < 1 zavisi na materidlovych vlastnostech obou materialti a uhlu, ktery
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svira trhlina s rozhranim. Prave tato skutecnost neumoziuje pouziti klasickych piedstav
a kriterii lomové mechaniky na tento piipad .
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Obr. 1. Bi-materidlove téleso s trhlinou na rozhrani

Cilem ptispévku je na zakladé linearni elastické lomové mechaniky navrhnout kritérium
stability trhliny jejiz vrchol se nachdzi na rozhrani dvou elastickych materidll a jenz je
obecné orientovana vuci tomuto rozhrani. Formulované kritérium by mélo vychazet
z energetickych uvah a mit obecnou platnost pro odhad stability singuldrnich
koncentréatorti napéti v ptipad¢ obecného namahani kombinovanym médem.

Zékladnim krokem pro aplikaci navrzeného kriteria stability je znalost pole napéti pro
trhlinu s vrcholem lezicim na rozhrani dvou elastickych materidla. V literatuie
presentované vysledky ukazuji, ze u trhliny libovolné orientované k bi-materidlovému
rozhrani existuji, v obecném piipadé, dvé singularity napéti a okoli trhliny je naméhano
normalovym a smykovym naméhanim, pficemz jednotlivé mddy jsou na sob& zavislé.

K provedeni kompletni analyzy pole napéti v okoli vrcholu trhliny leZici na rozhrani
dvou materiala je zapottebi nasledujicich dvou krokd.

o Nejprve je nutné z analytického feSeni urcit odpovidajici exponenty singularity
napéti jenz jsou zavislé na elastickych konstantdch obou materidla a uhlu, ktery
svira trhlina s rozhranim.

a V dalSim kroku pak za pomoci metody kone¢nych prvki ur¢it hodnoty zobecnénych
soucinitelll intensity napéti pro ob& singularity napéti.

Na zaklad¢ znalosti exponentl singularity a zobecnénych soucinitell intenzity napéti,
které pIn€ popisuji pole napéti v okoli kotene trhliny, je mozné v dalSim kroku za
pomoci kritéria hustoty deformacni energie odhadnout predpokladany smér Sifeni
trhliny z rozhrani do druhého materialu a stanovit kritické napéti pti kterém se trhlina
zacne §ifit z rozhrani.

Za predpokladu, Ze oba materidly jsou izotropni a elastické a Ze slozky posunuti a
odpovidajici slozky napéti prechazeji ptes rozhrani spojité, 1ze v literatuie nalézt obecna
analyticka feSeni pro polonekonecnou trhlinu orientovanou libovolné k rozhrani napf.



[4],[7]. Vyraz pro slozky napéti v okoli vrcholu trhliny pak lze pro ucely lomové
mechaniky representovat singularnimi ¢leny odpovidajicimi obéma singularitdm, tj.

%:%ﬁl(cfﬁ,a,ﬂ%ﬁ)'ﬂ+%ﬁn(¢,a,ﬁ,ﬂz,6’)'r"’2, (1

kde (1,0) jsou polarni soufadnice s poc¢atkem ve vrcholu trhliny a tvar funkei f; je znam
analyticky. «, 8 jsou tzv. kompozitni parametry zavislé na elastickych konstantach

obou materialti a H; [ MPa-m” ] a H, [ MPa-m" ] jsou zobecnéné soudinitele intensity
napéti odpovidajici siln€jsi a slabsi singularité (tj. pfedpokladame, ze plati p; > p»).
Hodnoty p;, p» lze urcit feSenim charakteristické rovnice plynouci z okrajovych
podminek ulohy, velikost zobecnénych soucinitelii napéti z analytického feSeni stanovit
nelze.

Rozdéleni napéti pro trhlinu s vrcholem na bi-materidlovém rozhrani

Vypocet napéti v télese s trhlinou s vrcholem na rozhrani dvou materidlti (viz. obr. 1) se
sklada (podobné jako pro homogenni téleso ) ze dvou krokt. V prvni fazi se urci
analyticky tvar feSeni (vCetné¢ exponentu singularity), které obsahuje neznadmé
multiplikativni konstanty. Toto feSeni zavisi pouze na elastickych vlastnostech obou
materialll a vzdjemné poloze trhliny a rozhrani. Obvykle se toto feSeni uvadi ve tvaru
nekonecné tady, jejiz prvni Clen (s multiplikativni konstantou odpovidajici
zobecnénému souciniteli intenzity napéti) je singularni vzhledem k soufadnici ». Tento
¢len charakterizuje rozlozeni napéti v okoli kotfene trhliny pro potteby linearni elastické
lomové mechaniky. Multiplikativni konstanty (zejména zobecnény soucinitel intenzity
napéti) se pak ur¢i v druhé fazi feSeni tak, aby byly splnény odpovidajici okrajové
podminky. Hodnoty téchto konstant jsou zavislé na geometrii télesa a predepsanych
okrajovych podminkach a jsou umérné velikosti vnéj§iho namahani. Pro stanoveni
téchto multiplikativnich konstant je nutno provést numericky kompletni nap&tovou
analyzu celého télesa s trhlinou.
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Obr. 2. Studovany p¥Fipad trhliny s vrcholem na bi-materidlovém rozhrani. Téleso je tvoifeno
tiremi podoblastmi 1, 2, 3. Podoblasti 1 a 3 tvoii jeden materidl, podoblast 2 druhy materidl.
Orientace bi-materidalového rozhrani vici trhliné je dina tihlem [,

V literatufe lze nalézt obecnd analytickd feSeni orientovanou libovolné vzhledem
k rozhrani napft. [7],[4]. Pfedpokladejme nyni téleso jenZ je zatizeno vnéjSim napétim

o, @mna castijeho povrchu miize byt pfedepsano posunuti. Povrch trhliny je volny a

orientace trhliny vzhledem k rozhrani je ddna thlem ¢ (viz. obr. 1.). PiisluSné vyrazy
pro slozky napéti odpovidajici uvedenym piedpokladiim jsou uvedeny déle v textu.

Pro homogenni téleso je singularita v napéti typu "> . V ptipadé trhliny s vrcholem na
rozhrani dvou materiald je tato singularita typu »”, kde 0 < p <1 zavisi na elastickych
vlastnostech obou materidli a thlu ¢, ktery svird trhlina s rozhranim. Stanoveni tohoto

exponentu je proto nezbytné pro urceni pole napéti v télese s trhlinou s vrcholem na
rozhrani dvou materiali.

V dalsim se ptfedpoklada, ze téleso je tvoifeno dvéma materidly M1 a M2. Tyto
pfedpoklddame jako homogenni, isotropni a linearné elastické, bez piitomnosti
objemoveho zatiZeni. Ob€ slozky posunuti a odpovidajici slozky napéti (o, a ¢ ,)
piredpokladame podé€l rozhrani mezi oblastmi 1, 2 a 3 spojité. Odpovidajici okrajové
podminky jsou uvedeny jako (3). Navic predpokladdme-li lice trhliny volné a
nezatizené, musi byt na licich trhliny (v oblasti 1, 3) navic splnény i okrajové podminky

2).

O,00(r,7r) =0 0, m)=0

(2)
O (r,—1)=0 0,,,(r,—7m)=0
ulr(r,¢):u2r(r,¢) u}r(r’¢_ﬂ.):u2r(r’¢_ﬂ’-)
Uy (r, @) =ty (1, 9) Usg (7, @—T0) =ty (r, ¢ — T0) 3)
O 199 (7P) = Orgy (1, 9) Os00(1s @—T0) = O,y (r, @ — 1)

O-er(r’ ¢) = O-ZVH (7", ¢) O-3r0(r7¢_ﬂ-) = O-2r€(r’¢_ﬂ-)

Ve vyse uvedenych okrajovych podminkach znaci 1, 2, 3, pfislusnost k jednotlivym
oblastem 1, 2 a 3.

Predpokladejme nyni, obdodobné jako u trhliny v homogennim materidlu, feSeni ve
tvaru:

O =r""F (4,6) 4)
kde
F(A,0)=a,sin(A+1)0+b,cos(A+1)0+c sin(A-1)0+d cos(A-1)8 (5)



aj, b, ¢i, di (i =1, 2, 3) jsou zatim neznamé konstanty a A leZi v intervalu (0,1). Vztahy
pro slozky napéti maji tvar:

O =1 [A(A+1)F,(,0)] (6)

a pro posuvy:

u, :;?[(ZH)FI +[/1m41+v JI{FZ”+(/1+1)2FZ}]

) , (7
!
=] | A=) m | B (1) F
2G, 4(1-v)
kde1=1, 2, 3 a znaci piislusnost k oblastem 1, 2, 3 a
m=4(1-v) uvazujeme-li rovinnou deformaci nebo
4 o Y
m= .y pro piipad rovinné napjatosti . (8)
1%

Substituci (5) - (7) do okrajovych podminek (2) a (3) obdrzime systém 12 rovnic pro 12
neznamych konstant aj, b;, ¢;, di (i=1, 2, 3).

Pro netrividlni feSeni takto sestavené soustavy rovnic musi byt determinant soustavy
roven nule. Tato podminka vede na vlastni rovnici pro A ve tvaru:

f(g,o, ,4)=0 9)
V praci [4] 1ze nalézt transcendentni rovnici pro A ve tvaru:

f(g.cr. f.A)=| AB* +(24-B) S+ A-B+1]a’ +
+[(-24+B+C)* +(-44+2B+C~-D-2) f’ +(-24+B-C) f—C+D |Ja+ (10)
+(4-B-C+D+E+1)f3'+(24-B-C)*+(4+C—-D-2E)*+CB+E=0



kde:

A=A(p,2)=4(1-2) sin* (¢)+sin’[ (1-2)(20-7) ],
B=B(§,1)=4(1- 1) sin’ (¢)+2sin’ [ (1-1)(2¢-7) ],
C=C(¢.4)=4(1-1) sin’ (¢){sin’ (1-2)¢)+sin’ [ (1-2)(¢-7)] -1},
D=D(¢,A)=2{sin*((1-2)¢)+sin’ [ (1-2)(¢—-7)] -1},
E=E(A)=1-sin*((1-1)7)

Zde jsou a, f kompozitni parametry (nékdy zvané Dundursovy) zavedené Dundursem
v [6], majici za ucel charakterizovat sloZena télesa a jsou definovany jako:

Hm, — fhm, ﬂ:ﬂl(m2—2)—,u2(ml—2) (11)

o= ,
Hmy + fh,m, ymy + f,m,

Ve vySe uvedenych vztazich m,,v,,u4, jsou veliCininy pfisluSejici materidlu M1 a

m,,V,, i, ptisluseji M2 (v je Poissonovo ¢islo a ¢ modul pruznosti ve smyku).

Vztah (10) je tfeba feSit numericky. Jejim vyfeSenim ziskame hledané hodnoty A,
respektive exponenty singularity napéti p. Relace mezi exponentem singularity napéti a

A je:
p=1-1 (12)

Vlastni feSeni A je obecné komplexni. Nasemu problému vyhovuje feSeni
0<Re(4)<1. V ptipad¢, Ze je trhlina kolma k bi-materidlovému rozhrani (¢ =90°)

existuje pouze jedno takové feSeni Apro danou kombinaci E|,E, a v,,v, respektive
o, [ .V ptipadé Zze ¢ =0°tj. trhlina leZi v bi-materidlovém rozhrani, je realna ¢ast 4 =
0,5 a komplexni ¢ast feSeni je zavisld na na aktualni kombinaci elastickych konstant
obou material. V intervalu 0< @ <90° je mozné nalézt jedno nebo dvé feSeni A. Pro
malé thly ¢ je pro A znamo jedno koplexni feSeni v daném intervalu, pro ostatni thly
¢ pak dvé realna feseni, tteba [7].

Dosadime-li 4 do soustavy rovnic vzniklé dosazenim (6) a (7) do okrajovych podminek
(2) a (3) ziskame soustavu 12 homogennich rovnic a 12 neznamych koeficientech a;, b;,
ci, di 1=1, 2, 3), jejiz determinant musi byt roven nule. Nezndmé koeficienty ziskdme
feSenim této soustavy znadmymi metodami.

Zname-li konstanty aj, b;, c;, di a omezime-li se pouze na prvni, singularni ¢len rozvoje
muzeme s vyuzitim (6) a (7) vyjadfit slozky napéti, respektive posunuti v blizkosti
vrcholu trhliny, jenz se nachdzi na rozhrani mezi dvéma elastickymi materialy
nasledovné:



0, == A" gAY +1)sin(A? +1)0+ b5 (A7 +1)cos(A” +1)8+
j=1
+¢ 7 (AY =1)sin(AY =1)0+d, (A 1) cos(A —1)§]4"
O'g(j) — zl(j)(l(j) + l)rﬂ(”*l[ai(j) sin(/’t(-") +1)0+ bi(j) COS(/’L(J') +1)6+ 03
j=1

+Ci(j) Sil’l(ﬂ(j) _1)9+ di(j) COS(ﬂ('i) _l)e]A(j)

O',g(j) — _Z QDA [ai(j)(ﬂ’(j) +1)cos(A” +1)8 —bi”)(/i(") +1)sin(AY +1)6 +

Jj=1 >

+Ci(j)(l(‘i) _1) COS(ﬂ(j) —l)e—di(‘i)(/’i(j) _1) sin(/i(” _I)Q]A(j)

u' = _Lz P @ (A7 +1)sin(AY +1)8+5, (A7 +1) cos(A? +1)0+
2055 (14)

+¢ (A +1-m)sin(A” =1)0 +d (A7 +1-m) cos(1 —1)8]14"

u, = le P [~a D (A7 +1)cos(AY +1)8+5,7 (A +1)sin(A” +1)6 —
H =1

- AV =14+ m)cos(AY =@ +d (A =1+ m)sin(A" -1)8]14"

Ve vztazich (13) a (14) n odpovida poctu nalezenych feSeni Ana intervalu 0<A<1.
Konstanty m resp. WL se rovnaji m; resp. W} proi =1 a 3 (oblast 1 a 3, material M1),
respektive my a U, pro i =2 (oblast 2, material M2).

Tim byly ureny slozky napéti respektive posunuti az na multiplikativni konstanty AY,
které odpovidaji zobecnénym soucinitelim intensity napéti a musi byt v dalSim urceny
numericky, feSenim Uplné tlohy za pomoci napf. metody konecnych prvk.

Urceni zobecnénych souciniteli intensity napéti

Pro uhel trhliny ¢ v intervalu pfiblizné (zavisi na elastickych konstantach obou
materidlit) 30° — 90° existuji dva exponenty singularity napéti p; a p, a napjatost pied
vrcholem trhliny je popséna vztahem (1), tj. pomoci dvou zobecnénych soucinitelli
intensity napéti. Kazdému z exponentll singularity napéti ptislusi i jiny soucinitel
intensity napéti H; resp. Hy, jenZ v sobé& zahrnuje jak normalovy, tak i smykovy maéd
namahani. Prispévky jednotlivych modi namadhani nelze v téchto soucinitelich
vzajemné odlisit. Pro jejich stanoveni je tfeba vyuzit tzv. pfimé metody tj. porovnani
znamého analytického fteSeni slozek napéti s feSenim numerickym a naslednou
extrapolaci takto ziskanych hodnot zobecnénych souciniteld intensity napéti pror — 0.
ProtoZe napjatost je popsana kombinaci H; a H; je zapotiebi k jejich ur¢eni dvou rovnic.
K jejich urceni pouzijeme nekterou ze slozek napéti uvedenych jako (13) napt. slozku
0,, - Pomoci MKP ur¢ime velikost vybrané slozky napéti v zavislosti na vzdalenosti r



od vrcholu trhliny pro dva rizné Ghly 6,,6, . S vyuZitim znalosti analytického rozdéleni
napéti a numerického feseni feSime soustavu:

r_p]f091(¢’a’ﬂ’/11’01).(2”)_1/2 r_p2f692(¢,a,ﬂ,ﬂz,61)~(271')_1/2 ]|:H1 :| =|:O'99(r,91)
I fon (006 B,4,0)-(22) 1 1 S (Bt .2, 6,)- (21) | LA

2

a naslednou extrapolaci pro r — 0 ur¢ime i hledané soucinitele intensity napéti H; a Ho.

Zobecnény faktor hustoty deformacni energie

Faktor hustoty deformacni energie S byl plivodné zaveden Sihem [13] pro trhliny v
homogennich materidlech. V dalS§im uvedeme nejprve vyraz pro zobecnény faktor
hustoty deformacni energie ¥ pro trhlinu s vrcholem na rozhrani.

Obr. 3. Trhlina s vrcholem na rozhrani dvou materidlii, orientovand pod tihlem @ viici
rozhrani. Smér dal§iho Siieni trhliny je din tthlem .

Hustota deformacni energie

Hustota deformacni energie w je dana vyrazem

daw 1
=W=ja,.jdg,j , (16)

0

w

kde o;a g; jsou odpovidajici slozky napéti a pfetvoreni a dV je objemovy element.
Omezime-li se na rovinnou ulohu, mizeme w vyjadfit nasledovné (uvazujeme pouze
material 2)
dw 1
W = —_-—=
dv  16u,

[k(ax+ay)2+(o;—0'),)2+40'xy2} . (17)



Pro stav rovinné deformace je k=(1-2v,), u,je modul pruznosti ve smyku v, je

Poissonovo ¢islo materialu 2.

Rozdéleni hustoty deformacni energie

Vyraz pro hustotu deformacni energie v okoli vrcholu trhliny mizeme vyjadfit ze
vztaht (13) a (17). Poté dostaneme

aw 1
T ;[AHHf +24,HH, + A, H," | (18)

kde Aj1, A;p a Ay jsou funkce polarniho thlu € , kompozitnich parametrd o, £,
vzdalenosti 7 od vrcholu trhliny a thlu ¢ mezi trhlinou a rozhranim. H; a H, jsou
hodnoty zobecnénych soucinitell intenzity napéti.

Faktor hustoty deformacni energie

Vyraz (18) mizeme napsat ve formé

aw  Z(a,f,6,9,r)
W: =
dv r

; (19)

kde
S =(A4,H’ +24,HH,+A4,H,") . (20)

Veli¢ina Xje zobecnény faktor hustoty deformacni energie a je v dalSim pouzit pro
formulaci kritéria stability. Na rozdil od faktoru hustoty deformacéni energie pro
homogenni télesa S je zobecnény faktor hustoty deformacéni energie X zavisly na
vzdalenosti 7 od vrcholu trhliny, viz.(21).

Ve vztahu (20) je:
1 1-2p, : ? 2
All:@r |:k(f;rl+‘fégl) +(ﬁr1_]p991) +4];61:|
1 1=pi=p,
4, “Tou " |:(k+1)(f;’r1f;"’z + Son o)+ @1

(k=1)(f, foo, + fon )+ 4 S o0 S

1

o= Ko )+ = o) 413



S 21[ O (4 +1)sin(4 +1)@+b" (4 +1)cos (4 +1)6 +
+cV (4, =3)sin(4 —1)0+d" (4 -3)cos(4 9]

fo, = ﬂz[ @ (4, +1)sin(4, +1)8+b? (A, +1)cos (A, +1)0 +
+¢ (4, =3)sin (4, ~1)6+d™ (4,~3)cos (4, ~1)6 ]
:2.1(11+1)[a(”sin(21 +1)0+b" cos (4, +1)6+
+csin(4 —1)0+d" cos (4, —1)9}

0 =/22(/22+1)[a(2)sin(22 +1)0+b% cos (4, +1)6+
+c(2>sin(/12—1)9+d<2>cos ~1)6|

g =—A[a (A +1)cos(4 +1)0—b" (4 +1)sin(4 +1)6+
+c<“(ﬂ1—1>cosm 1)6-d" (4,-1)sin(4,~1)6]

Jro, = /77[(2)(12+1)cos(lz+1)9—b(2)(ﬂ,2+1)sin(/12+1)¢9+
#e® (A, =1)cos(4 ~1)0-d® (2, ~1)sin(4 ~1)6]

kde A, 4, jsou feseni rovnice (9), pficemz A < A4,, a konstanty a, b, ¢, d, nalezi oblasti 2
(viz. obr. 2).

Formulace Kriteria stability

Teorie zalozena na Sihové koncepci hustoty deformacni energie pro trhliny v
homogennim materidlu  (tj. pro exponent singularity p = 1/2) vychazi ze dvou
zakladnich hypotéz o Sifeni trhliny:

Q trhlina se bude siFit ve smeru, kde je hustota deformacni energie S minimalni a

vvvvv

Q kriticka hodnota hustoty deformacni energie S = S, je urcujici pro jeji dalsi Sireni.

Poznamenejme, ze S, je materidlova charakteristika a ve specidlnich ptipadech miize
byt v relaci s Kjc , lomovou houzevnatosti materialu.

Podobné jako pro trhlinu v homogennim télese je za pomoci hustoty deformacni energie
definovan zobecnény faktor hustoty deformacni energie X pro trhlinu s vrcholem na bi-
materidlovém rozhrani (tj. pro exponent singularity p # 1/2). Opétovné, z prvni
hypotézy mizeme odhadnout smér §iteni trhliny ve druhém materidlu (viz. obr. 3) a z
druhé pocatek jejiho Sifeni. Mimoto, pfedpokladame-li, Ze pfitomnost rozhrani ovlivni
Sifeni trhliny do druhého materidlu pouze kvantitativn€, a Ze mechanismus Sifeni bude
stejny, obdrZime

S.=2. (1), (22)

kde r je neznama vzdalenost od vrcholu trhliny, ve které kritérium aplikujeme.
Podminku stability potom mizeme zapsat ve formée



<3, . (23)

Aplikace kritéria stability (23) umoziuje odhad kritického napéti o, . Jestlize kritické
napéti o,,, >0, trhlina se bude Sifit dale z rozhrani do druhého materialu. Hodnota

o, zavisi na geometrii a okrajovych podminkach, na kompozitnich parametrech « a
B, nauhlu ¢, ktery svira trhlina s rozhranim a na lomové houZevnatosti K;c materialu
M2. Na rozdil od homogenniho télesa, je v tomto ptfipadé podminka stability, a tudiz i
velikost kritického napéti o, , zavisla na vzdalenosti » ve které je podminka

aplikovana. V dalsi kapitole je uveden numericky ptiklad vypoctu.
Numericky priklad

Jako numericky ptipad ilustrujici uvedeny postup je proveden vypocet kritického napéti
o,, a uhlu dal$iho Sifeni trhliny z bi-materidlového rozhrani y v nehomogennim vzorku
dle obr. 4. Napjatost v okoli vrcholu trhliny byla stanovena metodou kone¢nych prvkd.
Pro vypocet byl pouzit standardni systém MKP ANSYS. Vzhledem k typu tlohy (odhad
velikosti a charakteristik napéti v ptipad¢ singuldrniho rozlozeni napé€ti) byla znacna
pozornost vénovana volbé sit¢ MKP v okoli vrcholu trhliny. Pomérné velky pocet
elementdt MKP (cca 9000) a uzlovych bodit (cca 30000) je vyvolan nutnosti pouzit v
okoli vrcholu trhliny velké zjemnéni sité. Velikost nejmenSich element byla Omin =
0,5x10™ mm coZ pii délce trhliny a~ 1 mm (viz.obr. 4), odpovida poméru  a/dmin ~
2000 . Lze konstatovat, ze dalsi zjemniovani sit€ v okoli vrcholu trhliny jiz nema vliv na
ziskané vysledky. Vysledné hodnoty kritického napéti o, , uhlu dalSiho Sifeni trhliny
z rozhrani, hodnoty zobecnénych soucinitelli intensity napéti i piisluSné exponenty
singularity napéti jsou v zavislosti na materidlovych parametrech (poméru moduld
pruznosti v tahu obou materialtl) a uhlu, ktery svira trhlina s rozhranim uvedeny v
Tabulce 1. Vnéj$i namahani bylo voleno Gupp = 100 MPa . Neuvazuje se Sifeni trhliny
podél rozhrani. Ve vSech pfipadech bylo zvoleno v, =v,=0,3, E, = 2.10° MPa ,

lomova houzZevnatost materialu M2 K;c = 6,42 MPa.m'? a mez kluzu materialu M2
o,= 800 MPa.

Gappl trhlina Gappl
—— —
et
— =
—_—
e = —_—
e —_—
—— —
— I =

Obr. 4. Model bi-materidlového télesa a zvoleny souradny systém v koieni trhlin s vrcholem
na rozhrani dvou materialii. Pro vypocty bylo zvoleno: T =15 mm, t =1 mm, | = 60 mm.



Vypocet zobecnéného faktoru hustoty deformacni energie pro nehomogenni piipad
(E1 # E,) byl proveden dle vztahu (20). Jelikoz je X veli¢ina zavisla na vzdalenosti »
od vrcholu trhliny (viz. (21)), byli pfislusné vypocty provedeny pro r odpovidajici
velikosti plastické zony pfed ¢elem trhliny rp, pro r = 1000*r, a pro r = 1. PrisluSné
hodnoty jsou uvedeny v tabulce 1. Tabulka la obsahuje hodnoty vypocitané pro
homogenni ptipad.

Tabulka I. Vypocitané hodnoty

la. Vypocitané hodnoty pro homogenni piipad.

E/E,=1
] 1° 10° 20° 30° 40°
K; [MPa.m"?| 6,40 6,35 6,09 5,68 5,13
Ky [MPa.m']| 0,07 0,69 1,33 1,88 2,32
S[N/m] 130,76 128,65 123,00 114,56 103,46
o «[MPa] 100,0 101,4 106,3 114,1 126,4
7 [°] 0 -12 -22 -29 36
Ib. Vypocitané hodnoty pro E/E;= 0,5.
E,/E,=0,5
¢ 1° 10° 20° 30° 40°
P 0,4353 0,4466 0,4572 0,4654 0,4711
P2 0,4325 0,4198 0,4063 0,3973 0,3977
H; [MPa.m" ]| 2,473 2,594 2,674 2,708 2,723
H, [MPa.m",] | 2,439 2,246 1,952 1,557 1,052
r=1
T [N/m] 97,52 95,10 88,31 76,95 61,00
o «[MPa] 134,1 137,5 148,1 169,9 2144
7 [°] -1 -13 22 -29 -32
r =r,*1000
r [m] 6,5E-04 7E-04 7,5E-04  0,8E-04  0,85E-04
T [N/m] 36,96 36,46 34,35 31,04 27,00
o «[MPa] 353,8 358,6 380.6 4212 4843
7 [°] 0 -6 -11 -16 -19
r=r,
r [m] 6,5E-07 7E-07 7,5E-07 8E-07 8,5E-07
T [N/m] 14,84 15,14 15,70 16,24 16,46
o «[MPa] 881,1 863,6 832,8 805,1 794.4
7 [°] 0 2 4 5 5




Ic. Vypocitané hodnoty pro E/E, =2

E/E,=2
¢ 1° 10° 20° 30° 40°
P 0,5758 0,5864 0,5960 0,6022 0,6039
P2 0,5732 0,5616 0,5488 0,5373 0,5280
H; [MPa.m"]| 3,912 3,006 2,111 1,388 0,854
H, [MPa.m®] | 4,117 4,863 5,483 5,749 5,848
r=1
= [N/m] 147,41 143,88 140,82 132,79 125,23
o «[MPa] 88,7 90,9 92,7 98,4 104,4
7 [°] 1 10 17 19 19
r =r,*1000
r [m] 440E-03  6,00E-03 8,00E-03 1,00E-02  1,65E-02
> [N/m] 330,49 304,58 253,11 205,50 165,17
o «[MPa] 39,5 44,0 51,7 63,6 79,2
v I°] 1 4 8 10 11
r=r,
r [m] 4,40E-06  6,00E-06 8,00E-06 1,00E-05  1,65E-05
= [N/m] 925,00 809,02 635,72 455,63 308,71
o «[MPa] 14,1 16,2 20,6 28,7 42,4
v [°] 0 -5 -8 -11 -11

Zavér

V pfispévku je studovdno chovani trhliny s vrcholem na rozhrani dvou elastickych
materiall v ramci jednoparametrové linedrné-elastické lomové mechaniky a jsou
stanoveny podminky, které urCuji, zda se trhlina bude ¢i nebude §ifit z rozhrani do
druhého materidlu.

Z lomové-mechanického hlediska predstavuje konfigurace trhliny s vrcholem na
rozhrani singulérni koncentrator napéti. V klasické linearni elastické lomové mechanice
je napétové pole v okoli vrcholu trhliny v homogennim prostfedi popsano jedinym
singularnim &lenem typu o ~ K / r'* | tj. exponent singularity napéti je roven 1/2.
Konstanta tmérnosti K odpovida souciniteli intenzity napéti a v ptipadé¢ obecného
(rovinného) namahani lze napéti vyjadfit jako superpozici dvou ¢lent odpovidajicich
normalovému ( K;) a smykovému (Kj) modu.

V ptipad¢ konfigurace trhliny s vrcholem na rozhrani je pole napéti v okoli jejiho
vrcholu popsano obecné pomoci dvou singuldrnich Clend s exponenty singularity
0< p2 £ p1 <1 . Konstanty umeérnosti u obou téchto singuldrnich ¢lenti jsou v tomto
pfipadé timérné zobecnénym faktorim intenzity napéti H; a H,. Na rozdil od klasické
trhliny, nelze obecné v tomto piipad¢ jednotlivé mody namahani explicitné odlisit.
Existence dvou singularit napéti a skutecnost, Ze odpovidajici exponenty singularity
jsou rizné od 72 znemoziuje formulaci kriteria stability na zdkladé postupii konvencni
linearni elastické lomové mechaniky.



Formulace kriteria stability trhliny na rozhrani dvou materiali navrzena v tomto
piispévku vychazi ze dvou predpokladi:

(1) pro popis napétového pole v okoli vrcholu trhliny jsou postacujici singularni
¢leny v odpovidajicim rozvoji,

(2) mechanizmus Sifeni trhliny z rozhrani do druhého materidlu je stejny jako
mechanizmus, kterym se trhlina SiFi v homogennim prostiedi odpovidajici
druhému materialu (1. urcujici je hodnota lomové houzevnatosti druhého
materialu).

Lomové-mechanického popis trhliny s vrcholem na rozhrani dvou materialt vyzaduje
obecné vypocet pole napéti v okoli vrcholu trhliny s ohledem na orientaci trhliny
vzhledem k rozhrani a formulaci podminky stability pro singularni koncentrator napéti
s obecnou hodnotou exponentu singularity. V pfispévku bylo pro formulaci kriteria
stability pouZzito Sihovo kriterium hustoty deformacni energie.

Hlavni ziskané vysledky prace lze shrnout takto:

(1) Na zdkladé limitniho analytického veseni pro trhlinu s vrcholem na rozhrani
dvou materialii byla provedena analyza singuldrnich Cclenit popisujicich
rozloZeni napéti v okoli vrcholu trhliny. Je ukdzano, zZe pro ucely lomové
mechaniky Ilze napéti popsat obecné pomoci dvou singularnich clenu
s exponenty singularity riuznymi od . Pro hodnoty p; a p, odpovidajicich
exponentu singularity byla sestaven a vyresena charakteristicka rovnice a to v
zavislosti na uhlu orientace trhliny vzhledem krozhrani a materidlovych
parametrech obou prostredi. Kazdy singuldarni clen odpovida kombinaci
normalového a smykového namdhadni. V obecném pripadé nelze jednotliveé
mody namahani od sebe oddeélit.

(2) Napéti v okoli vrcholu trhliny je urceno dvéma hodnotami zobecnénych faktoru
intenzity napeti H; a H, . Je navrzen postup vypoctu H; a H, primou metodou
na zaklade vysledku ziskanych metodou konecnych prvkaii.

(3) Byl zobecnen Sihitv faktor hustoty deformacni energie pro studovanou
konfiguraci. Na zdklade tohoto zobecnéni byly formulovany podminky urcujici
smer Sireni trhliny do druhého materialu a podminky jeji stability. Je
diskutovano pouziti téchto podminek v studovaném pripadé pro odhad
kritického napéti nutného pro sireni trhliny z jednoho materidlu pres rozhrani
do materialu druhého. Postup je ilustrovan priklady vypoctu kritického napéti
v zavislosti na elastickych konstantiach obou materialii, orientaci trhliny
vzhledem k rozhrani a hodnoté lomové houzevnatosti druhého materidlu.

Poznamenejme zavérem, Ze presentované vysledky mohou byt zobecnény a pouzity pro
popis lomové-mechanického chovani obecnych singularnich koncentratori napéti,
zejména pak pro formulaci kriteria jejich stability a tim rozsifuji platnost a pouzitelnost
konvenc¢ni linedrni elastické lomové mechaniky trhlin. Z praktického hlediska navrzeny
postup vysledky, které Ize bezprostredné vyuzit v lomové mechanice slozenych téles a
kompozitu.
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