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Abstrakt

Problémem je matematické modelovani kluzného loZiska na rotorové soustave. Novy pristup vychazi

z Navier-Stokesovy rovnice tekutiny, podporovan rovnici kontinuity a Bézierovymi télesy. V tomto
prispévku je vénovana pozornost reSeni matematického modelu lozZiska v kolmych a zejména v
bezrozmérnych souradnicich. Do prispévku byla zarazena modelova uloha, ve které matematicky
modelujeme trajektroii stredu hiidele pod kluznym loZiskem, kde je vypocet proveden v bezrozmérnych
souradnicich.
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1. UVOD

Z obecného ptipadu pohybu télesa v realné tekutiné se v dalSim zaméfim na
rovinny piipad pohybu s malymi villemi mezi vnitfnim povrchem télesa a vné&jSim
krouzkem. Z pohledu technické aplikace jsou to zejména hydrodynamické olejové
tlumice a kluzna loZiska. V literatufe je analyza tlumic¢l 1 kluznych loZisek pomérné
podrobné a casto publikovéna. Teoreticky zaklad témét vSech analyz vychazi
z Reynoldsovy rovnice, coz je v podstaté pohybova rovnice tekutiny. Pohyb tekutiny
v obvodovém sméru, v prostoru mezi vnitinim a vnéj$im krouzkem, je analyzovan jako
jednodimenzionalni proudéni po piimce s délkou rovnou obvodu vnitiniho krouzku.
Jsou analyzovany ptipady kratkych a dlouhych, kavitujicich a nekavitujicich olejovych
lozisek V ptipadé navrhovaného feSeni F. Pochylym, které je na obecnéjsi Grovni, jsou
hlavnimi vychozimi rovnicemi Navier Stokesova pohybova rovnice tekutiny a dale
rovnice kontinuity a pocatecni okrajové podminky. V dal§im bude analyzovan rovinny
ptipad proudéni, coz odpovida dlouhému, kavitujicimu, nebo nekavitujicimu olejovému
lozisku. Novy pfistup, ktery byl vymyslen a rozpracovan na VUT FSI USTAVU
MECHANIKY TELES, spo¢iva v moZnosti separace pohybu télesa a tekutiny. Vlastni
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algoritmus analyzy dynamickych vlastnosti rotorovych soustav se tak sklada ze dvou
samostatnych krokti. Nejdiive se ve vhodném programovém prostiedi, zaméfeném na
analyzu tekutinovych systémi, provede analyza samostatného vazebného elementu.
Nasledné se v programovém prostiedi vhodném pro analyzu dynamickych vlastnosti
rotorovych soustav provede analyza rotorové soustavy se zahrnutim vysledki ziskanych
z ptedchoziho feSeni. Vhodnou substituci 1ze tedy od sebe separovat a nasledné i fesit
pohyb télesa a tekutiny, pficemz k analyze pohybu tekutiny je pouzita metoda
kontrolnich objemi. K analyze dynamickych vlastnosti tekutiny bylo pouZito Bézierovo
téleso, pricemz feSeni je provedeno v kiivocarych soufadnicich. Bézierovo téleso je
pouzito pro popis geometrické konfigurace, i pro aproximaci rychlostni a tlakové
funkce. Vzhledem k tomu, ze se zménou polohy htidele je provadéno i nové generovani
sité, jedna se o kombinovanou ALE metodu. Pfistup umoznil odd¢lit feSeni stacionarni
a nestacionarni ¢asti. Na zaklad¢ teorie byl zpracovan v jazyce MATLAB programovy
systém

2. ANALYZA VYCHAZEJICI Z NAVIER-STOKESOVI ROVNICE

V této kapitole se budu zabyvat teorii, kterd pouziva pro sestaveni rovnic Navier —
Stokesovu rovnici, k feSeni je pouzita metoda kontrolnich objemt a pro aproximaci
rychlosti a tlaku je pouzito Bézierovo téleso ( Bézierovy polynomy ). Dale pak, pfi
feSeni budeme od sebe separovat pohyb télesa a tekutiny.

3. KLUZNE LOZISKO - KOLME SOURADNICE

3.1 Vychozi rovnice pohybu kapaliny
Pro pfedpoklad laminarniho proudéni méa pohybova rovnice tekutiny

p%+p[mtéx5 +%gmd|€|2}+77r0trotE+gradp =0 (1)
Rovnice kontinuity

pdive =0 (2)
Okrajové podminky

S: =Xy +7'

r:¢é=0

P:p=0,(¢=dxy,+Z) ©)
K:p=0,(¢=oxy,+7)

V Einsteinové sumacéni symbolice se zahrnutim konvektivnich ¢lenli ma pohybova
rovnice tekutiny

ac, 0 d’c,  dp
o™ ox, (6)) "axjaxj ox, ¥
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P: p=0, (ci = &3OV py +Zi.)9

K: p=0, (Ci = &3 DV, +Zi.)



Predpokladejme, Ze jak poloha stfedu htidele, tak i rychlost a tlak jsou ddny souctem
stacionarni a nestaciondrni ¢asti, pak pro polohu, rychlost a tlak plati
2, =2, (1) +,(x.1)

¢ :CO/('xi)-l_Wj(xi)t)

P = py(x,)+0(x,,t)
Po dosazeni ma pohybova rovnice tvar

ow, 0 o J
pSiep o (Colco, +Co Wy F W + wiwj)—n o (co, +w))+ o (py+0)=0(7)
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paxA (coi+m):0 ®
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I': ¢, +w,=0
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P: p=0, (Coi +W, = E5,Q0Vp, V] :gi3ka)(ka _Zk)+vi.)’

K: p=0, (Co,. +W, = £, 0y, TV; =£l.3ka)(x,(k _Zk)""’;)

Porovnanim clenil u stacionarnich casti se obdrzi soustava rovnic pro analyzu
stacionarniho pohybu télesa a porovnanim c¢lenti u nestacionarnich casti se obdrzi
soustava rovnic pro analyzu nestacionarniho pohybu t&lesa. Reseni je provedeno
v kolmych slozkéach rychlosti a v kiivodarych soufadnicich u’ pro i=1,2,3. Pak pro

rychlosti plati ¢, =¢, (xi,t) ataké x, =x, (u’) . Pak také je %: gc: 3i kde derivace
: : X, du” dx,

ou” / ox ; se stanovi ze vztahu

[ox, ox, ox | ou' du ou' |
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ox, dx, ox, ou’ ou’ ou’
' o’ o’ dx, ox, Ox,
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pii¢emz parcialni derivace ox, / ou” , které tvofti slozky vektort g, ,g,,g, se stanovi
derivacemi vztah pro Bézierovo téleso, které popisuji geometrii oblasti. Normalové
vektory v kiivocarych soufadnicich k plochdm vymezujicim kontrolni objem se stanovi
ze vztahu (napft. pro plochu vymezenou soufadnicemi u, v ) vztahem

- _8,%8,

gu gV

uy

3.2 Stacionarni pohyb télesa

V pevném nerotujicim s.s. je statickd poloha stfedu hiidele, ktery je zatizen
statickou silou (mize byt napt. tihova sila) dan polohou stfedu htidele. Kolem tohoto
sttedu, jehoZ soutradnice jsou dany vektorem Z rotuje hiidel tthlovou rychlosti ®. Pro
zadavani okrajovych podminek je dilezité specifikovat rychlosti télesa a tekutiny na
tomto okraji. Pro redlnou tekutinu jsou zde rychlosti tekutiny a télesa stejné. Pro



takovou konfiguraci tuhého télesa v pevném ss. je nutno sestavit rovnice pro tekutinu a
rovnice pro rovnovahu sil plsobicich na téleso.

3.3.1 Rovnice kapaliny pro statickou polohu

Pro analyzu pohybu tekutiny je zvolena metoda kontrolnich objemt. Po integraci
pohybové rovnice a rovnice kontinuity pfes zvoleny kontrolni objem, se vyuziva véta
Gauss- Ostrogradského. Pro dal§i postup je velmi vyhodné eliminovat staticky
rovnovaznou polohu stfedu hfidele z, zokrajovych podminek. Pravé zavedeni této

substituce ptfinasi novy pohled na celé dalsi fesen.

3.3.2 Transformace rovnic pohybu tekutiny

Eliminace polohy stfedu hiidele z okrajovych podminek 1ze docilit na zaklade¢
nasledujicich ptedpoklada

Co, = Oy, + 0y, 2,

po=p5+ IBOJZO,
Uvedenou substituci se obecné v prostoru 3D zavadi misto tii sloZek rychlosti a tlaku tfi
slozky rychlosti ¢, jedna slozka tlaku f,, devét slozek ¢, a tfi slozky £, .

(10)

Rychlostni funkce ¢, na povrchu hiidele je zavisla na soufadnicich x, okraje hiidele,
jehoZ soufadnice se zadavaji v pevném ss a tthlové rychlosti rotace. Soufadnice x; jsou
zavisle na staticke poloze hfidele z, . Rychlostni funkce ¢, na povrchu hfidele je

zavisla pouze na thlové rychlosti rotace hiidele. Rovnice pro stanoveni ¢, a £, maji
tvar (pohybova rovnice a kontinuity jsou ve tvaru kontrolnich objemut)
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Pro oba problémy je mozné pouzit stejné kontrolni objemy, jejichz pocet je
nutno volit s ohledem na pocet nezndmych.

3.3.3 ReSeni rovnic tekutiny
Jednou z mozZnosti feSeni obou soustav je, nezname hodnoty funkei o, a ¢, na

hranicich explicitn¢ vypocitat a dosadit do pohybovych rovnic a rovnic kontinuity.
Tento piistup byl vybrdn po testovani cel¢ fady algoritmi jako nejvhodnéjsi. Po
dosazeni téchto veli¢in do pohybové rovnice a rovnice kontinuity maji tyto
v symbolickém vyjadieni tvar

Alaél -Ba, +CB,, =1,

Da, =-f, 15)
Az ((101)(102 —B(l02 +Cﬁ02 = f3
Da,, =,

Z prvnich dvou rovnic soustavy se vypocitaji feSenim nelinedrni soustavy rovnic
funkéni hodnoty 5, a ¢, azdruhych dvou S, a

;-

3.3.4 Vliv pridavnych u¢inki tekutiny
Na povrchu htidele plati rovnovdha mezi silovymi u€inky tekutiny a vné&jsi
tihové sily
ac
—"ain ds - jponds f (16)

]
Po dosazem za rychlostl a tlak z rovnice do rovnice rovnovahy (16) se po tpraveé obdrzi

oy, ou’ 0, ou’
{n!vgjnde—!ﬂOknidSJzok = ja . de+.!,BOnl.dS+f,. (17)
kterou lze ptepsat do tvaru

komj - fim +f (18)

kde k,,; je tenzor statické tuhosti kapalinové vrstvy a f,,  je dopliikova sila kapalinové

vrstvy. J e mozno definovat tenzor ptidavnych tuhosti kapalinové vrstvy

k

0ik —

jaaolk ou”
ou" ox

s J
Statickou polohu hfidele z, je nutno nalézt iteratnim feSenim. Zménou statické polohy

n,ds - j By mdS (19)

se rovnéz méni souradnice x; na povrchu hiidele.

4. BEZROZMERNE SOURADNICE

4.1 Stacionarni rFeSeni

4.1.1 Tansformace do bezrozmérného tvaru

Pro transformaci do bezrozmérného tvaru (bezrozmérné veli¢iny jsou oznaceny nahote
pruhem) je nutné zavést tyto transformacni vztahy:

Pro funkce rychlosti: o, = Rwa,

Pro funkce rychlosti: o, =wa,



Pro funkce tlaku:

Pro funkce tlaku:

Pro objem:

Pro plochu:

Pro délku:

Pro statickou polohu:

Pro statické zatiZzeni:

Pro ¢as:

F

kde R je polomér hiidele

Reynoldsovo ¢islo je dano vztahem Reg =——

kde v je kinematicka viskozita

Sommerfeldovo ¢islo vztahem Soq =

ﬁo — _ stat B()
R}
F =
ﬁl — _ stat ﬂl
R
V=RV
S=RS
x=RX
z=R7Z
F;‘tal = abS (F;t ) > F;t = F;talF;t
1 _
t=—1
w
Rl
1%
= L
nR'®

index S znaci to, Ze se veli€iny vztahuji ke statickému feSeni

Vyjde se z rovnic

P I &0 1, dS — nI
AS

AS

P I o, dS =0
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St O = Wy X,
I': o,=0

doy, du”

“—n,dS+ [ BndS =0
AS

ou” axj

P: 3, =0, (aol- = a)ginka)’

K: £,=0, (050,- = wgi?skxl(k)

které maji v bezrozmérném vyjadieni tvar (horni pruh je vynechan)

Reg I ﬁoﬁojnjdg - j
AS AS

Re, [ @,mdS =0
AS
DO, = Ey Xy,
a

1
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Ju X,
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Vztah pro vypocet bezrozmérné polohy

00, ou’
[ auozk x n, dS —So jﬁOkndSJZO =

o, — _
j au()l a—n dS +So j BondS+Sog F,

odkud se po upraveé obdrzi Vztah pro statickou tuhost

o _
k. =nwr | [2%uw X dS -So ,3 ndS |=noRk,
Sty 1 S 0k 17sty

Ju” ij

Vztah pro bezrozmérnou rychlost

S

CO/ = aoi +aljzj = Rla)(goi +0—tlj2/) = Rla)EOf

4.2 Nestacionarni resSeni

. Wy _
Pro funkce rychlosti: o =—&

1

Pro funkci tlaku: pB= % B

Pro objem: V=RV
Pro plochu: S=R’S
Pro délku: X=RX
R _
Pro ¢as: t=—11%
Weer
. . Wref N
Pro Diracovu funkci: d(1)= = o (1)
1
kde w,, jereferencnirychlost

R, je vnitini polomér
D, Jereferentni tlak

N . r Wref Rl
Reynoldsovo ¢islo je dano vztahem Re, =—
1%
kde v je kinematicka viskozita.
v p ref Rl
Sommerfeldovo ¢islo vztahem So, =———
77 wref

(27)

(28)

index D znaci to, ze se veli¢iny vztahuji k nestacionarnimu (dynamickému) feSeni.

Poznamka: Je vyhodné volit referen¢ni rychlost ve tvaru: w

‘_Ra)



Vyjde se z rovnic

P> ja,de+pI(co oy +oc, )n ds — 77J. 9% 3” n,ds +
X
+[ Bimds =0
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p [ ands=0

S: a,=06,0()

I': o, =0

P: B, =0,(a =6,6(1))
K: B, =0,(a, =06,60)

které maji v bezrozmérném vyjadieni tvar
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4.3 Pridavné ucinky
Ptevod z bezrozmérnych veli¢in do veli¢in s rozmérem je pak dan vztahy

4, = Zu
prefR D
Bli = .2 : Bl,-
Wref
le pre/ B
w

ref

Pfidavna hmotnost
3 3
p re/ R I § p rele —_
5

2 ij
Wref
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1}
/ W

ref

Pridavné tlumeni
— R @ =
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Pfidavna tuhost
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5. MODELOVA ULOHA

Na zakladé vySe uvedené teorie byla matematicky modelovédna trajektorie stiedu
hiidele pod kluznym loziskem. Buzeni rotorové soustavy bylo simulovano odstfedivou
silou pro tfi rizné nevyvahy. Nejprve se vypocitaly ptidavné ucinky tekutiny, tzn.
pridavnd hmotnost, tuhost a tlumeni, které byly propocitany pro 5 radidlnich poloh a 12
uhlt po 30 stupnich nad geometrickou siti loZiska, pfi¢emz pro polohy mimo tyto
uzlové body byla pouzita interpolace.Dale byla spocitana staticky rovnovazna poloha.
Pro vypocet trajektorie stfedu hiidele byla pouZzita metoda Runge-Kutta, kde pro kazdy
Casovy krok v této metod¢ byla doiterovdna poloha stiedu hiidele pomoci metody
Newton-Rabsonovi. Trajektorie stiedu hiidele pro jednotlivé nevyvahy jsou zobrazeny
na obr. ¢.1

nev=0.0002 kgm nev=0.00002 kgm nev=0.000004 kgm
05 051 05 |
0.4r 0.4 04}
0.3r 03 03

vychylka ve ver. rovine [mm]
vychylka ve ver. rovine [mm]
vychylka ve ver. rovine [mm]

0.3+ 0.3+ 0.3
0.4+ 0.4 0.4+
0.5 0.5 0.5
%1 o o1 02 o1 o o1 02 o1 0 01 02
vychylka v hor. rovine [mm] vychylka v hor. rovine [mm] wvychylka v hor. rovine [mm]

Obr ¢.1 Trajektorie stfedu hiidele pod loZiskem pro jednotlivé nevyvahy
6. ZAVER

Celé feSeni analyzy kluzného lozZiska vychdzejici z Navier-Stokesovy rovnice,
rovnice kontinuity a okrajovych podminek bylo v minulosti feSeno v kiivocarych
soufadnicich. Analyza v kifivocarych soufadnicich méla tu vyhodu, Ze normalové a
te¢né vektory kiivoCarych soufadnic v jednotlivych bodech v loZiskové viili, mély
stejny smér a smysl jako tlakové a rychlostni funkce tekutiny v lozisku. Velkou
nevyhodou ovSem bylo to, ze hodnoty te¢nych a normalovych soutadnic tlakovych a
rychlostnich fci. v loZisku byly od sebe o n€¢kolik fadl. Nasledek vysokého gradientu se
projevil na matematické analyze a to zejména numerickou nestabilitou vypoct. Tento
problém se podafil ¢astecné odstranit analyzou provadénou v kolmych soufadnicich a
zejména analyzou provadénou v bezrozmérnych hodnotach. Vyhoda je, Ze hodnoty
vSech veli¢in, pouzitych pii vypoctu se pohybuji mezi 0 a 1 a vypocty provadéné
s témito hodnotami, se jevi pfi matematické analyze jako numericky silné stabilni.
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