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Doménové dekompozice na heterogennich
svazcich pocitacia
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Abstrakt: prispévek se zabjvd vyuzitim jednoho druhu paralelnich pocitaci—svazki pri
7eSentd rozsdhlych iloh mechaniky. Svazky pocitacu jsou obuykle heterogenni a to s se-
bou prindsi problémy. Soustavy algebraickijch rovnic se Tesi dudlni doménovou dekom-
pozici. Pozornost je zamérena na rovnomérné vytiZeni vsech procesoru nutné k dosaZeni
poZadovanych zrychleni. Na jednoduchiyjch piikladech dekompozice se studuji odchylky od
rovnomérného vytiZeni procesort a jsou wvedeny alternativni ndvrhy dekompozice vedouci k

lepsim vysledkum pro studovany piiklad.

Klicova slova: doménové dekomporzice, svazky pocitaci, heterogenni paralelni
pocitace, rovnomérné vytizeni.

1 Uvod

Metody doménové dekompozice se stavaji béznym, nékdy i jedinym moznym, nastro-
jem TeSeni rozsahlych soustav linearnich algebraickych rovnic ziskanych zejména z
metody konec¢nych prvkiu. Ackoliv je myslenka rozlozeni oblasti na mensi podoblasti
stara vice nez sto let, jeji praktické pouzivani je spjato nedilné s paralelnimi pocitaci.
Ty se béhem své pomérné kratké doby existence vyrazné méni. V pocatecnich
obdobich vyskytu paralelnich poc¢itaci se pod pojmem paralelni pocita¢ rozumeél tzv.
masivni stroj, tedy nékolik procesoru spojenych v ruznych konfiguracich. Postupem
casu se stale vice prosazuji tzv. clustery—svazky pocitacu. Jejich hlavni prednosti
je nesrovnatelné nizsi cena a tim velkd dostupnost pro Sirokou odbornou veiejnost.
Dalsi zna¢nou vyhodou je snadné sestrojeni svazku ze stavajicich pocitacu.

Na druhou stranu je tfeba zminit nevyhody svazki proti masivnim pocitac¢ium.
Prvni nevyhodou je pomalejsi komunikace mezi jednotlivymi procesory, protoze
je spojeni zajisténo obycCejnym nebo rychlym Ethernetem, ktery je pochopitelné
pomalejsi nez ruzné high a super-performace prepinace (switch). Mnohem vétsi
problémy ale zpusobuje heterogenita svazki, kterd je dana ruzné velkymi pamétmi
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a ruzné rychlymi procesory. Masivni paralelni poc¢itace jsou obvykle homogenni,
tedy vSechny procesory jsou stejné. Heterogenita svazku obvykle vyplyva z jejich
postupného sestavovani, novéjsi procesory jsou rychlejsi a maji vétsi paméti.

Heterogenita paralelniho pocitace je nevyhodné pro dosazeni rovnomérného vy-
tizeni (load-balancing). Na homogennich pocita¢ich sta¢i rozdélit oblast na stejné
podoblasti a rovnomérného vytizeni je dosazeno. V piipadé heterogenniho pocitace
se situace vyrazné komplikuje, protoze puvodni oblast je tfeba rozdélit na podoblasti
s ohledem na rychlost jednotlivych procesoru a jejich opera¢ni paméti. Jiz samotné
urceni rychlosti procesoru v paralelnim pocitaci je obtizné.

2 Dudlni doménova dekompozice (FETI)

2.1 Uvod

V soucasné dobé jsou k dispozici dvé zakladni varianty metody doménové dekom-
pozice. Prvni z nich, ozna¢ovand jako metoda Schurovych dopliki, pracuje stale
s primdrnimi nezndmymi a je popsdna napi. v [2, 5, 12, 6, 7, 8, 9]. Druhd vari-
anta, oznacovana jako FETI nebo dualni doménova dekompozice, byla formulovana
pozdéji, ale stala se populdrnéjsi diky svym dobrym vlastnostem [1, 2, 12, 13, 6, 7,
8, 9]. Kromé toho se velmi osvédéila i v ruznych specidlnich oblastech [10, 11, 3, 4].
Oznaceni dudlni se odviji od neznamych, které vystupuji ve vysledné soustavé rovnic.
Zkratka FETI pochdzi z anglického ndzvu Finite Element Tearing and Interconnect-
ing.

V kapitole zabyvajici se FETI budou indexy r a s povazovany za scitaci, tj. na
tyto indexy se vztahuje Einsteinova sumacni konvence. U ostatnich indexiu, pokud
budou sc¢itaci, bude uveden znak souctu .

2.2 Odvozeni rovnic

Necht' je déna oblast €2 s hranici I'. Necht oblast ) reprezentuje pruzné téleso
zatizené objemovymi silami X, a povrchovymi silami p,. Slozky nezndmé vektorové
funkce posunu jsou oznaceny u,. Energeticky funkciondl pro takové téleso ma tvar

1
M=~ / OrsErsdS) — / up X, A9 — / Uy ppdl, (1)
2 Ja Q r

V tomto vyjddieni jsou integrdly uvazovany pies celou feSenou oblast €2. Tu lze
ovSem rozdélit na m podoblasti vzajemné nespojenych. Na kazdé takové podoblasti
jsou definovany vSechny veli¢iny podobné jako na puvodni oblasti. Je ale tieba
zajistit spojitost na hranicich podoblasti, coz se projevi v energetickém funkciondlu
dalsim clenem. Problém rozdéleny na podoblasti lze popsat takto

M=Y5 [ onend® =Y [ wX,d2 =3 [ wpedls+ 3 [ [whdrs, (2)
=129 j=1"% i=1"1; =715

kde §2; je j-td podoblast, I'; je hranice j-té podoblasti. Pro sjednoceni oblastf (2;
plati = UJ~, §2;, pro prunik platij # & : ;N2 = (). Hranice j-té podoblastiT’; je



rozdélena na ¢ést I'; = I'N T, tedy na ¢ast lezici na hranici celé oblasti a na hranici
J-té podoblasti, I; = I'; — I'S je Cdst hranice j-té podoblasti vznikld rozdélenim
puvodni oblasti. Toto rozdéleni hranice I'; je nutné, protoze na I'; budou zavedeny
Lagrangeovy multiplikdtory a na I'; je zadéno zatizeni. Posledni ¢len ve funkciondlu
(2) zajistuje spojitost funkce posunuti pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru A,
([ur] je rozdil posunuti na hranicich podoblasti). Na hranicich podoblasti se ziskaji
obecné ruzné vektory posunu, protoze se podoblasti povazuji za nezavislé. Teprve
piitomnost Lagrangeovych multiplikatoru zajisti to, ze posuny na hranicich budou
kompatibilni.

Pro dalsi popis bude zavedeno toto oznaceni

e m - pocet podoblasti,

e n; - pocet stupnu volnosti j-té podoblasti,

rU)(n;, 1) - vektor nezndmych v j-té podoblasti,
e n - pocet vSech Lagrangeovych multiplikatori,

e \(n,1) - vektor vsech Lagrangeovych multiplikdtort,

t; - pocCet posunu j-té podoblasti jako tuhého télesa,

e [ - soucet vsech ¢, tj. [ =320, 1; .

Kompatibilita na hranicich podoblasti si zaslouzi pozornost, protoze je vychodis-
kem pro ziskani potiebnych rovnic. Na hranici mezi podoblastmi ¢ a j musi platit
rovnosti

W = Y,
U’((lel = uéjﬁ)»l ) (3)
ut(lz%)—Z = u;E)]4)-27

q a p vyjadiuji ¢isla neznamych na jednotlivych podoblastech, r je globalni ¢islovani.
Situace je zndzornéna na obrazku 1. Rovnice (3) se musi objevit ve funkcionalu
energie pomoci Lagrangeovych multiplikatoru ., A\;11, Aryo, atd. ve formeé

ot )\r(ugi) - uéj)) + /\Hl(ugll - u;ﬁzl) + )\Hg(ug% - ung) +.... (4)
Slozky ugi),u,(ﬁrl,uﬁg, ... ze ziskat z vektoru r® pomoci lokalizaéni matice E;,

kterd ma rozmér (n,n;). Matice E; se nikde nesestavuji a slouzi jen ke snadnéjsimu
zpisu. Kompatibilita posunu na hranicich je zajiSténa ¢lenem »77" )\TEjr(J).

Diskretizovana podoba funkciondlu energie (2) je tedy

m = 215 /Q j('r(J))TB]TDBjr(J)de—
J:
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Obr. 1: Situace na hranici podoblasti.

— Z/Q (r(j))Tfo(j)de — Z/Pe (r(j))TNJTp(j)dF§+
g=1""4 J=1"";

+ Z )\TEjT(j). (5)

i=1

V energetickém funkciondlu (5) je m + 1 nezndmych (m + 1 nezndmych vektoru;
jsou to rM) @ pm) A). Proto je pii hleddni extrému nutné derivovat funkciondl
podle téchto proménnych a tim se ziskaji soustavy rovnic, které je treba fesit zaroven.
Derivace funkcionélu (5) podle jednotlivych proménnych maji tvar

Pro j = 1,2,...m

o1l / T ,
= BYDBrYdQ; —
or() o I 1
_ / NTX0d0; — / NTpUdre +
Q; re
+ EIx=0, (6)
oI m .

S obvyklym oznac¢enim
K;= o BT DB;d<; (8)
pro matici tuhosti (v tomto piipadé matice tuhosti podoblasti) a
FO = /Q NTX0d0, +§‘; /F NTpdre 9)
2 j=17T;

pro vektor zatizeni ma vysledna soustava linearnich algebraickych rovnic tvar

Pro j=1,..m K;r¥ =0 _ETX (10)

S EirY =0. (11)
j=1



Reseni soustav rovnic (10) a (11) je tfeba vénovat pozornost. Je to proto, Ze
matice K; nejsou obecné regularni, nebot nékteré podoblasti mohou vykazovat
posuny jako tuha télesa. Neni tedy mozné obecné psat

r? =K' (f9 - E]X), (12)

J

Y E,K;'ETA=Y" E,-K;lf@, (13)
j=1

=1

protoze matice K;l obecné neexistuji. Proto se zavadi zobecnénd inverzni matice
K™ k matici K vztahem
KKK =K. (14)

Regitelnost soustavy (10) je zarucena, pokud plati podminka
(£9 — EJA) Lker K, (15)
kde ker K; oznazuje jadro matice, pro které plati
ker K; ={x € R" : K,z = O}. (16)

S vyuzitim zobecnéné inverzni matice a s pfihlédnutim k podmince (15) je mozné
psat feseni soustavy rovnic (10) ve tvaru

r) — K} (f(j) _ EJT)\) + RAY, (17)

kde matice R; obsahuje sloupce, které jsou tvofeny vektory posunuti podoblasti jako
tuhého télesa, nebo coz je totéz, R; je tvofena bazovymi vektory prostoru ker K.
Rozmér matice R; je (nj,t;). Vektor ) obsahuje koeficienty linedrni kombinace.

Spojenim vztahu (17) a (11) vychazi

Y E,K[EIx=Y) (EjK;L 9+ EjRﬂ(j)) : (18)

j=1 j=1

Podminku fesitelnosti (15) je nyni mozné vyjadiit pomoci matic R, takto

Pro j=1,...,m : R;‘F (f(j) — E;‘FA) = 0. (19)

Pro dalsi uvahy bude zavedeno toto oznaceni:

K =) E;K/E], (20)
Jj=1
H = (—ElRl, —EQRQ, ceey _EmRm) ; (21)
f=Y E,K/fY, (22)
j=1
qT = ((_R{f(l))Ta (_Rgf(Q))Ta M) (_R?nf(m))T) ’ (23)



Se symboly zavedenymi v rovnicich (20), (21), (22), (23) a (24) je mozné zapsat
soustavu rovnic (18) a (19) pfehledné v maticovém tvaru

[ 6)(3)-(7) &

Soustava rovnic (25) se fesi modifikovanou metodou sdruzenych gradientu, ze
které se ziskd vektor nezndmych Lagrangeovych multiplikdtori A. Pro vypocet
posuni na jednotlivych podoblastech je ale zapotiebi jesté vektor « obsahujici ko-
eficienty linedrnich kombinaci. Ten se vypoéte z prvni rovnice (25). Ta méa po
roznasobeni tvar

KA+ H~=f. (26)

Protoze matice H neni ¢tvercovd, neni mozné provadét piimo inverzi. Rovnice (26)
se piendsobi zleva matici H?. Tim se na levé strané objevi ¢tvercovd matice a lze
vypocitat vektor koeficientu linedrnich kombinaci podle vztahu

v=(H"H) H"(f - KX). (27)

Jsou-li vypocteny vektory A a -« je mozné pristoupit k vypoctu vyslednych po-
sunii. Ty se vypoctou ze vztahu (17). Vektor r() se sklada ze dvou éasti. Prvni
prispévek je

rd =K (f9-EfX), (28)

druhy pfispévek je tvofen posuny podoblasti jako tuhého télesa

rir = RyY. (29)
Pochopitelné, Ze pro podoblast, kterd nevykazuje diky podporam posuny jako tuhé
téleso, je vektor 7’1({{; nulovy. Vysledny vektor posunuti mé tedy tvar

r0) =) 4 0 (30)

ker

3 Numerické priklady

Numericky piiklad slouzi k demonstraci chovdni heterogenniho svazku. Svazek je
sestaven z osobnich pocitacu DELL, které jsou bud jednoprocesorové nebo dvoupro-
cesorové. Jednotlivé charakteristiky jsou uvedeny v tabulce 1. Spojeni mezi poc¢itaci
je zajisténo 100 MBitovym Ethernetem.

Kapitola 2 byla vénovana popisu metody FETI a je z ni patrné, ze metoda
obsahuje nasledujici zdkladni ikony: vypocet posunt podoblasti jako tuhych téles,
vypocet matice (HT H)~! a modifikovan4d metoda sdruzenych gradient.

S ohledem na snadné zpracovani dat a generovéni siti konec¢nych prvkia byla
uvazovana obdélnikova oblast, ktera byla délena na mensi obdélnikové podoblasti.
Pii pravidelném déleni jednoduché oblasti bylo mozné docilit zcela totoznych pod-
oblasti a tim zcela totoznych pozadavku na paméti pocitacu a totoznych poctu
aritmetickych operaci.



typ pocitace | procesor pameét

71,72 400 MHz | 512 MB
73,74,75 | 450 MHz | 512 MB
76 450 MHz | 1024 MB

77 1700 MHz | 1024 MB

78 1000 MHz | 2048 MB

79 2000 MHz | 256 MB
CML 600 MHz | 512 MB
SPI 1000 MHz | 512 MB

Tab. 1: Parametry pocitacu tvoticich svazek.

typ poc. | doba vyp. | doba vyp. doba vyp.
RBM (HTH)™! | mod. sdr. grad.
71 97 12 115
72 91 17 115
73 88 20 115
75 86 23 115
76 108 1 114
77 30 79 115
79 32 78 115
CML 93 16 115
SPI 7 32 115

Tab. 2: Doby jednotlivych fazi v metodé FETI pro totozné podoblasti.

V prvnim kroku byla puvodni oblast rozdélena na 10 totoZnych podoblasti.
Kazda podoblast obsahovala 140x140 konec¢nych prvkia. V tabulce 2 jsou uvedeny
doby potiebné k provedeni zakladnich iikont v metodé FETI. Ve shodé z o¢ekavanim
se doby potiebné k vypoctu posunti jako tuhych téles vyrazné lisi. Kriticky je pocitac
76, ktery dokoncil vypocet jako posledni a vSechny ostatni pocitace na néj cekaly.

V druhém kroku byla upravena dekompozice tak, aby se pokud mozno vyrov-
naly vypocetni ¢asy. V tabulce 3 jsou uvedeny doby feSeni tlohy obsahujici stejny
pocet konecnych prvku jako v predchazejicim kroku, ale s rozdilnou dekompozici na
podoblasti. Pocty prvku na podoblastech jsou patrné z posledniho sloupce tabulky.

Uvedeny piiklad méa pouze ilustracni charakter. Dekompozice byla upravena
rucné, coz je pro systematické vypocty nepiijatelné. V soucasnosti se pracuje na
automatizaci rovnomérného vytizeni procesoru. To se zajistuje pomoci dekompozice
oblasti na velké mnozstvi podoblasti (v soucasnosti je pocet podoblasti roven poctu
procesorii), které jsou potom rozesildny na procesory. Tento postup ale muze vést k
velkému mnozstvi neznamych v redukovaném problému, coz snizuje jeho ti¢innost.
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typ poc. | doba vyp. | doba vyp. doba vyp. sit

RBM | (HTH)™! | mod. sdr. grad. | prvka

Z1 66 22 106 140x95
72 64 24 106 140x95
73 60 28 106 140x95
75 86 2 106 140x140
76 72 16 106 140x95
77 54 33 106 140x240
79 50 38 106 140x240
CML 85 3 106 130x140
SPI 7 11 106 140x140

Tab. 3: Doby jednotlivych fazi v metodé FETI pro ruzné podoblasti.
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