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SIMULATION OF THE BLADDER CRASH

J. Ki'en®

Summary: The problem of the interaction between a liquid and flexible continuum
occurs very often in practice. In the male urinary tract the interaction between urine
and the bladder takes place. The simplified model of the considered interaction
problem is presented. During a crash the whole urine-bladder system is kinematically
excited by the motion of the bladder foundation (prostate). To solve this model
problem we use an uncoupled approach to the interaction problem solution. Both
partial problems of interaction — relative urine flow and bladder vibration with
respect to the system foundation — are formulated in an incremental form, the
numerical realisation is carried out by FEM. Results are the time and spatial
distribution of pressure and velocity in urine and the corresponding shape of the
bladder during the crash.
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1. UVOD

S problémem interakce kapaliny s poddajnym télesem se v praxi setkdvame velmi Casto.
V ptipadé¢ mocového ustroji muze se napt. jedna o interakci moce se sténou mocového méchyte,
a to jak ve statickém, tak i v dynamickém stavu moc¢ového traktu. Reseni tohoto silné vazaného
problému interakce kapaliny s poddajnym télesem reprezentuje velmi slozitou ulohu mechaniky
kontinua, pfi které se s Casem méni poloha spole¢né hranice interakce obou kontinui. Uvazovany
zjednoduseny model interakce moce s moCovym méchyfem je schematicky zndzornén na obr. 1.
Cely systém uvazované c¢astti mocCového traktu necht' je pii narazu (napf. automobilu)
kinematicky buzen undsivym pohybem fundamentu mocového méchyte (prostor 2 — prostata).

Pii feSeni této modelové Ulohy interakce piijmeme nésledujici predpoklady: mocovy
méchyi je pred ndrazem zdeformovén intravezikalnim tlakem (cca 20 cm H,0 =2000N),
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mo¢ spliiuje piedpoklady Newtonova modelu kapaliny (oblast €2,), jeji proudéni je
nestacionarni laminarni a izotermické, poddajna tkan stény mocového méchyte (oblast Q,) je
izotropni material se zndmym konstitutivnim vztahem, tkan stény vykazuje velké posuvy a je
podrobena velkym pfetvofenim. Vlastni uloha interakce moce s mocovym méchyfem je feSena

nesdruzenou metodou (relativné samostatné feSeni pohybu obou kontinui), relativni pohyb moce
a mocového méchyte je formulovan v pfirastkové formé.

| X
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Obr. 1. Fyzikalni model interakce

2. RELATIVNI POHYB MOCE V MECHYRI

Pocatecni a okrajova uloha hydromechaniky je popsana Navierovou-Stokesovou rovnici,
rovnici kontinuity a piisluSnymi okrajovymi a pocate¢nimi podminkami. Pfi feSeni relativniho
pohybu moce vi¢i méchyii (pohyb v prostoru 2) vyjdeme ze zadkladniho rozkladu obecného
pohybu télesa. Pro slozky rychlosti a zrychleni libovolné ¢astice kapaliny plati

v, =V

+v,,, resp. a,=a,,+a,. (D)

irel irel

Pti odvozeni Navierovy-Stokesovy rovnice relativniho proudéni Newtonovy kapaliny vyjdeme
z 1. impulsové véty pro soustavu hmotnych bodi, kterd musi platit i v rdmci newtonovské
mechaniky kontinua. Plati tedy (materidlova derivace, AQ c Q )

D

— dV =F,, 2

o j pv,dV =F, 2
kde p je mérnd hmotnost kapaliny a F, jsou slozky vektoru vyslednice vnéjSich sil ptisobicich

na pfisluSny objem kapaliny V' (objemové a povrchové sily). Za predpokladu, Ze element
hmotnosti dm = pdV nezavisi na Case, miiZzeme levou strany rovnice (2) vyjadfit ve tvaru



D Dv.
— | pvdV = | p—dV = |padV, 3)
o ==

kde a; je slozka vektoru vysledného (absolutniho) zrychleni elementu dm kapaliny. Vné&jsi sily

kontinua miizeme déle vyjadrit ve tvaru (objemové a povrchové sily)
F = jpde+ [z,n,ds. (4)
0AQ
Zde f; jsou sloZky mérn¢ objemové sily, 7, Cauchylv tenzor napjatosti a n, jsou slozky

vektoru vné&j$i normaly k hranici dAQ (lipschitzovska hranice). Budeme-li dale na druhy ¢len
rovnice (4) aplikovat Gaussovu-Ostrogradského vétu, mizeme pohybovou rovnici (2) vyjadrit ve
tvaru

j padV = j of dV + j %dV. (5)
AQ AQ AQ xj

Tato rovnice plati pro libovolnou oblast AQ. Zavedeme-li ddle do ni absolutni zrychleni a,,
dostaneme zakladni tvar pohybové rovnice kapaliny. Plati

(6)

paire[ +paiu -
j
Zrychleni a,, unaSivého pohybu pfedpokladame, ze je dano. Pro zrychleni relativniho pohybu

a,,, v Eulerovo popisu kontinua potom plati

_ Dy av dv
irel — Jjrel - . (7)
Dt ot ox;

irel __ irel

Vzhledem k tomu, Ze jiz ddle nemlze dojit k omylu, ozna01me pro jednodussi zapis relativni

rychlost v, , kapaliny (pohyb kapaliny vi¢i prostoru 2, a,, = x , viz obr. 1) jako v, a pohybova

%+ av__;
Ao e, )T

Kontinuum musi dale spliovat zakon zachovani hmotnosti (rovnici kontinuity) a ten plati jak
v zakladnim prostoru, tak i v prostoru 2. Obecné tedy plati (v, = v, ;)

irel

rovnice (6) prejde na tvar

(8)

J

ap
+_ = 9
o o (pv;) = )
Zohlednime-li dale v rovnicich (8) a (9) predpoklady Newtonova modelu kapaliny (napft. [5]) a
omezime-li se na nestlacitelnou a izotropni kapalinu ( p = konst., u = konst.- dynamicka



viskozita), bude relativni pohyb moce v prostoru 2 popsan nasledujicim systémem rovnic a
podminek. Plati
Navierova-Stokesova rovnice

p%+mj%:—g—i+ﬂ%(%]—ﬁ[+pﬁ; te (0,7),xe Q,. (10)
Rovnice kontinuity
%:O; te (0,7),xe Q,. (11)
ox,
Okrajové podminky
v,(x,0)=¢q,(x,1); te (0,7),xe 0Q,,,
v, (x,0)=0; te (0,7),xe dQ,, (12)

.0, (x,t)=6,(x,1); te (0,7),xe dQ,,.

/M)

Pocatecni podminky
v, (x,0) =V (x); 1=0,xeQ,,
Dot (X,0) = py (x,8) = Py, = konst.; 1<0,T),xeQ,. (13)

Za predpokladu, ze zname slozky vektoru rychlosti c;[ stény mocového méchyte, tak neznamé
v takto formulované uloze jsou {vl. (x,1), p(x,1)} s tim, e pro vysledny tlak v mo¢i pii narazu
plati p = Po + P

Pouzijeme-li dale pro odvozeni slabého feSeni relativniho proudéni moce Galerkinovu
metodu, dostaneme integralni identity tohoto proudéni ve tvaru [1] (pfi odvozeni predpokladame

I 4 4
v; jako znamé)

v, v, 0V, v, ddv,
Pispdx+ [ pvt Zisvax— [ p %+ [ 2% gy =
ijaz . ijvfaxj o Qj,pax,, I
f f f f (14)
= [ pfvd— [ piov,dx— [ 6,6v,dx; N s =0
Q, Q, Q, Q, ox,

které fesime na Casoprostorovém valei D =Q, x[0,T], xeQ,, Q, =Q, UdQ,,
0Q, =0Q,, VdQ,, VIQ,, za soutasné¢ho splnéni okrajovych podminek na 0dQ, (sténa

mocového méchyie).

Po provedeni prostorové diskretizace problému pomoci metody konecnych prvki davaji
rovnice (14) ¢tyfi maticové vztahy, které pfi oznaceni v, =u,v, =v,v, =w maji tvar (nelinearni
rovnice [5])

Au+B,(u,v,,w)iu+Du+Cp=E,,

AVv+B @u,v,,w)v+Du+C,p=E,,



Aw+B (', vi,w)w+Dw+C,p=E,, (15)
Ku+K,v+K,w=0.

Vyjadiime-li dale casovou zménu slozek vektoru rychlosti kapaliny pomoci dopiedného
diferen¢niho schématu, tj. plati

) un+l _un ) Vn+1 _Vn ) Wn+1 _Wn
U=—— -, V=" W=—"-—"", (16)
At At

muzeme systém rovnic (15) zapsat v blokovém maticovém tvaru

n+l n+l n+l n

A 0 0 B|"Tu E, F,

0 A 0 C| |v E, F,
= At + : (17)

0 0 A D| |w E, F,

K, K, K, 0| |p 0 0

resp. zapiSeme tuto soustavu nelinearnich algebraickych rovnic v jednoduchém komprimovaném
tvaru (n - ¢asova hladina, At - ¢asovy krok feSeni pfi aplikaci numerické metody, x - nezndmé
feSené ulohy)

K(Vl+1)x(n+1) :f(n) (18)

Zde podotknéme, ze vnéjsi zatizeni kontinua na casové hladiné n+/ zname (sloupcové matice
E’*") a rovnéz tak zndme hodnoty slozek vektoru rychlosti a tlaku na n—té &asové hlading, t;.
zname vektory u”,v",w" p” - urcuji sloupcové matice F,".

Pro numerické fteSeni soustavy rovnic (18) budeme nyni aplikovat itera¢ni postup
Newtonovy-Raphsonovy metody, ktery je pfi prechodu na (n+17)-ni ¢asovou hladinu fizen
vztahy

X(nJrI),(rJrI) — X(n+l),(r) _J—l

(n+0),(r)s(n)y(r)
(n+1),(r)R > (19)

kde pro rezidualni vektor v pribéhu itera¢niho procesu plati

R 0D _ K D)5 (D) _ g (0(0) (20)
Zde r je iteraéni krok na aktudlni ¢asové hlading a zapis " vyjadfuje skute¢nost, ze rychlosti
a tlak kapaliny, které se v tomto vektoru vyskytuji, jsou ,,konstanty* napoctené na predchozi
casové hladin€é a v pribchu iterace na aktudlni casové hladiné se neméni. Tim mame
v piiristkové formé€ definovano a fteSeno relativni proudéni moce v mocovém meéchyii pii
uvazované modelové uloze interakce.

3. DYNAMICKE RESENI MOCOVEHO MECHYRE

Pii feSeni dynamiky mocového méchyte vyjdeme z feSeni nelinearni tlohy elastostatiky
kontinua v pfiristkové formé a omezime se na totdlni Lagrangeovu formulaci (dale TL
formulace, napt. [3], [5])



Uvazujme tedy obecné pohyb pruzného obecného télesa v nehybném kartézském
soufadnicovém systému. Necht’ téleso vykazuje velké zobecnéné posuvy, je podrobeno velkym
pfetvofenim a ma nelinearni materidlové vlastnosti. V ¢ase ¢t =0 se téleso nachdzi v pocatecni
nezdeformované konfiguraci °C (jsou zadany okrajové a pocateéni podminky tohoto kontinua),
za Cas t se zdeformuje a piejde do okamzité, zdeformované konfigurace '‘C. V piipadé
nelinearniho kontinua je nutno uvedeny proces feSit v diskrétnich casovych okamzZicich
At2A4,... tt+ At,....,T, kde At je Casovy krok metody. Cilem feSeni je urcit rovnovazné
polohy pruzného kontinua v téchto ¢asovych okamzicich a pii feSeni se predpoklada, ze zmény
konfigurace a silového zatizeni kontinua mezi ¢asovymi okamziky ¢ a At jsou malé.

Pro vytvofeni strategie feSeni budeme piedpokladat, ze zndme rovnovazné polohy
kontinua v diskrétnich Casovych okamzicich na intervalu (0,7), tj. zndme vSechny veliiny

kontinua pii pfechodu z konfigurace C do konfigurace ‘C. Potom typickym krokem dalsiho

feseni je prechod z konfigurace ‘C na dalsi konfiguraci ““C kontinua. P¥i fedeni sledujeme
pohyb vsech ¢astic kontinua, tj. uvazujeme Lagrangeovu (materialovou) formulaci nelinearniho
problému elastostatiky kontinua.

Pro ur¢eni rovnovazné polohy kontinua v ¢ase ¢+ At vyjdeme z principu virtudlnich praci

[31, [3]
J‘ t+AtTij 5t+Ate; t+Al‘dV :51‘+AtW , (21)

t+AzV

kde ““7, je Cauchyiv tenzor napjatosti, ““e; je linearni ¢ast Almansiova tenzoru pretvoreni.

Leva ¢ast této rovnice vyjadiuje virtudlni praci vnitinich sil kontinua. Virtudlni prace vnéjSich sil
je potom definovana vztahem

5t+AtW — J' t+AtfiV &/li A 4 jt+AtﬁP &/th HmdA, (22)

t+ArV 1+A1A

kde u, jsou slozky vektoru posunuti materidlového bodu kontinua a prvni, resp. druhy ¢len pravé
strany této rovnice vyjadiuje virtualni praci objemovych sil (véetné dynamickych sil), resp. sil
plosnych.

Vzhledem k tomu, Ze princip virtualnich praci (21) vSak nelze piimo pouzit (nezname
dopiedu stav kontinua v konfiguraci ““C, napjatost, pietvofeni, objem, povrch) voli TL
formulace za zakladni (referencni) konfiguraci po¢ateéni konfiguraci °C kontinua a opira se o
platnost vztahu [3], [5]

I:)S?f 50[8!] dOV = ItTmzz 5ter:n dtV’ (23)
OV t Vv
0S; je 2. Piolav-Kirchhoffiiv tenzor napjatosti (dale Kirchhoffiiv tenzor) a &, je Greentv tenzor

pretvoreni. Pfi pouziti tohoto vztahu miizeme zékladni princip virtudlnich praci TL formulace
(21) vyjadrit ve tvaru (princip plati v kterékoliv fazi pohybu kontinua, tedy i na konci ptirtstku
zatizeni)

[as, 67, d'V = 5w = 5('W + aw). (24)

Oy



Chceme-li najit pfiblizné feSeni této rovnice, musime ji vhodné linearizovat, tj. musime ji
formulovat ve vhodném pfirGstkovém (inkrementalnim) tvaru. Pro veli¢iny kontinua v ¢ase ¢ a
v Case ¢+ At kontinua miZeme psat:

e na pocatku piirtstku zatizeni u,, ,&;, oS

; (uréuji konfiguraci 'C),

t+At

e na konci piiristku zatizeni u, + du,, "“7e;, 7S, (uréuji konfiguraci ““C).

Protoze viak Kirchhoffiiv tenzor napjatosti S, a Greenlv tenzor pietvofeni e,
v konfiguraci “““C nezname, pouZijeme pro jejich vyjadieni piirtistkovou dekompozici ve tvaru

[3]
nag =18, v AS, e, = e, +Ale, 8, = 8lale,) (25)

ij b
a prirtistek Greenova tenzoru pietvoreni vyjadiime ve tvaru (linedrni a nelinearni ¢ast [3], [5])
t t t
Ale, =(age,) +(age,), - (26)

Budeme-li dale piirtistek A,S, Kirchhoffova tenzoru napjatosti aproximovat vztahem (£, je

materialovy tenzor piisluiny konfiguraci ‘C a vztaZeny na konfiguraci °C)

AtS = tE//kl (A gkl) (27)
a zanedbame-li u virtudlni zmény ptirdstku Greenova tenzoru pietvoieni jeho nelinearni ¢ast, tj.
plati

Slate,)=olaze,) (28)

ma zékladni rovnice (pohybova rovnice, resp. podminka rovnovahy kontinua) ptirastkové TL
formulace pro fesSeni nelinearnich uloh mechaniky kontinua tvar

jé‘Ae

ijilp O

E, (die,), d V+j 'S, 8lage,)  dV —(aw)=

(29)
=S5W - ij Slace,) v .

Zde podotknéme, ze prava strana této rovnice vyjadiuje nerovnovahu vnéjSich a vnitinich sil
kontinua v konfiguraci ‘C, ktera je dusledkem pfijatych linearizaci v pribé&hu feSeni uvazované
nelinearni ulohy. Tuto nerovnovdhu v ramci daného pfirtstku zatizeni odstranime itera¢nim
postupem. Z matematického pohledu tato rovnice pfedstavuje nelinearni rovnici pro vypocet
piirastku Au, slozek vektoru posunuti kontinua v konfiguraci ‘C .

Vhodny iteracni proces pro zpiesnéni feSeni rovnovazné polohy kontinua pfti aplikaci TL
formulace miizeme potom vyjadiit ve tvaru [3], [5]

j5A eW) (E,. (aie?), d °V+_[ 'S, Sage) dv =

ijrs



=5 - [ s g slaged)ay, (30)
%

kde k je krok iteracni metody a slozky vektoru posunuti kontinua se méni podle pfedpisu

t+Atui(k) — t+Atui(k—l) + Aul(k); t+Atui(0) — tui , (31)
resp. iteracni proces pro vypocet nelinedrnich wloh mechaniky kontinua pifi pfechodu

z konfigurace ‘C do konfigurace ““C je fizen vztahy (modifikovana Newtonova-Raphsonova
metoda, po provedeni prostorové diskretizace problému)

[k, + K,(q)+ K,] 44" = Q- “4R"™; (32)
K, Aq® = 4 — wapd-n (33)
t+Atq(k):t+Atq(k—l) + Aq(k) : t+Atq(0):tq : t+A0tR(o):tR _ (34)

Zde K, je matice tangencidlni (te€nové) tuhosti, kterd sestdvd z linedrni matice tuhosti K,
matice pocatecni deformace K,(gq) a matice pocatecni napjatosti K _. Q@ je vektor zobecnénych

vnéjsich sil kontinua, R je vektor zobecnénych vnitinich sil kontinua a q je vektor zobecnénych

posuvil uzli kone¢nych prvkl kontinua. Tim je kompletné vyfeSena nelinedrni tloha elastostatiky
kontinua. Nutnym ptfedpokladem tohoto fesSeni je vSak znalost konstitutivniho vztahu (27).

Pro vlastni teSeni dynamiky relativniho pohybu mocového méchyie (v prostoru 2)
potifebujeme do vztahii (30), resp. (32) zavést odpovidajici dynamické ucinky. Tyto ucinky
zavedeme do vektoru objemovych sil vnéjsiho zatizeni kontinua a pro jejich vyjadieni pouzijeme
zékladni rozklad obecného pohybu télesa a D’Alembertiv princip. Slozky vektoru mérné

. ror V . Al . o v v s ro1me
objemové sily f;" v konfiguraci "' C kontinua mizeme tudiZ vyjadfit ve tvaru

Z+AtﬁV:t+A7ilzl+t+Alf;Z , (35)

kde pro relativni a unaSivou slozku této sily plati ( p, = konst., mérnad hmotnost tkan¢ stény
mocového mechyie)

At oV At o, At oV _ At
" tﬁrel:_phﬁ— tq[’ " tf;' __Iobt+ t'xi' (36)

Zohlednime-li tyto dva vztahy v podmince rovnovahy kontinua (30), piejde rovnice (32), resp.
(33), na tvar

Mt+Atq(k) + KtAq(k):t+At Q_t+A(;R(k—I) —MHAti ) (37)

Pro dalii feSeni potfebujeme ve vhodném tvaru vyjadfit vektor zrychleni ™ ¢ posuvu uzli

kone¢nych prvki jako funkci Af, polohy ‘q, rychlosti ‘q a zrychleni ‘q v konfiguraci ‘C
kontinua. Budeme-li skute¢né zrychleni posuvu uzld uvniti ¢asového kroku Af aproximovat
linedrni funkci, miizeme posunuti a rychlosti uzli v ¢ase 7+ A¢ vyjadrit ve tvaru



2
t+Atq:tq+tq‘At+(Aé) ( tq t+At")’ (38)

(4AE o1 At Los | 1AL s
Aq=q+7( i+ ). (39)
Pro hledany vektor zrychleni “**§“’ potom ze vztahii (34) a (38) vyplyva
6 6
t+At -2 (k—1) — t+At (k=1) ¢ +A ky|__ Y ts _21‘ . . 40
q —(At)z[ q q+Aq ]Atq q (40)

Dosazenim tohoto vztahu do fidici rovnice iteracniho procesu (38) dostaneme vysledny tvar
pohybové rovnice pruzného kontinua (stény mocového méchyie) v priristkové formé
v konfiguraci “**C kontinua. Plati

’IZAq“” — H—AIQ_ rhrpy (k=) M{(Af)z [z+Atq(k—1) _ tq]_Ait tq_z tq+t+At'§}’ (41)
kde ‘K=K, + (;)2 (42)
!

Vztah (41) ptedstavuje stejny typ rovnice jako nelinearni vztah (32). Tudiz i rovnici (41) feSime
numericky pomoci modifikované Newtonovy-Raphsonovy metody. Tim je kompletné vyfeSena
dynamika relativniho pohybu mocového méchyte vici jeho fundamentu (pohyb v prostoru 2 —
obr. 1).

4. RESENI PROBLEMU INTERAKCE

Vlastni problém interakce moce se sténou mocového meéchyfe feSime v souladu
s nesdruZzenou metodou. Méchyt nejdiive zdeformujeme staticky intravezikalnim tlakem p,,

(tvar méchyte pred narazem). Potom feSime relativni pohyb moce pii narazu v tomto “tuhém”
méchyfi, a tim ziskdme rozloZeni tlaku ( p,, + p) v méchyfi. Timto tlakem zatiZime méchyt a
deformaci jeho stény feSime dynamicky piirastkovou TL formulaci. Tim se zméni oblast pro
proudéni moce a predchozi vypocet proudéni moce musi byt opraven. Tento itera¢ni proces
opakujeme az do splnéni predepsané podminky piesnosti feSeni. Stejny postup potom opakujeme
na vhodné zvolenych casovych hladinach a uvnitt kazdé této hladiny aplikujeme vySe uvedeny
iteraCni postup. Numerické vysledky pro rovinny problém interakce moce s méchyfem na
vybrané ¢asové hladin€ jsou demonstrovany na obr. 2 a na obr. 3.
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Obr. 2. Tvar moCového méchyte pii narazu
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Obr. 3. Charakter proudéni moce pii narazu

ZAVER

Uvedena metoda feSeni umoziuje ziskat na kazdé Casové hladiné rozlozeni tlaku a
rychlosti v mo¢i a odpovidajici tvar mo¢ového méchyie pii uvazovaném dynamickém d&ji. Vyse
uvedeny iteratni proces vhodné aplikujeme na vybranych casovych hladinach feSené¢ho
modelového problému interakce.

Piispévek je soucasti feseni grantu GA CR &. 106/00/1733 ,,Modelovani tkani a organt
panevni oblasti se zamé&fenim na moc¢ové ustroji‘.
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