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ANALOGIE LOMOVEHO CHOVANI TRHLIN
A OSTRYCH VRUBU
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Abstrakt:

V prispevku jsou prezentovany vysledky linearni elastické lomové mechaniky V-vrubii. Jsou
formulovany obecné podminky stability V-vrubii a diskutovana jejich pouzitelnost. V tomto
pristupu je trhlina povazovana za specielni pripad V-vrubu s nulovym uhlem otevieni. Na
zakladé ziskanych vysledkii je provedeno srovnani lomového chovani V-vrubi a trhlin.
Odvozené postupy a ziskané vysledky maji obecnou platnost a lze je pouZit pri studiu
lomového chovani obecnych singuldrnich koncentrdtorii napéti.
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1. Uvod

Klasickd lomova mechanika je soustfedéna na popis chovani téles s trhlinami. V rdmci
linearni elastické lomové mechaniky (LELM), na kterou se v dal$im omezime, lze jako
zakladni oznacit vysledek, podle néhoz ma rozlozeni napéti v okoli vrcholu trhliny

singularni charakter se singularitou typu 1/r (r je vzdalenost od vrcholu trhliny). Tato
skute¢nost byla demonstrovana v pracich Williamse [1], [2], Inglise [3], Westergaarda
[4], Sneddona [5] a dalSich. Williams odvodil pomoci Airyho funkce napéti feSeni pro
rozlozeni napéti v okoli vrcholu obecného V-vrubu v rovinné desce a ukdazal, Ze
exponent singularity p zavisi na Ghlu otevieni V-vrubu. Z tohoto hlediska lze V-vrub
definovat jako obecny singularni koncentrator napé€ti s exponentem singularity 0 < p <
1/2. Trhlina je pak specielnim pfipadem s exponentem singularity p = Y.

V dal$im se omezime pouze na rovinny piipad V-vrubu za podminek kombinovaného
normalového a smykového namahéani. Poznamenejme, Ze nékteré aspekty a vysledky
prostorového feSeni jsou uvedeny napf. v [6].

problematiky soustfedéno na vliv tvaru vrcholu trhliny (charakterizovaného polomérem
zaobleni vrcholu p ), viz napt.[7], je v tomto piispévku studovan vliv velikosti thlu
otevieni V-vrubu.

V ptispevku je provedeno srovnani lomového chovani trhlin a V-vrubl z hlediska
linearni lomové mechaniky. Oba typy defektd jsou chapany jako singularni
koncentratory napéti s exponentem singularity napéti lezicim v intervalu (0, %2). V ramci
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predpokladii klasické teorie pruznosti je nejprve odvozeno rozdé€leni napéti v okoli
kofene vrubu. Trhlina je popséna jako specielni piipad tohoto feSeni, tj. V-vrub
s nulovym thlem otevieni. V dal§im jsou formulovany zakladni pfedpoklady linearni
lomové mechaniky V-vrubil, zejména pak kriteria stability, kterd umoznuji rozhodnout,
za jakych podminek se bude z vrubu S§ifit trhlina. Presentované formulace kriterii
stability jsou obecné a lze je snadno aplikovat i1 na jiné singularni koncentratory napéti.
Jednotny popis V-vrubt a trhlin umoznuje srovnani jejich lomov€é mechanickych
vlastnosti a to zejména s ohledem na velikost otevieni vrubu.

2. Zakladni vztahy

V této kapitole jsou uvedeny zakladni vztahy umoznujici vypocet napéti v okoli kofene
vrubu v homogennim a isotropnim télese pfi normalovém a smykovém namahani. Je
naznaceno feSeni pomoci Airyho funkce napéti, napi.[1], [2] a jsou uvedeny pouze
napét'ové singularni ¢leny. Oznaceni a pouzity soufadny systém je uveden na obr.1.
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Obr.1: V-vrub s thlem otevieni 2a a pfislusny polarni soufadny systém
Redeni Airyho funkce napéti vychazi z podminky (1)
AAD =0 (1)

a pro kombinaci normalového a smykového médu namahéni je predpokladano ve tvaru

(2)a(3).

H
O, (r,0)=—=r""f,(p)

®,(r.0) = % £4(9). 3)

kde pi(a) a pn(o) jsou exponenty singularity napéti pro normalovy a smykovy mod
namahdani. Jejich zavislost na thlu otevieni vrubu je uvedena na obr.2.



60 o [deg] 80

Obr. 2: Exponent singularity napéti V-vrubu v zavislosti na thlu otevieni o pro
zatézovaci mod [ a 11

2.1 Rozdéleni napéti v okoli vrcholu V-vrubu
Slozky napéti (jejich singularni ¢leny) lze pro zatézovaci mod I zapsat v nésledujicim
tvaru

o, = J;;p, (2~ ps - 22 Jeos(ps0) -4, (=35, + . Jeos((2- p, o)

Ty = Jg;p, (2=3p, + .2 Jeos(pro)+ 4, (=30, + . Jeos((2- p, o)

H ) .
le ) \/E;P, 1 (1- P )s1n(p,(p)+ q; (2 =3p;+ pl2 )sm((Z ~ P )90))’
a o, = _2([2‘:—[1005( p,0)p; —1)  pro rovinnou deformaci. 4)
wrt!
Analogicky, pro mod 11
H ) .
o, = \/ZZPH (_ (2 —Pu—pru’ )Sm<l711€0) T4 (2 ~3py+py )sm((Z ~Pu )(/)))’
H . .
Tpp = N 2=3py + pu? Jsin(py0) = a2~ 3y + py Jsin(2- py o)
o 1= Hy (1= py )cos(p,0)+q (2—3p +p 2)005((2—17 )(0))
v 2P i 1 1 1 1 i 1 ’
a o "= 2ﬁﬂsin( 2,9 py —1)  pro rovinnou deformaci. )
\/;VPH

Veli¢iny H;, Hy jsou zobecnéné (vrubové) faktory intenzity napéti a qp , qu jsou
parametry zavisejici na thlu otevieni V-vrubu.



2.2 Srovnani pole napéti v okoli vrcholu V-vrubu a trhliny

V této casti jsou formaln€ srovnany vyrazy pro rozdéleni napéti v okoli V-vrubu
s thlem otevieni 2o a klasickou trhlinou. Pfitom se omezime na napétové singularni
Cleny a tedy vychazime z rovnic (4) a (5). Vztahy pro rozdé€leni napéti v okoli vrcholu
trhliny zde explicitné neuvadime, l1ze je snadno ziskat dosazenim hodnot (ziskanych pro
nulovy thel otevieni vrubu, tj. pro 200 = 0) pr=pn = 2 a qt = 1/3, qu = 1,0. Z tohoto
formalniho srovnani plynou nésledujici zavéry.

e Oba dva typy koncentratori jsou charakterizované singularnim rozdéleni napéti
v okoli svych vrcholt, tj. v obou ptipadech plati linol 0; = 0. V obou piipadech je
r—>

v jednoparametrové reprezentaci pro popis napéti v okoli koncentratoru postacujici
hodnota (zobecnéného, vrubového) faktoru intenzity napéti Hy (resp. Hy), ktery je
umérny hodnoté koeficientu u singularniho ¢lenu.

e Vobou piipadech normalového i1 smykového namahani ptedstavuje trhlina
klesa pro oba typy namahani velikost exponentu singularity k nule. Pro normalové
namahani je p; = 0 pro uhel otevieni 2o = &, pro smykovy maéd pak pro 2o = 0,61,
viz Obr.2. Déle je pro V-vrub p; > py, coz ukazuje, ze smykovy mod namahani je
z hlediska lomové mechaniky méné nebezpecny nez normalové namahani.

e Vpfipad¢ trhliny je rozmér faktoru intenzity napéti MPa m'? pro oba mody
namahani. V pfipad¢ V-vrubu zavisi rozméry zobecnéného (vrubového) faktoru
intenzity napéti na thlu otevieni. Pro oba mdédy namdhani jsou rozméry typu
MPa.m" resp. MPa.m"". Tato skuteCnost znepiijemnuje piipadné¢ znemoziuje
piimé aplikace kriterii stability linedrni elastické lomové mechaniky na V-vruby.

e Analogicky jako pro napéti lze provést analyzu posunuti. Uved’'me pouze, ze na
rozdil od trhliny, kde jsou posunuti imérnd odmocniné vzdalenosti od vrcholu, t;.

vr v 1- 1-
u; ~ +/r, bude v ptipad¢ V-vrubu u, ~» " resp. u, ~r 7.

3. Formulace Kkriterii stability

Zékladnim kriteriem LELM umoziujici rozhodnout, zda se za danych podminek bude
¢i nebude trhlina §ifit je K¢ kriterium, které ma pro normalovy mod namahani tvar

Ki(Gappl, @) < Kic (6)
kde Ki(Ogpp1, @) je hodnota faktoru intenzity napéti odpovidajici aplikovanému napéti
Oappl, Pro trhlinu charakterizovanou veli¢inou a (obvykle délkou). Kic je lomova
houzevnatost daného materidlu. Ekvivalentné Ize toto kriterium formulovat pomoci
hnaci sily trhliny G v analogickém tvaru, pfipadné lze pouzit pro formulaci kriteria
stability jiné lomové mechanické veliCiny (napf. otevieni trhliny, hustotu deformacni
energie). V ramci LELM trhlin dévaji vSechna tato kriteria v podstat¢ stejné vysledky.

V pfipadé¢ V-vrubu rozumime pod pojmem kriteria stability podminky, které nadm
dovoluji stanovit, zda se zdaného vrubu bude ¢i nebude S$ifit trhlina. Pfitom
predpokladame, ze mechanizmus porusovani je v obou piipadech (tj. trhlina-trhlina a
vrub-trhlina) stejny. Tento pifedpoklad je piijatelny: v obou piipadech se jednd o
singularni koncentratory napéti a o Sifeni trhlin rozhoduji spiSe nez lokdlni hodnoty
napéti urené v jediném bod¢ stiedni hodnoty napéti stanovené pied celem
koncentratoru v ur¢itém délkovém intervalu.



Jednim ze zakladnich vztahi LELM je pak relace mezi hodnotou faktoru intenzity
nap¢ti K a velikosti hnaci sily G, napt. [8]. Lze ukdzat, Ze pro trhlinu iniciujici se
z vrcholu trhliny je hodnota hnaci sily G = 0. Tento vysledek plati obecné pro libovolny
singularni koncentrator napéti s exponentem singularity p vintervale 0 < p < Y.
Poznamenejme, ze pro koncentratory napéti pro které je %2 < p < 1 (napf. bimateridlovy
V-vrub) bude G — oo

Pfimé zobecnéni kriterii LELM trhlin na V-vruby tedy neni mozné. Jednak rozméry
zobecnénych faktord intenzity napéti zavisi na uhlu otevieni a jsou odlisné od rozméru
lomové houZevnatosti Kj¢ a jednak nelze zobecnit pojem hnaci sily trhliny na V-vruby.
Postup, ktery je pouzit pro formulaci kriteria stability v tomto piipad¢ [11] vychazi ze
srovnani lomové-mechanickych veli¢in L, které maji jasny fyzikdlni vyznam (napf.
velikost plastické zony, otevieni trhliny, hustota deformacni energie, stfedni hodnota
napéti apod.) a jsou jednoznacné urcené hodnotou faktoru intenzity napéti K (v piipade
trhliny) na jedné strané a velikosti zobecnéného faktoru intenzity napéti H (v piipadé V-
vrubu) na strané¢ druhé (pro jednoduchost vynechdvame indexy oznacujici moédd
namahani). Kriticka hodnota této veli¢iny, Lc, v ptfipad¢ trhliny odpovida piipadu K =
K¢ Vzhledem k ptedpokladu o stejném mechanizmu poruSeni mizeme ocekavat, Ze
kritické hodnoty veli¢iny L¢ budou stejné v obou ptipadech (trhlina, V-vrub), tj.

Lc(... Ke, 1, 9, E, v, ) = Lc(... Hc, 1, 9, E, v, OC,...) (7)

a tato podminka nam umozni definovat kritickou hodnotu zobecnéného faktoru
intenzity napéti Hc , kterou mlzeme nazyvat zobecnénou (vrubovou) lomovou
houZevnatosti.

Kriterium stability V-vrubu (8) ma pak tvar analogicky podmince (6)
H(Gupp1, @) < He (Kc) (8)

a umoznuje stanovit kritickou hodnotu aplikované¢ho napéti pro dany ptipad a danou
velikost thlu otevieni V-vrubu. Podstatnym rysem tohoto postupu je, Ze zobecnéna
(vrubovd) lomova houZevnatost Hc je pro dané podminky urcena velikosti lomové
houzevnatosti uréené pro trhlinu. Aplikace téchto kriterii tedy nevyzaduje nova méteni
kritickych veli¢in a umoziuje vyuzit rozsahlych jiz existujicich vysledki. Na druhé
strané tato kriteria obsahuji dal$i volitelny parametr, jehoz hodnotu je nutno stanovit na
zaklad¢ podrobnéjsi analyzy mechanizmu poruSeni. Tato nevyhoda je na druhou stranu
kompenzovdna moznosti zahrnout do kriteria parametry popisujici mikrostrukturu
materidlu pfipadné jiné veli¢iny odpovidajici mechanismu poruseni.

Volba veli¢iny L zavisi na typu poruseni. Napt. v [10] je jako L pouzita stfedni hodnota
napéti pfed vrcholem koncentratoru. Tento postup je vhodny v pifipadé Stépného
poruseni a umoznuje zahrnout do kriteria napt. velikost zrna materialu. V ptipadé, ze se
zajimame o iniciaci Unavové trhliny ve vrcholu trhliny (v rdmci vysokocyklové tinavy)
je vhodné jako veli¢inu L pouzit n¢ktery parametr charakterizujici plastickou zénu a tak
uvazit pii vypoctu plastické vlastnosti materialu [11]. V pfipadé kombinovaného
namahani je vhodné pouzit jako veli¢inu L hustotu deformac¢ni energie zavedenou
Sihem [12] pro popis chovani trhliny. Tento postup pak umoziuje urcit i smér Sifeni
iniciované trhliny z vrcholu V-vrubu [9].

Poznamenejme, ze pro piipad nulového otevieni vrubu piejdou tato kriteria v bézna
kriteria stability LELM trhlin. Tato kriteria vytvafeji tedy se vztahy pro rozloZeni napéti
v okoli vrcholu V-vrubu (4) a (5) jednotny lomové mechanicky popis V-vrubt a trhlin
v ramci lineédrni elastické lomové mechaniky.



Vsechna takto formulovand kriteria vyzaduji znalost hodnot zobecnéného faktoru
intenzity napéti H; a Hpy . Hodnoty faktorh intenzity napéti K; a Ky jsou vétSinou
znamé a postupy vedouci kjejich vypocltim jsou dostatecné vypracovany [13],
v pfipadé€ veli¢cin H; a Hp miZe byt tento vypocet problematicky. V praci [14] je
pouzita pro vypocet pfima metoda ve spojeni s metodou konecnych prvka.

4. Zavér

V ptispévku byla formulovana linedrni elastickd lomova mechanika V-vrubi.
Specielnim ptipadem tohoto pfistupu jsou trhliny, které jsou definovany jako V-vruby
s nulovym uhlem otevieni.

Ze skutecnosti, ze pro nenulovy uhel otevieni V-vrubu se méni hodnota exponentu
singularity napéti plyne, Ze ani pro vruby s velmi malym uhlem otevieni teoreticky
nelze pouzit postupt klasické linearni lomové mechaniky trhlin. Na druhé strané vsak,
z praktického hlediska a s uvdzenim rozptylu v experimentalné stanovenych hodnotach
lomové houzevnatosti, pro uhly otevieni vrubu mensi nez zhruba 45° je hodnota
exponentu singularity pro normalovy mod namahani prakticky rovna % (viz obr.2) a lze
tedy s urcitou mirou nepiesnosti takové V-vruby popisovat a chéapat jako klasické
trhliny. Tento piedpoklad neplati pro smykové naméhani (viz obr.2), kde je pokles
exponentu singularity zfejmy jiz pro V-vruby s malym uthlem otevieni. Navic i
v pripadé smykového namahani existuji vruby s uhlem otevieni vétsim nez 110° (obr.2),
které nemaji singularni charakter.

Fyzikalné je rozdil mezi lomovym chovanim V-vrubu a trhliny je zptsoben skute¢nosti,
ze v pripadé V-vrubu, ze kterého se zacne Sifit trhlina se jednd o dva geometricky
neidentické koncentratory (vrub-trhlina), zatimco v pfipadé kriteria popisujici Sifeni
trhliny se jedna o koncentratory identické (trhlina-trhlina). Matematickym dtsledkem
tohoto faktu je skute¢nost, Ze hnaci sila trhliny G = 0 pro ptfipad, kdy je exponent
singularity p vintervale 0<p<1/2 (a G —eo vpiipadé¢ 12<p<1).

Uvedené postupy a zadveéry maji obecny charakter a jejich platnost neni omezena na V-
vruby. Za predpokladu, ze se jednd o stejny mechanizmus porusovani lze uvedené
vysledky aplikovat na libovolné singularni koncentratory napéti, tj. pro koncentratory,
jejichz exponent singularity je v rozsahu 0 <p <1.

Podékovani: ptispévek byl vypracovan s finanéni podporou grantu GA CR 106/01/0381
a S 2041001.
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Comparison of fracture behaviour of notches and cracks

The theoretical background of linear elastic fracture mechanics of V-notches is
presented. A crack is considered as a special case of the V-notch with zero open angle.
Conditions for stability of a general singular stress concentrator are formulated. Based
on results obtained a fracture behaviour of notches and cracks is compared.



