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Abstract: Relations between crack opening displacement (CTOD) and other
fracture mechanics parameters are of a great importance in fracture mechanics.
The basic aim of this paper is to describe an influence of T-stress on the plas-
tic eta factors, plastic rotation factor and proporcional factor, i.e. the factors
correlating J-integral and CTOD. Specimens with different values of T-stress
(compact tension,three point bend and single edge cracked tension) are analysed
by finite element method, the factors are calculated as functions of correspond-
ing crack length and results obtained are discussed from the point of view of
two-parameter fracture mechanics.
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Úvod

Otevřeńı trhliny (COD - crack opening displacement) je jednou z často použ́ıva-
ných veličin pro hodnoceńı predikce chováńı tělesa s trhlinou zejména v rámci
elasticko-plastické lomové mechaniky. Na jej́ım základě lze pak odvodit lomově-
mechanickou veličinu otevřeńı v kořeni trhliny (CTOD - crack tip opening displace-
ment) a za předpokladu, že kritická hodnota této veličiny, CTODC, je materiálová
konstanta má pak odpov́ıdaj́ıćı lomové kriterium tvar CTOD < CTODC . Na rozd́ıl
od jiných lomově-mechanických veličin použ́ıvaných pro formulace kriteríı stability
trhliny (faktor intenzity napět́ı K, J-integrál) má veličina COD, př́ıpadně CTOD
(bez ohledu na použitou definici), jasný a názorný fyzikálńı význam a jednotky.
Významnou skutečnost́ı je možnost př́ımého a jednoduchého měřeńı otevřeńı trhliny
(např. na povrchu tělesa). Rovněž z výpočtového hlediska je stanoveńı otevřeńı
trhliny poměrně jednoduchou záležitost́ı. Tyto skutečnosti vedly ke snaze o nalezeńı

1Ing. Pavel HUTAŘ,
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relaćı mezi otevřeńım trhliny a jinými lomově-mechanickými veličinami, zejména
pak mezi CTOD a J integrálem.

V př́ıspěvku jsou tyto vztahy diskutovány z hlediska lineárńı elastické dvoupara-
metrové lomové mechaniky a v jej́ım rámci jsou nalezeny relace mezi př́ımo měřitelný-
mi veličinami jako je otevřeńı trhliny na povrchu vzorku (CMOD-crack mouth open-
ing displacement) nebo posuv pod zat́ıžeńım (LLD-load line displacement) a hod-
notou J-integrálu a CTOD. Zvláštńı pozornost je věnována relaci mezi otevřeńım v
kořeni trhliny a J-integrálem vyjádřená pomoćı proporčńıho faktoru m. Dále jsou
stanoveny velikosti koeficient̊u plasticity ηC−L, ηC−C , ηδ, ηpl, ηJ−C a rotačńıho fak-
toru rp jako funkce T-napět́ı. Určeńı těchto součinitel̊u je poměrně naročné a jejich
aplikace může být sporná, protože nabývaj́ı r̊uzných hodnot pro r̊uzné zkušebńı
vzorky. Je ukázáno, že tyto veličiny nejsou konstantńı ani pro jednotlivé vzorky, ale
jsou závislé na délce trhliny popř. koeficientu zpevněńı daného materiálu.

Výpočty jsou provedeny pomoćı metody konečných prvk̊u a jsou určeny velikosti
koeficient̊u plasticity, rotačńıho a proporčńıho faktoru pro tř́ıbodový ohyb, na vzorku
s bočńı trhlinou a CT vzorku pro r̊uzné délky trhliny. Je diskutována závislost těchto
součinitel̊u na velikosti T napět́ı.

Teoretický základ

Pokud vycháźıme z teorie lineárńı pružnosti, lze odvodit analytický vztah popisuj́ıćı
profil trhliny. Z Williamsova rozvoje [7] plyne následuj́ıćı vztah, který pro zatěžuj́ıćı
mod I určuje velikost posuv̊u:
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kde κ je pro rovinnou deformaci κ = 3−4ν. Z rovnice (2) je zřejmé že profil trhliny je
nezávislý na T-napět́ı a neměl by být ovlivněn geometríı tělesa. Na druhé straně T-
napět́ı ovlivňuje velikost plastické zóny a ta může zprostředkovaně ovlivnit velikost
otevřeńı trhliny.

Nejpouž́ıvaněǰśı charakteristikou profilu trhliny je CTOD ”crack tip opening dis-
placement”, která charakterizuje otevřeńı v kořeni trhliny. Existuj́ı r̊uzné př́ıstupy k
tomu jak otevřeńı v kořeni trhliny definovat jak je vidět na obrázku (1). CTOD(1) je
otevřeńı trhliny definované na hranici plastické zóny, CTOD(2) je otevřeńı definované
př́ımkou vycházej́ıćı z kořene trhliny pod úhlem 45◦ a CTOD(3) je definováno jako ex-
trapolace lineárńı části profilu trhliny do jej́ıho kořene. S výhodou lze použ́ıt všechny
definice otevřeńı v kořeni trhliny, ale je třeba ve všech př́ıpadech použ́ıvat stejnou,
protože porovnáńı hodnot otevřeńı určených pomoćı r̊uzných definic je obt́ıžné. Dále
v textu je všude použita definice otevřeńı na hranici plastické zóny CTOD(1) a
bude označována pouze CTOD. Tato hodnota je nav́ıc svázána z velikost́ı plastické
zóny a má proto určitý fyzikálńı význam. Určovat otevřeńı pomoćı druhé definice
(CTOD(2)) je pro daný výpočtový model nevhodné, protože nelze naj́ıt pr̊useč́ık mezi



Obr. 1: Charakteristiky profilu trhliny

profilem trhliny a přimkami pod 45◦. CTOD(3) je omezeno jen na určité geometrie
např. vzorek s centrálńı trhlinou lineárńı část profilu trhliny nemá.

CMOD ”crack mouth opening displacement” je otevřeńı na povrchu tělesa to
se využ́ıvá zejména v experimentálńı praxi, protože je snadno měřitelné. Z této
hodnoty se určuje přepočtem velikost CTOD nebo J integrálu. Mezi otevřeńım na
povrchu a CTOD a J existuj́ı přepočtové vztahy, které jsou uvedeny v [5],[6],[3],[4].
Pro otevřeńı v kořeni trhliny vypadaj́ı tyto vztahy takto:
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Pro J integrál takto:
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kde je:

K faktor intenzity napět́ı ν Poissonovo č́ıslo
m proporčńı faktor E Yang̊uv modul
σ0 mez kluzu B tloušt’ka
a délka trhliny b velikost ligamentu
B tloušt’ka Apl/LLD plocha pod křivkou zat́ıžeńı a LLDpl

rpl rotačńı faktor CMODpl plastická část CMOD
Apl/CMOD plocha pod křivkou zat́ıžeńı a CMODpl

ηC−L eta faktor vycházej́ıćı ze vztahu CTODpl −Apl/LLD

ηL−L eta faktor vycházej́ıćı ze vztahu CTODpl −Apl/CMOD

ηδ eta faktor vycházej́ıćı ze vztahu CTODpl − CMODpl

LLDpl plastická část posuvu pod zat́ıžeńım
ηJ−C eta faktor vycházej́ıćı ze vztahu Jpl −Apl/CMOD

ηpl eta faktor vycházej́ıćı ze vztahu Jpl −Apl/LLD



Mezi J-integrálem a CTOD se obvykle už́ıvá relace:

CTOD =
J

mσ0

(9)

Výpočtový model

Numerické výpočty byly provedeny pomoćı systému konečných prvk̊u Ansys. Mod-
elovány byly vzorky typu CT-vzorku, vzorku pro tř́ıbodový ohyb a vzorku s bočńı
trhlinou. Jejich základńı rozměry je vidět na obrázku (2). Všechny vzorky maj́ı

Obr. 2: Analyzované vzorky

poměr a/W = 0, 3 − 0, 7 kde a je délka trhliny a W je š́ı̌rka vzorku. Protože jsou
všechny vzorky symetrické je modelována pouze jejich polovina. Předpokládáme
podmı́nku rovinné deformace. Śıt’ konečných prvk̊u je tvořena izoparametrickými
čtyřúhelńıky, které se zhušt’uj́ı směrem ke kořeni trhliny. Pro porovnáńı byly výpočty
provedeny také metodou modifikované okrajové vrstvy MBLM, která má tvar p̊ulkruhu
a je zat́ıžena posuvy danými vztahy:
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kde KI je faktor intenzity napět́ı, T-napět́ı charakterizuje constraint, κ = 3− 4ν
pro podmı́nku rovinné deformace a µ je modul pružnosti ve smyku. Pro elasto-
plastickou analýzu byly zvoleny materiálové chrakteristiky oceli 12 060, jej́ıž cyk-
lickou křivku σ − ε můžeme vidět v grafu (3). Tento materiál je charakterizován
cyklickou meźı kluzu σ0 = 202 MPa a koeficientem zpevněńı n = 0.12. Výše uve-
dená křivka je źıskána pomoćı Rambergova-Osgoodova vztahu:
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kde σo,εo je napět́ı a přetvořeńı na mezi kluzu a α je bezrozměrná materiálová
konstanta.
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Obr. 3: Materiálová křivka pro ocel 12 060

Výsledky

Na základě elastoplastických výpočt̊u, které jsou koncipovány tak, aby zat́ıžeńı ve
všech př́ıpadech odpov́ıdalo stejné hodnotě elastického faktoru intenzity napět́ı KI =
25Nm1/2, bylo určeno rozděleńı napět́ı u výše uvedených vzork̊u. Z něj pak byly
stanoveny uvažované veličiny. Tyto hodnoty se pak zpětně dosadily do přepočtových
vztah̊u uvedených v druhé kapitole, a sledovala se závislost jednotlivých součinitel̊u
na velikosti T napět́ı produkovaným r̊uznou geometríı vzork̊u a délkou trhliny.

Na obrázku(4) je vidět závislost proporčńıho součinitele m na T-napět́ı.
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Obr. 4: Závislost proporčńıho součinitele na T-napět́ı

m je definováno vztahem (9) jako poměr mezi hodnotou J integrálu a CTOD.
Obě tyto veličiny se vztahuj́ı k oblasti v okoĺı kořene trhliny, kterou lze v rámci
dvouparametrové lomové mechaniky popsat pomoćı prvńıch dvou člen̊u Williamsova



rozvoje. Hodnota m také vystupuje v elastické části vztah̊u (3),(4),(5). Jak je vidět
na obrázku závislost mezi m a T lze kvalifikovat jako lineárńı a nahradit př́ımkou
určenou pomoćı rovnice uvedené v grafu. Z grafu rovněž plyne že nejpřesněji se
př́ımce bĺıž́ı body stanovené pomoćı metody modifikované okrajové vrstvy. To zp̊u-
sobeno t́ım, že model odpov́ıdá nekonečnému tělesu a jsou tedy vyloučeny jiné vlivy
než vliv T napět́ı. Naopak nejv́ıce se odchyluj́ı hodnoty m pro velké poměry a/W
pro tělesa pro tř́ıbodový ohyb a pro vzorek s bočńı trhlinou, protože plastická zóna
v kořeni trhliny je ovlivněna plastickou zónou vznikaj́ıćı na povrchu vzorku pod
zat́ıžeńım. V experimentálńı praxi se takové poměry a/W běžně nepouž́ıvaj́ı. Lze
tedy ř́ıci, že tato lineárńı závislost by měla platit obecně pro jakékoli těleso s trhlinou.
V tomto př́ıpadě to je demonstrováno na třech vzorćıch z r̊uznou geometríı, tj. r̊uznou
velikost́ı T.
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Obr. 5: Závislost koeficient̊u plasticity ηC−C a ηJ−C na T napět́ı

Koeficient ηC−C je definován jako poměr mezi plastickou část́ı otevřeńı v kořeni
trhliny a plastickou část́ı plochy pod křivkou danou závislost́ı zat́ıžeńı - otevřeńı
na povrchu CMOD. Z levého grafu obr.(5) je patrno, že u vzorku pro tř́ıbodový
ohyb s rostoućı velikost́ı T napět́ı klesá velikost ηC−C . Pro vzorek s bočńı trhlinou
lze považovat velikost ηC−C za konstantńı a tedy invariantńı k délce trhliny resp. T
napět́ı. Obě křivky jsou od sebe hodně lǐśı a je zřejmé, že na tento koeficient p̊usob́ı
mnoho daľśıch vliv̊u a to významěji než velikost T-napět́ı. Je to zp̊usobeno t́ım, že ve
vztahu (4) vystupuje CMOD což je veličina, která je př́ılǐs daleko od kořene trhliny
a nelze ji tedy popsat pouze prvńımi dvěma členy Williamsova rozvoje. Proto je
třeba nadále určovat velikost tohoto koeficientu plasticity pro každý př́ıpad zvlášt’.

Koeficient ηJ−C je definován podle vztahu (7) jako poměr mezi plastickou část́ı
J integrálu a plastickou část́ı plochy pod křivkou danou závislost́ı zat́ıžeńı - otevřeńı
na povrchu CMOD. Opět je vidět pokles ηJ−C s vlivem T-napět́ı pro vzorek pro
tř́ıbodový ohyb. Slabý pokles vykazuje i hodnota ηJ−C pro vzorek s bočńı trhlinou.
Stejně jako u ηC−C i u ηJ−C se křivky závislosti na T-napět́ı značně lǐśı. Ukazuje
se tedy že vliv T-napět́ı nehraje v rozd́ılnosti hodnot těchto koeficient̊u pro r̊uznou
geometrii vzork̊u významěǰśı roli.

Daľśı sledovanou hodnotou byla velikost koeficientu ηC−L, který je definován
podle vztahu (3) jako poměr mezi plastickou část́ı otevřeńı v kořeni trhliny a plas-
tickou část́ı plochy pod křivkou danou závislost́ı zat́ıžeńı - posuv pod zat́ıžeńım LLD.
Závislost na T-napět́ı je vidět na levém grafu obr.(6). U vzorku pro tř́ıbodový ohyb
je tato závislost silně rostoućı, což může být zp̊usobeno plastickou zónou v oblasti
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Obr. 6: Závislost koeficient̊u plasticity ηC−L a ηpl na T napět́ı

p̊usobeńı vněǰśıho zat́ıžeńı, zřejmě by pro určeńı posunut́ı bylo vhodněǰśı jiné mı́sto
v elastické oblasti. Např. v [3] se doporučuje vzdálenost 0, 6 x velikost ligamentu
od čela trhliny. Nicméně závislosti tohoto koeficientu pro 3TB a SECT vzorky si
neodpov́ıdaj́ı. Zaj́ımavé je, že pro vzorek s bočńı trhlinou je ηC−L konstantńı pro
r̊uzné délky trhliny.

Na pravém grafu obr.(6) je vidět stejná závislost pro ηpl. Je v podstatě shodná
se závislost́ı pro ηC−L, pouze se lǐśı velikost́ı hodnot součinitel̊u. ηpl je definováno
vztahem (8) jako poměr mezi velikost́ı plastické části J itegrálu a plastickou část́ı
plochy pod křivkou danou závislost́ı zat́ıžeńı - posuv pod zat́ıžeńım. Př́ıčiny takového
chováńı jsou stejné jako u závislosti pro ηC−L.
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Obr. 7: Závislost ηδ a rp na T napět́ı

Posledńı sledovanou charakteristikou je velikost rotačńıho faktoru rp. Ten se urč́ı
z velikosti plastického koeficientu ηδ za použit́ı geometrických charakteristik vzorku
podle vztahu (6). Samotná velikost ηδ je dána poměrem plastické části otevřeńı v
kořeni trhliny a plastickou část́ı CMOD. Na pravém grafu obr.(7) je vidět, že jak
pro vzorek s bočńı trhlinou tak pro vzorek 3TB s rostoućı hodnotou T-napět́ı roste
také hodnota rotačńıho faktoru. Křivky obou závislost́ı se ale natolik lǐśı, že ani v
tomto př́ıpadě neńı vliv T- napět́ı rozhoduj́ıćı.



Na všech grafech jsou uvedeny aproximace pomoćı polynomů, které lze použ́ıt
pro predikci koeficient̊u plasticity popř. rotačńıho faktoru pro daný materiál. Tyto
závislosti nelze zobecnit. Jak uvád́ı např.[3] většina koeficient̊u záviśı také na ve-
likosti materiálových charakteristik.

Závěr

Pro materiál ocel 12060 byla provedena elasto-plastická analýza napět́ı a defor-
mace pomoćı metody konečných prvk̊u na modelech vzork̊u použ́ıvaných v exper-
imentálńı praxi. Byly to CT-vzorek, vzorek pro tř́ıbodový obyb a vzorek s bočńı
trhlinou. Zat́ıžeńı bylo voleno tak, aby odpov́ıdalo ve všech př́ıpadech stejné ve-
likosti elastického faktoru intenzity napět́ı KI = 25 MPa m1/2. Pomoćı této analýzy
v rámci lineárně elastické lomové mechaniky byly stanoveny velikosti koeficient̊u
v přepočtových vztaźıch mezi charakteristikami trhlin měřenými v experimentálńı
praxi a lomovými charakteristikami jako je otevřeńı v kořeni trhliny a J inegrál.

Výsledky ukázaly, že pro koeficienty plasticity koreluj́ıćı plastickou část J integrálu
nebo otevřeńı v kořeni trhliny s plastickou část́ı plochy pod křivkou danou závislost́ı
zat́ıžeńı - posuv pod zat́ıžeńım LLD nebo otevřeńı trhliny na povrchu CMOD, ne-
plat́ı žádná obecná závislost na T-napět́ı. To je zp̊usobeno experimentálně měřenými
charakteristikami CMOD, LLD, které jsou př́ılǐs daleko od kořene trhliny a nelze na
ně aplikovat popis pomoćı prvńıch dvou člen̊u Williamsova rozvoje. Je však vidět,
že zat́ımco u vzorku pro tř́ıbodový ohyb je závislost všech koeficient̊u plasticity na
velikosti trhliny resp. na T-napět́ı poměrně velká, u vzorku s bočńı trhlinou jsou
tyto koeficienty kromě (ηδ) konstantńı v celém rozsahu sledovaných poměr̊u a/W .
Pro všechny př́ıpady je v grafech uvedena regresńı závislost koeficientu na T, kterou
ovšem nelze zobecňovat. Jak ukazuje např. práce [3] je tato závislost proměnná s
materiálovými charakteristikami. Závěrem lze ř́ıci, že velikosti koeficient̊u plasticity
je třeba určit pro jednotlivé geometrie odděleně.

Jedinná veličina jej́ıž proměnnost lze vysvětlit vlivem T napět́ı je proporčńı fak-
tor m, který je dán poměrem J itegrálu a CTOD. Jeho velikost je závislá pouze na
T-napět́ı, jak bylo mimo jiné ověřeno výpočty pomoćı metody modifikované okrajové
vrstvy. Odchylky některých bod̊u od regresńı př́ımky jsou zp̊usobeny ovlivněńım pla-
stické zóny v kořeni trhliny plastickou zónou vznikaj́ıćı na povrchu tělesa v d̊usledku
vněǰśıho zatěžováńı. K těmto efekt̊um však docházi pro velké poměry a/W > 0, 7,
které se v praxi nepouž́ıvaj́ı. Ćılem daľśıho výzkumu by mělo být zjǐstěńı, zda je tato
závislost invariantńı vzhledem k materiálovým charaktetistikám a r̊uzným hladinám
zatěžováńı a jestli lze tuto závislost generalizovat.
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