. Narodni konference s mezinar odni Ucasti

INZENYRSKA MECHANIKA 2002
13. —16. 5. 2002, Svratka, Ceskarepublika

POROVNANI VYBRANYCH SCHEMAT PRO
NUMERICKOU SIMULACI PROUDENI NEVAZKE
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Abstrakt : 'V této prdci je provedeno porovndni vybranigch vypoctovyjch schémat piesnosti
pruniho a druhého Tddu pro teSeni proudéni nevazké stlacitelné tekutiny. Diraz je kladen
na porovndni vypoctovijch schémat druhého Fadu pri volbé umélé vazkosti Jamesonova typu.
Cilem wvolby vhodné umélé vazkosti je, aby bez ztrdty piesnosti daného schématu zdrover
doslo ke zlepSeni vlastnosti celého iteracniho procesu a ziskaného teseni. Jednd se zejména
o odstranéni neZdadoucich oscilaci v konecném FeSent a zlepSeni konvergence vijpoctu.

Porovndni schémat je provedeno na GAMM kandle. Uloha je definovina v kartézském
souradném systému a TeSent bylo hleddno metodou konecngch objemi. Systém vijchozich par-
cidlnich diferencidlnich rovnic byl preveden do konzervativniho tvaru.

Klicova slova : GAMM kanal, vypoc¢tova schémata prvniho a druhého fadu, Ja-
mesonovo tlumeni, metoda konecnych objemii, konvergence

Uvod

V préci je feSena analyza transonického proudéni stlacitelné nevazké tekutiny v
rovinném GAMM kanale. Cilem této prace je otestovat na znamém modelovém pii-
padeé jeden ze zptisobti numerického feseni proudéni tekutiny. Déle chceme porovnat
ziskané vysledky od riznych vypoctovych schémat s vysledky uvadénych v litera-
tufe a poté nésledné vybrat nejvhodnéjsi schéma pro feseni problémi v riznych
technickych aplikacich.

Matematicky model

Geometricky model rovinného GAMM kanalu je uveden na obr. 1. Vyska vyduté
je rovna 10% vysky kanélu.

Pti feSeni uvazujeme, 7e tekutina vyplhujici oblast je stlac¢iteln4d a nevazka a
splituje rovnici stavovou, rovnici kontinuity, Eulerovo rovnice a energetickou rovnici

p=prT, (1)
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Obr. 1: Geometricky model GAMM kanélu ve 2D
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kde i,l,m =1, 2.

Prvotnim cilem analyzy je nalézt v kartézskych souradnicich ve 2D rozlozeni
rychlosti v(x;, t) = [u(x;, t), w(w;, t)], rozlozeni tlaku p = p(x;, t), hustoty p = p(z;, t)
a termodynamické teploty T = T'(x;,t) v oblasti Q pfi zvolenych pocatec¢nich a
okrajovych podminkach. Poloha obecného bodu oblasti 2 je urcena kartézskymi
soufadnicemi x;, ¢+ = =z, 2. Dalsl veli¢inou, kterou muzeme vypocitat, je rozlozeni
Machova ¢isla v kandle M = |v|/a, kde a = v/ krT je rychlost zvuku. Tato veli¢ina
bude stfedem nasi pozornosti, protoze v okoli vyduté v kandle vznik4 razova vina
a ta je rozhodujici pro nase potifeby porovnéni vysledku uvazovanych vypoctovych
schémat s vysledky uvedenymi v literatufe.

Pocate¢ni podminky

Pocatec¢ni podminky v oblasti {2 volime tyto

p(zi,t =0) = po(zi) = po
T(ait=0) = To(w:)=Tp |
w(ont=0) = ulw)=uo [ (5)

w(z;,t=0) = wy=0

Okrajové podminky

Definujme hranice 0€;,, 0Q0ut a 0Quan tak, jak je ukédzano na obr. 1.
Okrajové podminky stanovujeme pro kazdou dil¢i hranici samostatné.



Na vstupu do kanélu zadaviame thel ndbéhu proudu oy a hodnoty stagnac¢nich
veli¢in, hustoty p;, a tlaku p;,

ps(xi7t) = pfn
P(@int) = D 3 a;€ 0, te(0,T,). (6)

alz,t) =

Protoze v uvazovanych rovnicich figuruji statické veli¢iny p a p a ne stagnacni p°
a p®, je nutné na vstupu do kanélu vzdy prepocitat hodnoty stagnac¢nich veli¢in na
statické podle vztahu

1 K
k—1 1-r k—1 T—-x
p=p° <1+TM2> , p=p° <1+TM2> : (7)
Na vystupu zadavame pouze vystupni tlak pey,
p(xit) = Dowr - i € s, t € (0,T5,). (8)

Abychom pocitali testovaci piiklad transonického proudéni v GAMM kanéle
shodny s ptikladem v literatufe, je nutné volit vystupni tlak p,,; tak, aby odpo-
vidal vstupnimu stagna¢nimu tlaku p;, pii hodnoté Machova ¢isla M,,; = 0.675,
tj.

k—1 T
Pout = pzsn <1 + 9 Min) : (9)

Na horni a dolni sténé kanalu je zvolena okrajova podminka reprezentujici sténu

uw(z,t) = 0
U)(l'i, t) =0 T € aQwalla te (OaTn) (10)

Ze zadéani plyne, 7ze vstup a vystup z kanalu je subsonicky, transonické proudéni
nastava uprostied kanalu v okoli vyduteé.

Je také ziejmé, ze pfi stanovovani okrajovych podminek jsme respektovali mate-
matickou teorii hyperbolickych rovnic, ze které plyne, Ze na hranici reprezentujici
subsonicky vstup 0€2;, je nutné zvolit tii okrajové podminky a na hranici reprezen-
tujici subsonicky vystup 0€,,; jednu okrajovou podminku.

Pfevod do konzervativniho tvaru

Vychozi soustavu rovnic (1), (2), (3) a (4) pFevedeme do konzervativniho systému
rovnic ve 2D, pficemz zavedeme vztah pro celkovou energii e = p e+%p(u2+w2), kde €
je mérna vnit¥ni energie, a konstitutivn{ vztah pro tlak p = (k—1) [e — $p(u?® + w?)],
kde k je Poissonova konstanta.

Konzervativni systém rovnic muzeme vyjadfit nelinearni vektorovou parcidlni
diferencialni rovnici. Neuvazujeme-li objemové sily, pak vektorova rovnice ve 2D
tvori konzervativni systém Eulerovych rovnic

W + [F(W)], + [H(W)], =0, (11)



kde vektor W predstavuje vektor neznamych a indexy t, x, z znac¢i derivace podle
¢asu, resp. podle prostorovych proménnych. Pro jednotlivé vektory plati

p pu pw
2
W = e , F = pustp , H= pwg (12)
pw PUW pw* +p
e (e +p)u (e +p)w

V fteSené oblasti predpokladame transonické proudéni, takze soustava (11) je
hyperbolického typu. Soustava (11) spolu s pocate¢nimi a okrajovymi podminkami
tvori matematicky model feseného problému. ResSeni vektorové rovnice provedeme
metodami konzervativni diskretizace pouzitim metody konec¢nych objemu.

Diskretizace systému rovnic ve 2D

Pro feseni uvedeného problému bylo pouzito nékolik vypocetnich schémat apliko-
vanych na metodu konec¢nych objemii, kde vypocetnimi elementy jsou ¢tyrtuhelniky.
Prvnim ze schémat je schéma Lax-Friedrichsovo, které je ptresnosti prvniho fadu
a mé pro metodu kone¢nych objemu tvar

At o
(Wiie + Wil + Wi + Wi ) — — Z (Fn Az —HE Azp,)

Hik el

n+l __

e

(13)

Richtmyerovo schéma je dvoukrokové schéma piesnosti druhého fadu, jehoz prv-
nim krokem je schéma Lax-Friedrichsovo - vztah (13) a druhy krok ma tvar
At o

Wit — W — 2@ > (FR Az, — HE Azy) (14)

m=1

Ve vztazich (13) a (14) pro numerické toky plati vztahy
F, = %(sz +Firr), F, = %(sz + Fiky1)
F3 = %(sz +Fi 1), F, = %(sz +Fip_1).

Dale plati, ze u;; predstavuje obsah elementu o indexech ik a Az, je velikost pru-
métu hranice m elementu ¢k do sméru z, viz. obr. 2. Analogické vztahy plati pro
H,, a Ax,,.

Dalsim schématem presnosti druhého fadu je schéma Lax-Wendroffovo

(15)

At <
Wi = Wi — o > (Fp Az, — HAzy,) (16)

m=1

kde pro numerické toky F plati

(17)
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Obr. 2: Ptiklad obecného elementu €,

a kde pro Az, plati stejné vztahy jako pro Richtmyerovo schéma, viz. obr. 2, a kde
A je Jacobiho matice, pro kterou plati

A= aFai,f,V ) (18)
a kterou muzeme vyjadrit ve tvaru
0 1 0 0
A —u? 4 )2 u (3 — k) w(l—k) (k—1)
—uw w u 0 ’
u (k= 1) [v]? — urg —(”2;1)(2u2+|v|2)—|—/£§ ww(l—kK)  Ku
(19)

kde jsme zavedli oznaceni |v|*> = u? + w?. Podobné jako (17) zavedeme numerickeé
toky H a odvodime Jacobiho matici C.

MacCormackovo dvoukrokové schéma typu prediktor-korektor je druhého rfadu
a ma tvar

1 4
W, 7 = Wp, — AL S (Fr Az, — HL Az, |

Hik

m=1
(20)
n n n+3 “ n+3 n+3
Wit = Wi+ Wi =2t 52 (B0 Az — HE Axmﬂ .
V prediktorovém kroku, prvnim vztahu (20), je
Fi=Fiuw , Fo=Fyp , Fz3=F;=Fy. (21)

Podobné vztahy plati pro H,, . V korektorovém kroku, druhém vztahu (20), je
Fi=F,=Fy , Fs3=F, 1 , Fi=Fy (22)

a podobné pro H,, . Pro Ax,, a Az, plati stejné vztahy jako pro predchézejici
schémata, viz. obr. 2.



Umeéla vazkost Jamesonova typu
Pti aplikaci schémat druhého fadu byla pouzita uméla vazkost Jamesonova typu
[1], tj. po provedeni iterace pFislusného schématu byl k vyslednému vektoru Wy
(jedna se o Wy v rovnicich (14), (16) a (20) ) pfic¢ten ¢len dW7, ktery ma tento
tvar
dWj, = &' (Wzn+1k - Wznk) — € (Wznk - Wznflk) +

+ e (Why —Wh) —es (Wi — Wi _))—

: (23)
— & (WP —4WZ + 6W), —dW! |, + W ) —
— € (WznkJrZ — AW +6W, —4AWE | + Wznk72) )
kde €5t €5, €T b= € a €8 byly zvoleny ve tvaru
: ok — 2Divik + Di : % — 2Dk + Die
e§+ — e Pivok Pitik T Dik , 612, — e Pik Pi—1k T Di—2k (2 4)
Pitak + 2Diy1k + Pik Dik + 2pi—1k + Pi2k
k2 — 2Diks1 + Di % — 2Pik—1 + Dik—
6§+ . Pik+-2 Pik+1 T Dik : 6’267 — € Pik Pik—1 T Pik—2 (25)
Pik+2 + 2Dik1 + Pik Dik + 2Pik—1 + Dik—2
ik _
€ =€ = €4, (26)

kde € a €4 jsou volitelné konstanty.

Clenu dW}, fikdme tlumici ¢len s umélou vazkosti. Ten mé za tcel utlumit silné
oscilace vznikajici v blizkosti nespojitosti typu razové viny (¢leny s koeficientem e5)
a dale slabsi kmity v celém pocitaném poli (Cleny s koeficientem e,).

Pti hledéni feseni dané tlohy byla hleddna vhodné volba koeficienti €5 a €, umélé
vazkosti Jamesonova typu a jejich hodnoty je mozné nalézt v tabulce 1.

Konvergence

Uvazovana schémata jsou iteracni procesy a jejich konvergence byla posuzovana
vztahem

w2t (wn
( zk(&;nnJrl)( zk)m S €m
ik

m

Vik, m=1...4 (27)

kde m predstavuje index slozky vektoru neznamych Wy ( ve 2D je délka vektoru
Wi, rovna 4 ) a tedy posuzujeme konvergenci jednotlivych rovnic.

Pti hledani feSseni dané tlohy se ukazalo, Ze dostacujicimi faktory konvergence
itera¢niho procesu je jednotné volba €, = 0.001, Vm, nezavisle na volbé iterac¢niho
schématu. Dale se ukazalo, zZe rychlost konvergence rovnic 1, 2 a 4 je mnohonasobné
vétsi nez konvergence rovnice 3, takze pii dosazeni presnosti e3 = 0.001 je dosazena
presnost rovnic 1, 2 a 4 nejméné o 3 Fady vétsi, viz. obr. 8.

Stabilita

Vsechna uvedena schémata jsou podminéné stabilni s tzv. CFL podminkou sta-
bility, ktera klade omezeni na volbu itera¢niho ¢asového kroku At

|U?k| + ag, |wznk| + ag,

Ax Az

-1
At:CFL-( ) , CFL<1, (28)
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Obr. 3: Ukézka zvoleného typu sité pro GAMM kanal ve 2D pro 30x10 bunék

kde CFL ptedstavuje volitelnou konstantu.

Pti hledéni feSeni dané ulohy byla hledana vhodna volba koeficientu stability
CFL. Vypocty ukazaly, ze nejlepsi volbou je co nejvétsi mozna hodnota CFL, coz je
pro Lax-Friedrichsovo schéma hodnota 1. Pro schémata druhého fadu je stanoveni

vvvvvv

Numerické reSeni

Vlastni numericky vypocet transonického proudéni v GAMM kanéle byl proveden
na typu sité podle obr. 3 a jeho rozméry byly zvoleny takto - vyska kandlu Vyska =
1m, ostatni parametry oblasti viz. obr. 1. Plynem uvniti kanalu je vzduch, jehoz
parametry jsou Poissonova konstanta x = 1.4, mérné plynova konstanta r = 287.1
m2K 's7? a pocatecni hustota, teplota a pocatecni rychlost uy v kanale je py —
1.133 kgm 3, T, = 293.15 K a uy = 250m s !. Okrajové podminky na vstupu
do kanalu byly zvoleny - stagna¢ni hustota a stagnacni tlak pi, = 1.133kg.m™3,
ps, = 100000 Pa a thel ndbéhu proudu oy = 0°. Na vystupu z kanalu byl zvolen
tlak p,u: podle vztahu (9), kde M,,; = 0.675.

Uvazujme nejprve jediné schéma prvniho fadu, schéma Lax-Friedrichsovo. Na obr.
4 muzeme vidét rozlozeni Machova ¢isla podél dolni a horni stény GAMM kanalu.
7 obrazku je patrné, ze pokud chceme zachytit ostrost razové viny, je nutné volit
velké mnozstvi bunék. V nasem pripadé bylo voleno maximalné 480 bunék ve sméru
x a 160 ve sméru z, pficemz koeficient CFL=1.

L1 . 120x40 bunck

.. 240x80 bunék
. 480x160 bunek

. dolni sténa kanalu
. horni sténa kanéalu

0.9

5 W

0.7F

0.5F

Obr. 4: Rozlozeni Machova ¢isla - vypocet Lax-Friedrichsovym schématem



Nyni uvazujme schémata druhého fadu. Pro tato schémata byl sestaven cely
cyklus vypocti, jehoz cilem bylo vyhledat takové kombinace koeficienti e, a €4
Jamesonova tlumeni, pro které vypocet konverguje. Dal§imi proménnymi v tomto
cyklu vypocti byly pocty bunék ve smérech = a z a koeficient CFL. V tabulce 1
je uveden souhrnny ptehled nékterych provedenych vypoctu. Je tfeba upozornit, ze
intervaly pro € a €; nelze nikdy urcit zcela presné. V tomto piipadé byl krok pro
stanoveni intervalu koeficientu €, volen 0.2 mezi 0 a 1 a déale pak 1 mezi 1 a 6.
V pripadé koeficientu €4 byl krok 0.01. Dale je tfeba uvést, ze pro velké mnozstvi
kombinaci nebyl proveden vypocet pro e > 1 (pro CFL=0.2 se dokonce provedly
pouze vypocty pro es = 0), protoze v téchto piipadech, by jiz byla razova vina velmi
silné utlumena a vysledek by se blizil k vysledkim ziskanych Lax-Friedrichsovym

schématem.
3d

M lar 1 ... 60x20 bun¢k
13k 2 ... 120x40 bunék
' 3 ... 180x60 bunégk
t2r d ... dolni sténa kanalu
1.1+ h ... horni sténa kanélu

1L
0.9
0.8
0.7r
0.6
0.5F
0.4

Obr. 5: Rozlozeni Machova ¢isla - vypocet Lax-Wendroffovym schématem s Jamesonovym tlume-
nim, kde e; = 0, ¢4 = 0.02 a koeficient CFL=1

M1.4* 1... e =0,¢=0.01
13 2...6=0,e=0.04
1ok 3...e=1,¢6=0.01

d ... dolni sténa kanalu
1ir h ... horni sténa kanalu

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4F

Obr. 6: Rozlozeni Machova ¢isla - vypocet Lax-Wedroffovym schématem s Jamesonovym tlumenim
pro 120 x 40 bunék a pro koeficient CFL=1
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Obr. 7: RozloZeni Machova ¢isla - vypocet schématy druhého fadu s Jamesonovym tlumenim pro

120 x 4

0 bunéek

Na obr. 7 jsou zobrazena rozlozeni Machova ¢isla v kanale pro riizné schémata pro
120 x 40 buneék, ptricemz pro porovnani byly vzaty vysledky pro co nejvyssi koeficient
CFL a zaroven pro co nejnizsi mozné koeficienty tlumeni - tabulka 1. Vypoéty totiz
prokézaly, ze pokud vezmeme co nejnizsi koeficienty tlumeni bez ohledu na hodnotu
CFL (¢im niz8i koeficienty tlumeni, tim nizsi musi byt CFL), pak dostaneme prak-
ticky totozné vysledky. Konvergené¢ni faktory jednotlivych rovnic pro feSeni z obr. 7
jsou zobrazena na obr. 8.

CFL schéma
Lax-Wendroff MacCormack Richtmyer

60 x 20 bunék

1.0 | <0;3>x<.02;.04> | <0;1>x<.02;.03 > N

0.8 ? <0;1>x%x<.02;.04> | <0;1>x <.04;.05 >

0.6 ? <0;1>x<.01;.00> | <0;1>x <.03;.06 >
120 x 40 bunék

1.0 | <0;3>x<.01;.04> | <0;3 > x <.02;,.03 > N

0.8 | <0;6>x<.01;.04>|<0;1>x<.02;.04 > <0;1> x.05

06 | <0;5>x<.01;.06>|<0;1>x<.02;.00>|<0;1>x<.04;.06 >

04 | <0;1>x<.0L;.0> | <0;1>x<.01;.00> ] <0;1>x <.03;.06 >

0.2 0x < .01;.06 > 0x < .01;.06 > 0x < .02;.06 >
180 x 60 bunék

1.0 | <0;2> x <.02;.04 > <0;1> x.03 N

0.8 ? <0;1>x%x<.03;.04 > N

0.6 ? <0;1>x <.02;.05 > N

0.4 ? ? <0;1 > x <.05;.06 >

Tab. 1: Kartézsky souéin intervalii €5 X €4 koeficientt Jamesonova tlumeni, pro které vypocet

konverguje. Oznaceni : ’7’ ...

nebylo hledéno, 'N’ ...

zadny interval nebyl nalezen




Lax-Friedrichsovo schéma Lax-Wendroffovo schéma

0.05 0.05 , M
0.04 0.04 ‘
0.03 0.03
0.02 0.02
€1,€2,€4 €1,€2,€4
0.01 / 0.01 / L
€3 €3
0 0 <2
0 500 1000 1500 2000 0 2000 4000 6000 8000
MacCormackovo schéma, Richtmyerovo schéma,
0.05 ‘ ’ 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
€3
€3
0.02 0.02 €1,€2, €4 /
€1,€2,€4 / /

0.01 / 0.01

0 2 0

0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000

Obr. 8: Konvergenéni faktory €,,, m = 1,2,3,4 jednotlivych rovnic pro uvazovana schémata pro
120 x 40 bunék. Jedna se o konvergenéni faktory vypocti, jejichz rozlozeni Machova Eisla je zob-
razeno na obr. 4 a 7.

ZAaveér

V predlozeném piispévku je ukdzano numerické feseni ustaleného transonického
proudéni stlacitelné nevazké tekutiny v rovinném GAMM kanale.

Cilem této prace bylo porovnat obdrzené vysledky s presnymi vysledky uvadé-
nymi v literatufe napf. [2]| a [3] a na tomto zakladé urcit vhodné vypoc¢tové schéma
pro feSeni problémi v technickych aplikacich. Podle téchto kritérii je mozno Fici,
7e Lax-Friedrichsovo schéma neni vhodné pro teseni tloh, kde se vyskytuji razové
viny, nebot je vyhlazuje. Nejlepsi vysledky dava toto schéma pro CFL=1 a co nejvétsi
pocet bunék. Dalsi uvazované schémata, presnosti druhého radu s Jamesonovym tlu-
menim, jiz poskytuji uspokojivé vysledky a tudiz je 1ze pouzit i pro slozitéjsi ulohy.
Nejostiejsi rdzovou vlnu dava Richtmyerovo schéma a to i pro relativné maly pocet
bunék. VSechna schémata vykazuji priblizné stejnou rychlost konvergence. Plati, ze
¢im niz8i jsou koeficienty tlumeni, tim je ostiejsi razova vlna. Jako nejvhodnéjsi se
jevi jednokrokové schéma Lax-Wendroffovo a to ze dvou duvodi. Jednak mé Siroké
a nejvice stalé (nejméné zavislé na CFL a na poc¢tu bunék) intervaly koeficientu
tlumeni a jednak dokaze nejrychleji vy¢islit jednu iteraci, prestoze je nutné pii ite-
ra¢nim procesu vycislovat Jacobiho matice.
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