
POROVNÁNÍ VYBRANÝCH SCHÉMAT PRO
NUMERICKOU SIMULACI PROUD�NÍ NEVAZKÉ

STLA�ITELNÉ TEKUTINY

Miroslav Haj²man1

Abstrakt : V této práci je provedeno porovnání vybraných výpo£tových schémat p°esnosti
prvního a druhého °ádu pro °e²ení proud¥ní nevazké stla£itelné tekutiny. D·raz je kladen
na porovnání výpo£tových schémat druhého °ádu p°i volb¥ um¥lé vazkosti Jamesonova typu.
Cílem volby vhodné um¥lé vazkosti je, aby bez ztráty p°esnosti daného schématu zárove¬
do²lo ke zlep²ení vlastností celého itera£ního procesu a získaného °e²ení. Jedná se zejména
o odstran¥ní neºádoucích oscilací v kone£ném °e²ení a zlep²ení konvergence výpo£tu.

Porovnání schémat je provedeno na GAMM kanále. Úloha je de�nována v kartézském

sou°adném systému a °e²ení bylo hledáno metodou kone£ných objem·. Systém výchozích par-

ciálních diferenciálních rovnic byl p°eveden do konzervativního tvaru.

Klí£ová slova : GAMM kanál, výpo£tová schémata prvního a druhého °ádu, Ja-

mesonovo tlumení, metoda kone£ných objem·, konvergence

Úvod
V práci je °e²ena analýza transonického proud¥ní stla£itelné nevazké tekutiny v

rovinném GAMM kanále. Cílem této práce je otestovat na známém modelovém p°í-
pad¥ jeden ze zp·sob· numerického °e²ení proud¥ní tekutiny. Dále chceme porovnat
získané výsledky od r·zných výpo£tových schémat s výsledky uvád¥ných v litera-
tu°e a poté následn¥ vybrat nejvhodn¥j²í schéma pro °e²ení problém· v r·zných

technických aplikacích.

Matematický model
Geometrický model rovinného GAMM kanálu je uveden na obr. 1. Vý²ka výdut¥

je rovna 10% vý²ky kanálu.
P°i °e²ení uvaºujeme, ºe tekutina vypl¬ující oblast je stla£itelná a nevazká a

spl¬uje rovnici stavovou, rovnici kontinuity, Eulerovo rovnice a energetickou rovnici

p = � r T ; (1)
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Obr. 1: Geometrický model GAMM kanálu ve 2D
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kde i; l; m = 1; 2.

Prvotním cílem analýzy je nalézt v kartézských sou°adnicích ve 2D rozloºení
rychlosti v(xi; t) = [u(xi; t); w(xi; t)], rozloºení tlaku p = p(xi; t), hustoty � = �(xi; t)
a termodynamické teploty T = T (xi; t) v oblasti 
 p°i zvolených po£áte£ních a

okrajových podmínkách. Poloha obecného bodu oblasti 
 je ur£ena kartézskými
sou°adnicemi xi; i = x; z. Dal²í veli£inou, kterou m·ºeme vypo£ítat, je rozloºení
Machova £ísla v kanále M = jvj=a, kde a =

p
�rT je rychlost zvuku. Tato veli£ina

bude st°edem na²í pozornosti, protoºe v okolí výdut¥ v kanále vzniká rázová vlna

a ta je rozhodující pro na²e pot°eby porovnání výsledk· uvaºovaných výpo£tových
schémat s výsledky uvedenými v literatu°e.

Po£áte£ní podmínky

Po£áte£ní podmínky v oblasti 
 volíme tyto

�(xi; t = 0) = �0(xi) = �0

T (xi; t = 0) = T0(xi) = T0

u(xi; t = 0) = u0(xi) = u0

w(xi; t = 0) = w0 = 0

9>>>=
>>>;
xi 2 
 : (5)

Okrajové podmínky

De�nujme hranice @
in; @
out a @
wall tak, jak je ukázáno na obr. 1.

Okrajové podmínky stanovujeme pro kaºdou díl£í hranici samostatn¥.



Na vstupu do kanálu zadáváme úhel náb¥hu proudu �0 a hodnoty stagna£ních
veli£in, hustoty �sin a tlaku psin

�s(xi; t) = �sin
ps(xi; t) = psin

�(xi; t) = �0

9>>=
>>;

xi 2 @
in; t 2 (0; Tn) : (6)

Protoºe v uvaºovaných rovnicích �gurují statické veli£iny � a p a ne stagna£ní �s

a ps, je nutné na vstupu do kanálu vºdy p°epo£ítat hodnoty stagna£ních veli£in na
statické podle vztah·
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Na výstupu zadáváme pouze výstupní tlak pout

p(xi; t) = pout : : : xi 2 @
out; t 2 (0; Tn): (8)

Abychom po£ítali testovací p°íklad transonického proud¥ní v GAMM kanále
shodný s p°íkladem v literatu°e, je nutné volit výstupní tlak pout tak, aby odpo-
vídal vstupnímu stagna£nímu tlaku psin p°i hodnot¥ Machova £ísla Mout = 0:675,
tj.

pout = psin
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: (9)

Na horní a dolní st¥n¥ kanálu je zvolena okrajová podmínka reprezentující st¥nu

u(xi; t) = 0

w(xi; t) = 0

@p

@n
(xi; t) = 0

9>>=
>>;
xi 2 @
wall; t 2 (0; Tn): (10)

Ze zadání plyne, ºe vstup a výstup z kanálu je subsonický, transonické proud¥ní
nastává uprost°ed kanálu v okolí výdut¥.

Je také z°ejmé, ºe p°i stanovování okrajových podmínek jsme respektovali mate-
matickou teorii hyperbolických rovnic, ze které plyne, ºe na hranici reprezentující
subsonický vstup @
in je nutné zvolit t°i okrajové podmínky a na hranici reprezen-

tující subsonický výstup @
out jednu okrajovou podmínku.

P°evod do konzervativního tvaru
Výchozí soustavu rovnic (1), (2), (3) a (4) p°evedeme do konzervativního systému

rovnic ve 2D, p°i£emº zavedeme vztah pro celkovou energii e = � �+ 1
2
�(u2+w2), kde �

je m¥rná vnit°ní energie, a konstitutivní vztah pro tlak p = (��1)
�
e� 1

2
�(u2 + w2)

�
,

kde � je Poissonova konstanta.

Konzervativní systém rovnic m·ºeme vyjád°it nelineární vektorovou parciální

diferenciální rovnicí. Neuvaºujeme-li objemové síly, pak vektorová rovnice ve 2D
tvo°í konzervativní systém Eulerových rovnic

Wt + [F(W)]
x
+ [H(W)]

z
= 0 ; (11)



kde vektor W p°edstavuje vektor neznámých a indexy t, x, z zna£í derivace podle
£asu, resp. podle prostorových prom¥nných. Pro jednotlivé vektory platí
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V °e²ené oblasti p°edpokládáme transonické proud¥ní, takºe soustava (11) je
hyperbolického typu. Soustava (11) spolu s po£áte£ními a okrajovými podmínkami
tvo°í matematický model °e²eného problému. �e²ení vektorové rovnice provedeme
metodami konzervativní diskretizace pouºitím metody kone£ných objem·.

Diskretizace systému rovnic ve 2D
Pro °e²ení uvedeného problému bylo pouºito n¥kolik výpo£etních schémat apliko-

vaných na metodu kone£ných objem·, kde výpo£etními elementy jsou £ty°úhelníky.
Prvním ze schémat je schéma Lax-Friedrichsovo, které je p°esnosti prvního °ádu
a má pro metodu kone£ných objem· tvar
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Richtmyerovo schéma je dvoukrokové schéma p°esnosti druhého °ádu, jehoº prv-
ním krokem je schéma Lax-Friedrichsovo - vztah (13) a druhý krok má tvar
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Ve vztazích (13) a (14) pro numerické toky platí vztahy

F1 =
1
2
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1
2
(Fik + Fik+1) ;

F3 =
1
2
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1
2
(Fik + Fik�1) :

(15)

Dále platí, ºe �ik p°edstavuje obsah elementu o indexech ik a �zm je velikost pr·-

m¥tu hranice m elementu ik do sm¥ru z, viz. obr. 2. Analogické vztahy platí pro
Hm a �xm.

Dal²ím schématem p°esnosti druhého °ádu je schéma Lax-Wendro�ovo

W
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kde pro numerické toky F platí
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k A [xik ; zik]

B [xi+1k ; zi+1k]

C [xi+1k+1; zi+1k+1]

D [xik+1; zik+1]

�z1 = zi+1k+1 � zi+1k

�z2 = zik+1 � zi+1k+1

�z3 = zik � zik+1

�z4 = zi+1k � zik

Obr. 2: P°íklad obecného elementu 
ik

a kde pro �zm platí stejné vztahy jako pro Richtmyerovo schéma, viz. obr. 2, a kde
A je Jacobiho matice, pro kterou platí

A =
@F(W)

@W
; (18)

a kterou m·ºeme vyjád°it ve tvaru
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(19)

kde jsme zavedli ozna£ení jvj2 = u2 + w2. Podobn¥ jako (17) zavedeme numerické
toky H a odvodíme Jacobiho matici C.

MacCormackovo dvoukrokové schéma typu prediktor-korektor je druhého °ádu
a má tvar
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V prediktorovém kroku, prvním vztahu (20), je

F1 = Fi+1k ; F2 = Fik+1 ; F3 = F4 = Fik: (21)

Podobné vztahy platí pro Hm . V korektorovém kroku, druhém vztahu (20), je

F1 = F2 = Fik ; F3 = Fi�1k ; F4 = Fik�1 (22)

a podobn¥ pro Hm . Pro �xm a �zm platí stejné vztahy jako pro p°edcházející

schémata, viz. obr. 2.



Um¥lá vazkost Jamesonova typu
P°i aplikaci schémat druhého °ádu byla pouºita um¥lá vazkost Jamesonova typu

[1], tj. po provedení iterace p°íslu²ného schématu byl k výslednému vektoru Wik

(jedná se o Wik v rovnicích (14), (16) a (20) ) p°i£ten £len dWn
ik, který má tento

tvar
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(23)

kde �i+2 ; �i�2 ; �k+2 ; �k�2 ; �i4 a �k4 byly zvoleny ve tvaru

�i+2 = �2

����pi+2k � 2pi+1k + pik

pi+2k + 2pi+1k + pik

���� ; �i�2 = �2

����pik � 2pi�1k + pi�2k

pik + 2pi�1k + pi�2k

���� (24)

�k+2 = �2

����pik+2 � 2pik+1 + pik

pik+2 + 2pik+1 + pik

���� ; �k�2 = �2

����pik � 2pik�1 + pik�2

pik + 2pik�1 + pik�2

���� (25)

�i4 = �k4 = �4 ; (26)

kde �2 a �4 jsou volitelné konstanty.
�lenu dWn

ik °íkáme tlumící £len s um¥lou vazkostí. Ten má za ú£el utlumit silné

oscilace vznikající v blízkosti nespojitostí typu rázové vlny (£leny s koe�cientem �2)
a dále slab²í kmity v celém po£ítaném poli (£leny s koe�cientem �4).

P°i hledání °e²ení dané úlohy byla hledána vhodná volba koe�cient· �2 a �4 um¥lé
vazkosti Jamesonova typu a jejich hodnoty je moºné nalézt v tabulce 1.

Konvergence
Uvaºovaná schémata jsou itera£ní procesy a jejich konvergence byla posuzována

vztahem �
W

n+1
ik

�
m
� (Wn

ik)m�
W

n+1
ik

�
m

� �m ; 8i; k ; m = 1 : : : 4 (27)

kde m p°edstavuje index sloºky vektoru neznámých Wik ( ve 2D je délka vektoru
Wik rovna 4 ) a tedy posuzujeme konvergenci jednotlivých rovnic.

P°i hledání °e²ení dané úlohy se ukázalo, ºe dosta£ujícími faktory konvergence
itera£ního procesu je jednotná volba �m = 0:001; 8m, nezávisle na volb¥ itera£ního

schématu. Dále se ukázalo, ºe rychlost konvergence rovnic 1, 2 a 4 je mnohonásobn¥
v¥t²í neº konvergence rovnice 3, takºe p°i dosaºení p°esnosti �3 = 0:001 je dosaºená
p°esnost rovnic 1, 2 a 4 nejmén¥ o 3 °ády v¥t²í, viz. obr. 8.

Stabilita
V²echna uvedená schémata jsou podmín¥n¥ stabilní s tzv. CFL podmínkou sta-

bility, která klade omezení na volbu itera£ního £asového kroku �t

�t = CFL �
� junikj+ anik

�x
+
jwn

ikj+ anik
�z

�
�1

; CFL � 1 ; (28)



Obr. 3: Ukázka zvoleného typu sít¥ pro GAMM kanál ve 2D pro 30x10 bun¥k

kde CFL p°edstavuje volitelnou konstantu.
P°i hledání °e²ení dané úlohy byla hledána vhodná volba koe�cientu stability

CFL. Výpo£ty ukázaly, ºe nejlep²í volbou je co nejv¥t²í moºná hodnota CFL, coº je
pro Lax-Friedrichsovo schéma hodnota 1. Pro schémata druhého °ádu je stanovení
nejv¥t²í moºné hodnoty CFL sloºit¥j²í - viz. tabulka 1.

Numerické °e²ení
Vlastní numerický výpo£et transonického proud¥ní v GAMM kanále byl proveden

na typu sít¥ podle obr. 3 a jeho rozm¥ry byly zvoleny takto - vý²ka kanálu V yska =
1m, ostatní parametry oblasti viz. obr. 1. Plynem uvnit° kanálu je vzduch, jehoº
parametry jsou Poissonova konstanta � = 1.4 , m¥rná plynová konstanta r = 287.1
m2K�1s�2 a po£áte£ní hustota, teplota a po£áte£ní rychlost u0 v kanále je �0 =

1.133 kgm�3 , T0 = 293.15 K a u0 = 250ms�1. Okrajové podmínky na vstupu
do kanálu byly zvoleny - stagna£ní hustota a stagna£ní tlak �sin = 1:133 kg:m�3,
psin = 100000Pa a úhel náb¥hu proudu �0 = 0o. Na výstupu z kanálu byl zvolen
tlak pout podle vztahu (9), kde Mout = 0:675.

Uvaºujme nejprve jediné schéma prvního °ádu, schéma Lax-Friedrichsovo. Na obr.

4 m·ºeme vid¥t rozloºení Machova £ísla podél dolní a horní st¥ny GAMM kanálu.
Z obrázku je patrné, ºe pokud chceme zachytit ostrost rázové vlny, je nutné volit
velké mnoºství bun¥k. V na²em p°ípad¥ bylo voleno maximáln¥ 480 bun¥k ve sm¥ru
x a 160 ve sm¥ru z, p°i£emº koe�cient CFL=1.
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Obr. 4: Rozloºení Machova £ísla - výpo£et Lax-Friedrichsovým schématem



Nyní uvaºujme schémata druhého °ádu. Pro tato schémata byl sestaven celý
cyklus výpo£t·, jehoº cílem bylo vyhledat takové kombinace koe�cient· �2 a �4
Jamesonova tlumení, pro které výpo£et konverguje. Dal²ími prom¥nnými v tomto
cyklu výpo£t· byly po£ty bun¥k ve sm¥rech x a z a koe�cient CFL. V tabulce 1
je uveden souhrnný p°ehled n¥kterých provedených výpo£t·. Je t°eba upozornit, ºe
intervaly pro �2 a �4 nelze nikdy ur£it zcela p°esn¥. V tomto p°ípad¥ byl krok pro

stanovení interval· koe�cientu �2 volen 0.2 mezi 0 a 1 a dále pak 1 mezi 1 a 6.
V p°ípad¥ koe�cientu �4 byl krok 0.01. Dále je t°eba uvést, ºe pro velké mnoºství
kombinací nebyl proveden výpo£et pro �2 � 1 (pro CFL=0.2 se dokonce provedly
pouze výpo£ty pro �2 = 0), protoºe v t¥chto p°ípadech, by jiº byla rázová vlna velmi

siln¥ utlumena a výsledek by se blíºil k výsledk·m získaných Lax-Friedrichsovým
schématem.
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Obr. 5: Rozloºení Machova £ísla - výpo£et Lax-Wendro�ovým schématem s Jamesonovým tlume-

ním, kde �2 = 0, �4 = 0:02 a koe�cient CFL=1
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Obr. 6: Rozloºení Machova £ísla - výpo£et Lax-Wedro�ovým schématem s Jamesonovým tlumením

pro 120� 40 bun¥k a pro koe�cient CFL=1
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Obr. 7: Rozloºení Machova £ísla - výpo£et schématy druhého °ádu s Jamesonovým tlumením pro

120� 40 bun¥k

Na obr. 7 jsou zobrazena rozloºení Machova £ísla v kanále pro r·zná schémata pro
120�40 bun¥k, p°i£emº pro porovnání byly vzaty výsledky pro co nejvy²²í koe�cient
CFL a zárove¬ pro co nejniº²í moºné koe�cienty tlumení - tabulka 1. Výpo£ty totiº
prokázaly, ºe pokud vezmeme co nejniº²í koe�cienty tlumení bez ohledu na hodnotu

CFL (£ím niº²í koe�cienty tlumení, tím niº²í musí být CFL), pak dostaneme prak-
ticky totoºné výsledky. Konvergen£ní faktory jednotlivých rovnic pro °e²ení z obr. 7
jsou zobrazena na obr. 8.

CFL
schéma

Lax-Wendro� MacCormack Richtmyer

60� 20 bun¥k

1.0 < 0; 3 > � < :02; :04 > < 0; 1 > � < :02; :03 > N

0.8 ? < 0; 1 > � < :02; :04 > < 0; 1 > � < :04; :05 >

0.6 ? < 0; 1 > � < :01; :05 > < 0; 1 > � < :03; :06 >

120� 40 bun¥k

1.0 < 0; 3 > � < :01; :04 > < 0; 3 > � < :02; :03 > N

0.8 < 0; 6 > � < :01; :04 > < 0; 1 > � < :02; :04 > < 0; 1 > �:05
0.6 < 0; 5 > � < :01; :05 > < 0; 1 > � < :02; :05 > < 0; 1 > � < :04; :06 >

0.4 < 0; 1 > � < :01; :05 > < 0; 1 > � < :01; :05 > < 0; 1 > � < :03; :06 >

0.2 0� < :01; :06 > 0� < :01; :06 > 0� < :02; :06 >

180� 60 bun¥k

1.0 < 0; 2 > � < :02; :04 > < 0; 1 > �:03 N

0.8 ? < 0; 1 > � < :03; :04 > N

0.6 ? < 0; 1 > � < :02; :05 > N

0.4 ? ? < 0; 1 > � < :05; :06 >

Tab. 1: Kartézský sou£in interval· �2 � �4 koe�cient· Jamesonova tlumení, pro které výpo£et

konverguje. Ozna£ení : '?' : : : nebylo hledáno, 'N' : : : ºádný interval nebyl nalezen
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Obr. 8: Konvergen£ní faktory �m; m = 1; 2; 3; 4 jednotlivých rovnic pro uvaºovaná schémata pro

120� 40 bun¥k. Jedná se o konvergen£ní faktory výpo£t·, jejichº rozloºení Machova £ísla je zob-

razeno na obr. 4 a 7.

Záv¥r
V p°edloºeném p°ísp¥vku je ukázáno numerické °e²ení ustáleného transonického

proud¥ní stla£itelné nevazké tekutiny v rovinném GAMM kanále.
Cílem této práce bylo porovnat obdrºené výsledky s p°esnými výsledky uvád¥-

nými v literatu°e nap°. [2] a [3] a na tomto základ¥ ur£it vhodné výpo£tové schéma
pro °e²ení problém· v technických aplikacích. Podle t¥chto kritérií je moºno °íci,
ºe Lax-Friedrichsovo schéma není vhodné pro °e²ení úloh, kde se vyskytují rázové

vlny, nebo´ je vyhlazuje. Nejlep²í výsledky dává toto schéma pro CFL=1 a co nejv¥t²í
po£et bun¥k. Dal²í uvaºovaná schémata, p°esnosti druhého °ádu s Jamesonovým tlu-
mením, jiº poskytují uspokojivé výsledky a tudíº je lze pouºít i pro sloºit¥j²í úlohy.
Nejost°ej²í rázovou vlnu dává Richtmyerovo schéma a to i pro relativn¥ malý po£et

bun¥k. V²echna schémata vykazují p°ibliºn¥ stejnou rychlost konvergence. Platí, ºe
£ím niº²í jsou koe�cienty tlumení, tím je ost°ej²í rázová vlna. Jako nejvhodn¥j²í se
jeví jednokrokové schéma Lax-Wendro�ovo a to ze dvou d·vod·. Jednak má ²iroké
a nejvíce stálé (nejmén¥ závislé na CFL a na po£tu bun¥k) intervaly koe�cient·

tlumení a jednak dokáºe nejrychleji vy£íslit jednu iteraci, p°estoºe je nutné p°i ite-
ra£ním procesu vy£íslovat Jacobiho matice.
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