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prostiedi. Nejprve jsou odvozeny vztahy pro fazoveé rychlosti a polarizacni vektory kvazipodélnych
a kvazipricnych vin Siricich se v obecném smeru v rovinach typu {1 1 0}. Pak je v prostiedi Matlab
sestaven a odladén program umoznujici resit numerickou cestou vyse uvedenou problematiku pro
obecny smér vinového vektoru.

Klicova slova: Sifeni elastickych vin napéti, anizotropni prostiedi s kubickou symetrii,
objemové viny

Uvod

Elastické vlastnosti mnoha konstrukénich materiali jsou nezavislé na sméru. Takové
chovani se nazyva izotropni a lze je popsat dvéma nezévislymi konstantami. V izo-
tropnich télesech, odhlédneme-li od interakci s jejich hranicemi, se mohou Sifit dva za-
kladni typy vin. Dilata¢ni (podéIné) viny majici polarizaci rovnobéznou se smérem $i-
feni a smykové(pti€né) viny s polarizaénim vektorem kolmym na smér §ifeni. S touto
zékladni predstavou nevysta¢ime pokud pracujeme napt. s laminaty, s krystaly kovi ¢i
polovodic¢t. Tyto latky vykazuji rlizny stupenn anizotropie. Obecny piipad anizotropie
v ramci linearni teorie lze popsat 21 nezavislymi konstantami. S ristem symetrie se ten-
to pocet nezavislych konstant postupné snizuje. U kubické symetrie 1ze elastické chova-
ni popsat tfemi nezavislymi elastickymi konstantami. Analyza elastickych vin
v anizotropnim prostfedi je mnohem komplikovanéjsi, nezli v prostiedi izotropnim. Pro
dany smér Sifeni dostavame vzdy tf1 obecné rtizné fazové rychlosti a tii odpovidajici
vzajemné kolmé polarizaéni vektory. Na rozdil od izotropniho prostfedi zde obecné
nemame ani Cisté¢ podélné ani Cisté pricné viny [1]. Tyto viny pak nazyvame kvazipo-
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rovinné viny prosttedim s kubickou symetrii je pfedmétem tohoto ptispévku.

Formulace problému a reSeni
Ptedpoklddejme neohranicené, homogenni a linedrn¢ elastické prostiedi. Zobecnény
Hooketliv zakon 1ze psat ve znamém tvaru

Oij = Cijii-€xl | (D

kde ©j; je tensor napéti, € tensor deformace a Cjjxi jsou elastické koeficienty.
S pouzitim zkracenych indexi [2] mizeme (1) psat v maticovém tvaru
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kde 01 =011, 02=022,03=033 , 04=023 , 05=013 , 06=012 . Pro SlOiky deformace
plati E1=€11,80=8€n,E3=E33,E8 = 2 €3, 85= 2 €13, = 2 €15 . Rovnéz plati znérn}'/
vztah €;=(u;i j+u; ;)/2.Symbolem u; jsou oznaceny slozky vektoru posunuti .
Ptedpokladejme, ze osy X, Y, Z kubické krystalové symetrie jsou totozné s kartézskou
soustavou soufadnic x;, X , X3 . V kubické symetrii jsou jedinymi nezavislymi koefici-
enty Ci1,Ci2 a Ca4. Pfitom plati Ci1= €2 =0C33,C12=Cy1 =C;3=C31=C3=C320,Cqq =
Css = Cg6 . Misto obecného maticového zapisu (2) dostavame tento vztah mezi napétim a
pfetvorenim

G, ¢y Cn ¢ 0 0 0 £
G, Co Cu Cp 0 0 €,
;| _ |C2 € ¢y 0 0 0 €3
o,] [0 0 0 ¢, 0 O e, | (3)
o 0o 0 0 0 ¢, O €
O, 0 0 0 0 0 cy €

Pohybové rovnice bez uvazovani objemovych sil maji v obecném piipadé tvar

aGij _ p azui 4
0X at> ®
kde p je hustota materidlu. Rozepsanim (4) proi=1 a zavedenim zkraceného oznaceni
dostavame

861+866+8<55 _ oy 5
ox, O0x, OX, P ot* ©)

Dosadime-li za slozky napéti vystupujici v (5) ptislusné vztahy z (3), obdrzime po del-
Sich upravach rovnici

d’u 0A d’u
1 2 _ 1
(011 —2c¢y _Clz)' axlz + Cy-Vu + (012 +C44)'axl = P Sy (6)
kde symbolem V? oznadujeme Laplacetv operator a A = u;; je dilatace. Rovnice (6) je
pohybové rovnice ve sméru x; . Protoze sméry x, a X3 jsou v kubické soustaveé ekviva-
lentni s x; , dostavame analogicky s (6)



0’u, oA 0’u,

(011 —2cy, _Clz)'ﬁ T Cy 'V2u2 + (Clz + C44)'£ = p 9 (7)
(c,, —2c, —c )@ + ¢, Vu, + (c,+c )B_A = Ou, 8
1 a4~ Cp2 aX§ 44 3 12 TCy 9%, p FYERN )

Rovnice (6), (7) a (8) jsou pohybové rovnice pro kubické prostredi, kdy krystalografic-
ké osy jsou totozné s osami soufadnic x; , X, , X3 . Pfedpokladejme nyni, ze feSeni sou-
stavy (6), (7) a (8) ma tvar rovinné harmonické viny

-
(ul u, u3) = (Ul U, U3)~exp{%(ajxj—ot)} ’ )

kde U; , Uy, Us jsou slozky vektoru amplitudy posunuti(polarizace), A je délka viny a
a, a2, as jsou slozky jednotkového vektoru normaly cela viny v misté (x; , X2 , X3 ).
Symbolem ,,c* zna¢ime fazovou rychlost. Lze lehce nahlédnout, Ze plati

kj kj
a; :‘f:(znj , (10)
A

kde k; jsou slozky vlnového vektoru. Dosazenim piedpokladaného feseni (9) do sousta-
vy rovnic (6), (7) a (8) dostaneme po zdlouhavych Gpravach homogenni soustavu rovnic
pro U1 ) U2 ) U3

[a'alz_'Y]'Ul + B'al'az'Uz + B'al'a3'U3 = 0, (1)
B-a,-a,-U + [a'ag_Y]'Uz + B-a,ca;-U; = 0, (12)
B-a,-a,-U, + P-a;-a,-U, + [oc-ai—y]-U3 = 0. (13)

Pfitom jsme v (11), (12), (13) kvuli stru¢nosti oznacili

2
Cp—Cuy= 0, Cch+cy, =P, pc —cyu=7. (14)

Podminka netrivialniho feSeni homogenni soustavy (11), (12), (13) vede po upravach
na rovnici

Y -0y +y- (o =B%)-(a -aj +a; -a; +aj-a5) - s)

—(a.—PB)* (o +2P)-a; -a3-a; =0.
Rovnice (15) je kubicka rovnice v y = y(c?). Jeji kofeny vi.». 3 nam daji pro kazdy smér
predstavovany jednotkovym vektorem [a; a; a3] obecné 3 rizné rychlosti, jednu pro
kvazipodélné a druhé dvé pro kvazipticné viny.



Vysledky

Podrobnym priizkumem se ukazalo, ze pro obecny smér Sifeni [a; a; az] je vhodnéjsi
fesit dany problém déale numericky. Je ovSem velmi instruktivni analyticky feSit piipad,
kdy vlnovy vektor lezi v rovinach typu {1 1 0}. Pfedpokladejme tedy, ze smér Sifeni je
dan jednotkovym vektorem [cos O sin & 0] (z kubické symetrie ovSem plyne platnost
vysledkt pro kazdy smér typu <cos ¥ sind 0>),0 <0, m). To znamen4, Ze vino-
vy vektor lezi v roving (1 1 0) a svird s osou x; thel 9. Rovnice (15) ma v tomto speci-
alnim ptipadé tvar

Y=oy + v (o —B%)-cos’ ¥ -sin® 9 =0. (16)

Je ztejme, ze 1 =0 je pro kazdé O €< 0, m) jednim z kotfenil rovnice (16). Dosadime-
liza y,=0,a =cos ¥, a, =sin Y, a3 =0 do soustavy (11), (12), (13) dostaneme pro
kazdé 9 €< 0, ) podminku U; =U, =0 & Us je libovolné. Vidime, Ze tento ptipad
odpovida ¢isté smykové ving s polarizaci ve sméru [0 0 1]. Rychlost této smykové viny
je, vzhledem k (14), pro kazdé 9 e< 0, ) dana vztahem

0o1] _ [Caq4
c, = [|—

0 17)
Zavedeme-li pro stru¢nost nasledujici oznaceni
o’ -cos’(20) + P’ -sin’(20) = dW) (18)
pak dalsi dva kotfeny 7,3 rovnice (16) maji tento tvar
Y23 =% * %«/@ : (19)

Predpokladejme nejprve, Ze y» je ten kofen z (19), ktery ma znaménko @ . Stejnym
postupem jako tomu bylo v pfipadé kotfenu 7y, dostaneme pro y, jednotkovy polariza¢ni
vektor

A DP(D) + a-cos(29)
L@(0) +20-cos(20) | @(D) );

il

(20)
B-sin(29)

R@(0) +20-cos20) - /O(V) );

a prisluSnou fazovou rychlost
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Analyzou vztahi (20) a (21) zjistime, ze popisuji kvazipodélnou(qL) vinu Sifici se ve

sméru [cos¥ sin® 0] s rychlosti danou (21) a s polarizaci reprezentovanou jednotko-
vym vektorem (20). Pfedpokladejme nyni, ze y; je ten koten z (19), ktery méa znaménko

© . Analogickym postupem dostaneme pro s jednotkovy polarizaéni vektor

—B-sin(29)
@) +20-cos(2 ) (D) )2

A DP(D) + a-cos(219) 0
@) +20-cos29) - JD(D) J2

Cifc

(22)
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a odpovidajici fAzovou rychlost

I foy+c, | -
é=5{&i§ﬂ‘gJ@fwaw#@m+@u+%f$“@ﬁ%‘ 29

Podrobnym rozborem vztaht (22) a (23) zjistime, Ze popisuji kvazipti¢nou(qT) vinu
Sitici se ve sméru [cos¥ sin® 0] s rychlosti danou (23) a s polarizaci reprezentovanou
jednotkovym vektorem (22). Pouhym nahlédnutim lehce zjistime, Ze vSechny tfi polari-
zatni vektory, zde reprezentované jednotkovymi vektory [0 O 1], (20) a (22) jsou
vzajemné kolmé. Na obr.1 a obr.2 jsou vyneseny rychlosti cr (qT viny, vztah (23)) a cp
(qL vlny, vztah (21)) v zavislosti na thlu ¥ vinového vektoru pro vSechny roviny typu
{1 1 0}. Odchylky & vektoru polarizace, danych vztahy (20) a (22) od sméru $ifeni qL a
qT vin jsou zobrazeny na obr. 3 a obr. 4. VSechny zde uvedené obrazky jsou vyneseny
pro krystal kiemiku s tmito elastickymi koeficienty (vie je v jednotkach N / m?) :
cii=1.657%10"; ¢1, =0.639*%10""; c4s = 0.796*10'". Pfitom hustota p = 2330 kg / m’.

Pro obecny smér sifeni dany jednotkovym vektorem [a; a; a3] , kde vSechny slozky
jsou obecné nenulové, piSme soustavu (11), (12), (13) v maticovém zapisu

(D-v-E)U=0 , (24)
kde D je symetricka matice jejiz tvar plyne z (11), (12), (13) a E je matice jednotkova.
Rovnici (24) pak feSime numericky v prostiedi MATLAB. Je-li napt. smér §ifeni dan
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vektorem [1A3, 1~3, 1A3], pak v piipadé kiemiku dostavame &istou podélnou vinu
s rychlosti cp, =9356 m /s a dvé Cisté pticné (smykové) viny se shodnou rychlosti cr)
=cr, = 5094 m / s. Jedna p¥i¢nd vlna je polarizovana ve sméru [1/2 , - 142, 0] a druha
ve sméru [0.408, 0.408, - 0.816]. Pro jiny smér $ifeni dany napf. vektorem [1/~2, 1/2 ,
1/2] dostavame pro kiemik jednu cistou smykovou vinu s rychlosti ¢ty = 5292 m / s,
s polarizaci [0 , - 1/N2, 1A/2], druh4 vina mé4 charakter kvazismykové viny Sifici se
rychlosti crp = 4977 m / s , s polarizaci [ 0.741 , - 0.474 , - 0.474], ptiCemz jeji polari-
zaéni vektor svira s vinovym vektorem uhel or = 87.145 °. Tteti vinou je kvazipodélna
vina s rychlosti ¢, = 9309 m / s, polarizovana ve sméru [0.671 , 0.524 , 0.524] , ktery
svird se smérem §ifeni thel &; = 2.855°.

Zavér

s kubickou anizotropii. Nejprve jsou odvozeny vztahy pro fazové rychlosti a polarizac-
ni vektory kvazipodélnych a kvazipticnych vin Sificich se v obecném sméru v rovinach
typu {110}. Pak je v prostfedi Matlab sestaven a odladén program umoZilujici fesit
numerickou cestou vySe uvedenou problematiku pro obecny smér vinového vektoru.

Jsou zde zaroven uvedeny konkrétni priib&hy vysetfovanych veli¢in pro krystal kiemi-
ku.
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