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VIBRATION ANALYSIS OF THE CAR
GEAR-BOX

V. Zeman, J. Dupal, Z. Hlavac* L. Kovaf, J. Voldfich'

Summary: The vibration analysis of the car gear-box by the modal synthesis me-
thod with reduction number DOF is presented. The method is based on the gear-box
decomposition into two subsystems — the interior rotating subsystem and the gear
housing — joined by rolling-element bearing couplings. The condensed mathema-
tical model of the gear-box is formulated by means of lower undamped vibration
mode shapes of the mutually uncoupled subsystems and stiffness and damping ma-
trices of the couplings. The method is applied to the modal analysis of the coupled
gear-box and its steady vibration excited by gear kinematics transmission errors.
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1 Uvod

Automobilové prevodovky predstavuji z hlediska dynamiky slozity a strukturalné vari-
abilni systém téles, jehoz vibraéni analyza vyzaduje aplikovat techniku substruktur (sub-
systémil) a redukce po¢tu stupit volnosti (kondenzaci). Z moznych metodik [1], [2] jsme
vybrali metodu modélni syntézy s kondenzaci, vyvinutou na katedie mechaniky ZCU
v Plzni a kromé jiného aplikovanou jiz diive na vibrac¢ni analyzu rota¢niho sroubového
kompresoru (3], [4]. Metoda je zaloZena na dekompozici systému na subsystémy vazané
diskrétnimi vazbami. Z moznych variant dekompozice jsme vybrali tu, kterd umoznuje
efektivné vyuzit dfive vyvinutych modelta [5], [6] rotujici vnitini vestavby pievodovky
ulozené k fiktivnimu ramu na poddajnych podpérach (respektuji poddajnost loZisek a
statickou poddajnost sk¥iné prevodovky) a skiin pfevodovky. Kondenzovany model auto-
mobilové prevodovky lze sestavit na zakladé modalnich veli¢in navzajem rozpojenych a
netlumenych subsystémil, matic tuhosti a tlumeni loziskovych vazeb a buzeni od vnitinich
zdroju generovanych v ozubeni [7].

2 Kondenzovany model prevodovky

Subsystémy — vnitrnt rotujici vestavba R a skrint prevodovky S jsou mezi sebou
vazany valivymi lozisky L1 az L6 (obr. 1). Uvolnime-li oba subsystémy v téchto vnitinich
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vazbach, model dekomponovaného systému po diskretizaci mizeme napsat ve tvaru

M gip(t) + (Br +wGr)g(t) + Krap(t) = Frt)+ fh,
Msds(t) + Bogs(t) + Ks(t)as(t) = fs, (1)

kde matice a vektory s indexem R (resp. S) prislusi subsystému R (resp. S).
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Obr. 1. Schéma prevodovky

Model subsystému R o poctu stupni volnosti ng = 372 byl sestaven v prostiedi
Matlab [6] dekompozici na t¥i komponenty j = 1,2,3 rotujici tthlovou rychlosti w; —
hnaci hfidel s ozubenymi koly a synchronnimi spojkami S1 a S2 (j = 1), hnany hiidel
s ozubenymi koly a synchronni spojkou S3 (j = 2) a diferencial s pfirubovymi hiideli
(7 = 3). Jeho matice tlumeni a gyroskopickych G¢inkd maji proto blokové diagonalni
strukturu

6 .
Bp = diag(B;) + >_b.C.,Gp = diag (“)”Gj) : (2)
z=1 w

kde matice s indexem j pfislusi komponenté j. Matice tlumeni je doplnéna tlumenim
zubovych vazeb, kde koeficient viskézniho tlumeni ozubeni b, paru spoluzabirajicich kol
a matice C,, definovand napt. v (3.7) v [2] na zékladé vektort geometrickych parametrii
ozubenych kol v zabéru, jsou pfifazeny zubovym zabérim z = 1,2,...,5 jednotlivych
rychlostnich stupnt a pro z = 6 redukci.



Uvazujeme-li jako hlavni zdroj buzeni prevodovky kinematickou tichylku ozubeni pari
ozubenych kol v zdbéru, vektor vnitiniho kinematického buzeni v (1) ma tvar [2]

Frt) =Y. > ALk, + ikw,b,)e™ ", (3)
z k

kde A, je komplexni amplituda k-té harmonické slozky kinematické tchylky v zubovém
zabéru z o frekvenci rovné k-nasobku zubové frekvence w,. Kazdému zubovému zabéru
z je pfifazen vektor ¢, € R"®! | definovany napt. v (3.8) v [2] na zaklad¢ vektori geo-
metrickych parametrii ozubenych kol v zabéru. V prvnim priblizeni jsou tuhost ozubeni
k. a koeficient tlumeni b, v zubovém zabéru z Celnich ozubenych kol se sikmymi zuby
uvazovany v Case konstantni.

Model subsystému S o poc¢tu stupnii volnosti ng = 166816 byl modelovan systémem
ANSYS [5] diskretizaci 4-uzlovymi tetrahedry a osmi uzlovymi solid prvky. Model sub-
systému S, vazaného v roviné priruby skiiné spojky s blokem motoru jakozto ramem, byl
preveden vzhledem k pozadavku fyzikalni kompatibility se subsystémem R do soustavy
SI. Jeho geometrie byla transformovana do kartézského soutadnicového systému z,y, z
(obr. 1) a vnéjsi krouzky lozisek L1 az L6 byly vestavény do skiiné jako jeji soucést.
Soucasti subsystému S je téz vlozeny hiidel a ozubené kolo zpatecky.

Interakce mezi subsystémy je v modelu (1) vyjadfena vektory vazbovych sil f%
(t¢inek R na S) a f§ (a¢inek S na R). Modélnimi transformacemi

qr(t) ="Vrzr(t), qs(t) ="Vsz(t), (4)

kde "V i € R'™ME g MV g € R™™S jsou modalni submatice netlumenych a navzajem
rozpojenych subsystému spliiujici podminky ortonormality, lze model (1) pfevést do tvaru

Bplt) + ("VEBR"V r+ " VEGR"V R)En(t) + "Arealt) = "V (Fa(t) + 7).
Es(t) + "VEBs"Vsis(t) + "Aszs(t) = "VLFS, (5)

kde "Agr a ™Ag jsou modalni submatice netlumenych a navzajem rozpojenych subsys-
témul prirazené poctu mpr resp. mg jejich vlastnich tvart kmitu. Vyjadrime-li v systému
zobecnénych soutadnic q(t) = [gh(t), gL (t)]T globélni vektor vazbovych sil f slozeny ze
subvektortt £& a f$ v linearizovaném tvaru

fo=—-Kcq(t) — Beq(t) (6)

pomoci matice tuhosti K¢ a tlumeni B¢ loziskovych vazeb, model (5) lze prepsat do
tvaru
F(t)+ (B+wG+VTBcV)E(t) + (A+ VIK:V)x(t) = VI £(1). (7)
Model (7) pro mr < ng a nebo mg < ng je kondenzovan do m = mpg + mg stupna vol-
nosti a popisuje kmitani systému v prostoru x(t) = [x%(¢), L (¢)]" modélnich soufadnic
navzajem nevazanych subsystémi. Matice v ném figurujici maji blokové diagonélni tvar
B_|"ViBr"Vk 0 G- |"VrGr"Vr 0
0 diag(2D5Q3) |’ 0 0|’

m"Vig 0 mAr O mVE R
pu— A = pu— R R .
Tlumeni subsystému S pfredpokladame proporcionalni, charakterizované pomérnymi
Gtlumy DY pfifazenymi vlastnim tvarfim kmitu skiiné pievodovky o vlastnich frekvencich

Qs .



3 Transformovana matice tuhosti loziskovych vazeb

Kontakt valivych elementt mezi vnitinim a vnéj$im krouzkem (obr. 2) soustiedime
do bodt H; ; na poloméru r; valivého loziska se stfedem S; . Poloha bodu H; ; je urcena
thlem 9, ; privodice od roviny zy a vzdalenosti & od nejblizsiho uzlového bodu na hrideli
ve sméru osy . U kuzelikovych lozisek s vrcholovym thlem v jednotkovy vektor e;; na
dotykové normale bodu H; ; v soufadnicovém systému z,y, z je

e;j = [sin~y, cosy cos ; ;, cos ysin &; ;)7 (8)

a v axialnim smeéru osy x
ei:jaz = [1 0 O]T (9>

ki; ax

Obr. 2. Loziskova vazba

Vychylky uzlu i na hiideli (u lozisek L1 az L4 jde o st¥ed loziska, u kuzelikovych lo-
zisek L5, L6 jde o stied hmotnosti télesa diferencidlu) usporadame do vektoru g, =
[, vi, Vs, wi, 9;]T a vychylky ve sméru os z,y, z vnéjstho krouzku ve skiini pfevodovky
v kontaktnim bodé H;; uspofddame do vektoru q,; = [z, ¥, z;;]7. Za predpokladu
pricné tuhosti ¢epti hiidele s vnitfnimi krouzky a u lozisek L5 a L6 i tuhého télesa dife-
rencialu, deformaci valivého elementu v bodé H; ; lze vyjadfit v radidlnim a v axidlnim
sméru ve tvaru

dij = egj(Ti,jqz’ - qi,j)J i jow = erm (Ti,jqi - qz‘,j)7 (10)
kde matice
10 —T; COS 5i,j 0 T sin 5i,j
0 0 0 1 =&

transformuje vektor g; na vektor deformace v kontaktnim bodé.
Deformacni energii valivého elementu v bodé H; ; vyjadiime ve tvaru

1

Ei,j - 2

(kigd? ; + ki o, d2 ), (11)



kde k; ; je radidlni a k; ;,, axidlni tuhost vazby v kontanktnim bodé H; ;. Matici tuhosti
této vazby v globalnim soutfadnicovém systému vypocitame z ekvivalence

OF; ;
Nenulovymi subvektory jsou ziejmé
== A;;q,+ Bijq;;, L = Bl.q, + Ci;q; ;- (13)
dq; ! aqi,j ’ ’

kde podle (10) a (11)

T T 5,5 T T 5,3
Aij = kigtit; +kijotij.ti,, € B°, Bij=—(kitije;; +kij.tij.e,;.)€R",

byJax bJax

_ T T 83 4 _ml 4
Ci;=kijei ;e ;+kij,eij.e, . €Rr” t;=T, e, ¢t

Podle (12) a (13) matice tuhosti vazby v kontaktnim bodé H;; ma strukturu

A;; - By
: : (14)
ng o Cyy

pficemz u radidlnich loZisek polozime k; ;. = 0 a u kulickovych a valeckovych loZisek je
v = 0.
Transformovand matice tuhosti viech loziskovych vazeb v (7) mé podle (14) tvar
VI A V.. VLB .V..
VTK V = iR “4ig ¥V iR iRP4,5 YV 0,55
¢ Z XJ: VIsBL.Vip VICi;V,s

7j

e R™™, (15)

kde V,r € R>™® je modalni submatice subsystému R odpovidajici vychylkdm
Us, Vi, Vi, w95 uzlu i a Ve € R*>™s je modalni submatice subsystému S odpovida-
jici vychylkdm x; ;, v ;, 2 ; uzlového bodu H; ;. Transformovana matice tlumeni VIB.V

ma stejnou strukturu, jen parametry tuhosti &; j, k; ;.. jsou nahrazeny parametry tlumeni
b

0,Js bivjaz :

4 Modalni analyza prevodovky

Konzervativni ¢ast kondenzovaného modelu (7) ve tvaru
Ft)+(A+VTKV)z(t)=0 (16)

Ize vyuzit pro vypocet vlastnich frekvenci €, a vlastnich vektorti =, = [(®)7, (5)7]7
prov =1,2,...,m. Vlastni vektory , normované Euklidovskou normou musi byt trans-
formovany podle (4) do vlastnich vektori subsystémi v konfigura¢nich prostorech svych
zobecnénych souradnic na

QF="Vexl ¢ ="VgxS v=12..m (17)

v



Subsystém R | Subsystém S | Pfevodovka || Subsystém R | Subsystém S | Pfevodovka
v | flHz] | v | fJlHz] | v | flHz | v | fLlHz] | v | fL[HZ] | v | f,[HZ]
18 414.9 1 174,5 3 174,5 29 1557 20 2241 14 | 5824
19 | 4672 2 261,4 4 | 261,4 30 1712 25 | 2493 15 | 618,6
20 | 578,8 3| 4577 | 5 | 307,3 35 2835 30 | 3019 | 20 | 875,2
21 | 783,77 4 671,1 6 | 3583 || 40 3733 40 | 3724 | 25 | 1138
22 | 9364 5 799,4 7 | 3753 | 45 5006 50 | 4186 | 30 | 1350
23 1070 6 875,2 8 | 381,7 || 50 6247 60 | 4737 | 35 | 1547
24 1098 7 1143 9 | 417,0 60 9494 70 | 5206 | 40 | 1852
25 1190 8 1198 | 10 | 441,7 | 70 | 13376 | 80 | 5740 | 45 | 2050
26 1370 9 1380 | 11| 457,8 | 80 | 15673 | 90 | 6078 | 50 | 2364
27 1497 10 | 1467 | 12| 460,8 90 | 22461 | 100 | 6530 | 100 | 4618
28 1545 15 1805 13| 577,0 | 100 | 27716 | 150 | 8376 | 150 | 6579

Tab. 1. Vlastni frekvence subsystémii a prevodovky

Pro ilustraci v tab. 1 uvadime nenulové vybrané vlastni frekvence navzajem izolovanych
subsystému a celého provazaného systému (pfevodovky) pii zafazeném 2. pfevodovém
stupni v rezimu pohonu motorem pro hnaci moment M; = 40[Nm/| a kondenzaci systému
na m = 350 stupnt volnosti (mgr = 200, mg = 150).

Vlastni tvary kmit subsystému jsou zobrazovany graficky a to v prosttedi MATLAB
pro subsystém R a v prostfedi ANSYS pro subsystém S.

5 Ustalené kmity vybuzené kinematickymi tchylkymi ozubeni

Ustalené kmity jsou v konfigura¢nim prostoru x(t) popsany partikuldrnim feSenim
kondenzovaného modelu (7) ve tvaru

z(t) =) zk: x, et (18)

Vektory komplexnich amplitud @, ;, vyvolané harmonickou slozkou kinematické tchylky
o amplitudé A, j, jsou podle (3) a (7)

: T
2. = (KW Btike. (B+wG+VTBoV)+ A+ VT K V]| Beklhs +‘§“sz)v “

(19)
Jejich rozdélenim na subvektory xf, € ™! a af, € C™s! pifsluejici subsystémim R
a S a transformaci (4) dostaneme vektory komplexnich amplitud zobecnéngych soufadnic

subsystémi
qgk ="Vg f”f,ka qf,k: ="V msz (20)

Uroven vibract subsystémai vyjadiuji horni efektivni odhady zobecnénych soutadnic

Gi= > D lai"?, (21)

k. . . o
kde ¢, jsou soufadnice vektort quk nebo qfﬁk.



Na zakladé subvektort «f, , «7, a deformaci valivych elementii podle (10) lze vyja-
dfit komplexni amplitudy radidinich a axidlnich vazbovych sil v kontaktnich bodech H; ;
(obr. 2).

REF =k (1 +iBpkw.) (], Virzl, — e[, Vijsxs ), (22)
R, = kijo (L4 180kw.) (81, Viraly — el Vijs@l)), (23)

kde [, je koeficient proporciondlniho tlumeni loziskovych vazeb [8].
Komplexni amplitudy dynamickych sloZek sil prendSengch ozubenim p € {1,2,...,6}
jsou vyjadfeny vyrazem

sz,k = (/{/‘p + 1k:wsz)(—cgqfk + Az,k5 ,Z)7 (24)

kde ¢, . je Kroneckertiv symbol, k, tuhost ozubeni a b, koeficient tlumeni v zubovém
zabéru p.

Uroveti dynamického zatiZeni loZisek a ozubeni pfi soucasném uvazovani vSech har-
monickych slozek kinematickych tchylek ve vSech zubovych zabérech je dana hornimi
efektivnimi odhady pfislusnych sil ve smyslu vztahu (21).

Pro ilustraci na obr. 3 uvadime horni efektivni odhady pfi¢nych vychylek uzli hnaciho
hridele ve sméru osy y pfi buzeni kinematickymi tchylkami Ay = 2,05, Ayy = 1,025,
Agz = 0,683 v zubovém zdbéru z = 2 a Agy = 3,14, Ags = 1,57, Ng3 = 1,05 [y]
v zubovém zabéru z = 6 v zavislosti na otackach motoru n € (1000,6000) [ot/min].
Dynamickou odezvu komponent vnitini rotujici vestavby dynamicky provazané se skiini
prevodovky je mozné konfrontovat s odezvou vySetifenou za predpokladu ulozeni hiideli
a diferencialu k fiktivnimu rdmu na poddajnych podpérach [6], [7].

6000

2000 Otacky motoru [ot/min]

0 1000
Obr. 3. Pri¢né vychylky uzli hnaciho htidele ve sméru osy y
6 Zaveér

Metoda umoznuje analyzovat dynamické vlastnosti prevodovek dekomponovanych na
rotorovou a statorovou ¢ast, provazanou loziskovymi vazbami. Velkou vyhodou metody je



moznost nezavislého modelovani obou subsystémi v rtizném programovém prostiedi (zde
MATLAB a ANSYS). Matematicky model rotorové ¢asti je v dusledku zatrazeni riznych
prevodovych stupit i provoznich rezimi (pohon nebo brzdéni motorem) variabilni.

Tvarové slozita skiin pievodovky, zobrazena po diskretizaci modelem o 10°+10° stupnt
volnosti se vyraznéji uplatnuje v kondenzovaném modelu prevodovky modalnimi vlast-
nostmi ve frekvenc¢nim spektru zhruba dvojnasobném vzhledem k uvazovanému spektru
buzeni a lze ji vyrazné kondenzovat na 10 + 2 - 10? stupiit volnosti. Rotorova ¢ast vy-
kazuje ponékud vyssi hodnoty vlastnich frekvenci a lze ji kondenzovat na nizsi pocet
stupnt volnosti. Kondenzovany model dynamicky provazané prevodovky na troven cca
2-10% = 5 - 10? stupnti volnosti je pouzitelny pro vysetiovani dynamické odezvy na vy-
sokofrekvenc¢ni zdroje buzeni generované v zubovych zabérech. Uroveti kondenzace mo-
delu ptrevodovky zavisi na zafazeném pievodovém stupni (nejnizsi pocet stupii volnosti
vyhovuje pfi 1. pfevodovém stupni a zpétném chodu a naopak nejvyssi pfi zafazeném
5. pfevodovém stupni).

Metoda modalni syntézy s kondenzaci umoznuje efektivné vysettit dynamickou odezvu
v konfigura¢nim prostoru modalnich soufadnic rozpojenych subsystémii a poté ji trans-
formovat do zobecnénych soufadnic subsystémi a graficky ji zobrazovat v prislusném
programovém prostiedi.

Uvedenou metodiku lze vyuzit pro porovnani rtiznych konstrukcénich alternativ nebo
vlivu konstrukénich zmén prevodovek na dynamické vlastnosti.

Prispévek byl vypracovan v ramci vyzkumného zaméru MSM 235200003 katedry me-
chaniky Fakulty aplikovanych véd ve spolupraci s Vyzkumnym centrem Nové technologie
na Zapadoceské univerzité v Plzni.
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