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INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF ASYMMETRY IN
CASE OF THE VIBRATION OF A RESILIENTLY
SUPPORTED PLATE - APPLICATION ON THE VIBRATION
OF VEHICLE II.

Volek J., Ko¢i K., Husak J."

Summary: The symmetry of a mechanical system is a generally received presupposition
at investigation of a vibrating vehicle. The influence of asymmetry on a 2D model is
generally known. The basis for investigation of influence of asymmetry of the rolling
stock is in this paper as the first approximation stated the investigation of the influence of
asymmetry for 3D model - rectangular, rigid, resiliently supported plate. The individual
influences (the different rigidity of springs, the geometrical asymmetry of supporting
elements, the excentricity of the central gravity point and the angular displacement of
main central axes of inertia from the axes of geometrical symmetry) and their
combinations on natural frequencies and the shapes of vibration of the plate are
presented. The equations of motion of free vibration for vertical shifts only are stated
here in matrix form found out from the Lagrange’s equations of 2" type. They were
analyzed two cases of asymmetry and influence of this asymmetry on the time flow of
rotation and on the time of shift during the free vibration. This paper is a sequel of [1]. It
is a next part of ongoing systematic analysis of influence of asymmetry.

Na minulé¢ konferenci byly naznaceny konstrukéni a provozni pfi¢iny nesymetrie a byl uveden
problém jejiho vlivu na kmitani vozidel [1]. Pro prvni orientaci je nutno provést analyzu vlivu
nesymetrie na kmitani pruzné ulozené tuhé desky pii uvazovani nesymetrie rizného druhu. Tento i
predchozi piispévek je soucasti programu podrobné, systematické analyzy pro posouzeni vahy vlivl
jednotlivych pficin nesymetrie a jejich vzdjemné kombinace. V prvnim piibliZeni jsou uvazovany jen
vertikalni posuvy desky. Pro posouzeni vlivu nesymetrie uspotfddani soustavy (nesymetrie ulozeni -
hlavnich centralnich os setrva¢nosti) je z divodu obecnosti volena neprismaticka deska s uvedenymi
pri¢inami nesymetrie.

obr. 1 Nesymetrické ulozeni nesymetrické desky
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Vysledny vertikalni pohyb obecného i-tého bodu desky ve sméru osy Z je dan superpozici vertikalnich
dil¢ich posuvii.
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frekvenci kmitani ® ,, tj. deska je stale rovnobézna s klidovou polohou, viechny body desky maji v

kazdém okamziku stejny vertikalni posuv, pro zvoleny soufadnicovy systém w =z
¢y - uhel natoCeni desky kolem osy Y jdouci téZist€ém, popisuje rota¢ni kmitavé pohyby jen kolem
osy Y - kyvani s uhlovou frekvenci o,

X; — vzdalenost i-t¢ho bodu od osy Y

@ - Ghel natoceni desky kolem osy X jdouci t&Zi§tém, popisuje rotaéni kmitavé pohyby jen kolem osy
X - kolébani s thlovou frekvenci ®,

y; - vzdalenost i-tého bodu od osy X.

Z Lagrangeovych rovnic II. druhu se ziskaji pohybové rovnice volného kmitani desky [1]
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kde jednotlivé prvky a; matice tuhosti jsou v obecném piipadé nesymetrie dany vztahy:
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Pro piipad symetrického uloZeni symetrické desky, tj. pro
a, =B, =1 Ny =n, =0 k; =k0O yi:I 6=0

pohybové rovnice volné¢ho kmitani desky (3) se zméni do tvaru
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Je zfejmé, Zze na zaklad€ piijatych predpokladi symetrického uspotfadani jsou pohyby vzijemné
nezavislé a vlastni thlové frekvence jednotlivych pohybi jsou dany vztahy:
pro posuvny pohyb ve sméru osy Z
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tzn., Ze soustavu o tfech stupnich volnosti je mozno nahradit tfemi soustavami o jednom stupni
volnosti, coz umoziuje experimentalné uréit frekvence sledovanych tii pohybl samostatné tim, ze
pohyb pruzné uloZené skiin€ je umoznén vzdy jen v jednom sméru, resp. kolem jedné osy [3]
Integracni konstanty Z;, Z», @, G, @1, @, se urci z pocateCnich podminek pro jednotlivé pohyby
popsané pohybovymi rovnicemi (4)
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a jejich feseni pro volné kmitani je dano vztahy
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Vysledny posuv libovolného bodu desky ve vertikalnim sméru je podle (1) uréen vztahem
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V obecném pfipadé nesymetrie ur¢ené rovnici (2) se rozepsénim ziska charakteristicka, frekvenéni

[2].
Je proto vhodné nejdiive provést posouzeni vlivu jednotlivych pti¢in nesymetrie v takovych ptipadech

dil¢i nesymetrie, kdy charakteristicka rovnice je druhého stupné pro w’.



Jako prvni pfiklad je dale uveden piipad nesymetrie vzniklé pouze vlivem pootoCeni hlavnich
centralnich os setrvacnosti o thel & od ptivodnich os X, Y.
Piedpoklady: o, =f3; =1 Ny =N, =0 k; =k0O yi:1 0%£0

V tomto piipad¢ pohybové rovnice volného kmitani desky
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Zrovnice (6) je mozno odvodit pomér kruhovych frekvenci ,,, khlavnim centrdlnim osdm

setrvacnosti 1 a 2 a kruhovych frekvenci @, @, k pdvodnim osdm Y a X
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, Dyy je deviacni moment k osam X, Y, kj =2 je
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kde parametr A=

pomér momentd setrvainosti k osam X a Y. Podle Mohrovy kruznice tg20= , kde 0 je

y X
uhel, ktery sviraji osy X a Y s hlavnimi centralnimi osami 1 a 2. (obr. 1)
Dtsledky zavislosti vlastnich frekvenci na hodnotach vstupnich velic¢in definujicich nesymetrii

uspofadani je mozno zjistit z ¢asového priibéhu Ghlovych vychylek . ¢, (t) a ¢y (t)kolemos X a Y.
Obecné feseni volného kmitani definovaného druhou a tieti rovnici soustavy (6) je
¢, (t)=C,coswt+C,sinwt+C;cosw,t+C,sinw,t )
d, () =Cyv, coswt +C,ov,; sinwt +C3V, cosw,t +CyV, sinw,t
Integraéni konstanty C; se uré¢i z poc¢ate¢nich podminek obecné definovanych vztahy:
prot=00,(t=0)=¢,, b, (t=0)=0,,

b, (t=0)=6¢y, b, (t=0)=6¢y,
Parametry V, a V, se ur¢i z pomérti amplitud vlastnich tvar kmitani.

Pro obecné feseni jsou funkce ¢, (t) a ¢, (t) slozité, rozsihlé a milo prehledné [2] proto jsou déle

vvvvv

V prveém piipadé pro ¢y0 =0y = ¢y0 =0 a by #0
je hledana uhlova vychylka ¢, (t) v zavislosti pouze na po&ate¢ni (thlové vychylce ¢, kolem osy X

v pomérném vyjadreni dana vztahem:
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ukazka vlivu hodnot vstupnich veli¢in na casovy prib&h ¢ (t) je v piiloze 1.Vztah (10) spliiuje

.COS W, t (10)

pocatecni podminku ¢, (t=0)=¢ ,.Pfi symetrickém uspofadni tj. D, =00 0=0, pak
W - W, a W, - W, jeuhlova vychylka dana jednoduchym vztahem@  (t) = ¢ ,coso,t.

V ptipadé volného kmitani vyvolaného pocate¢ni podminkou ¢, Z0 je pii symetrickém usporadani
ziejmé ¢ (t) =0, deska kmita jen kolem osy X.

Naopak v pripad€ nesymetrickém tj. D, # 00 &#0, se deska rozkmita i kolem osy Y a thlova

vychylka ¢ kolem osy Y vzavislosti na po¢ite¢nim natoceni §,, #0 kolem osy X je opét

v pomérném vyjadieni dana vztahem
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Prot=0je ¢, (t=0)=0.Pro 0 - 0, W, - w,, W - W, ad (t) -0

Ukazka vlivu hodnot jednotlivych vstupnich veli¢in na ¢asovy prib&h ¢ y(t) je uvedena v priloze 2.

Dale je uveden ptipad dil¢i nesymetrie, kdy uspofadani soustavy je vzhledem k ose X symetrické a
vzhledem k ose Y nesymetrické, tj. plati

D, =00 8=0 e, =00 1, =0 e, 200 N, %0 (12)
ki =k, #k; =k, 0y, =y, #y; =y, a, =a, #l, a; =0, =1 B; =1

potom vztahy pro V}'Ipoéet poméru frekvenci ,, resp. W, pii predpokladané nesymetrii jsou
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Znalost vypoctu kruhovych frekvenci umoziuje vypocet posuvné vychylky z(t) a thlové vychylky
(])y(t) . Za predpokladu (12) je obecné feSeni prvni a tfeti pohybové rovnice soustavy (2) pro volné

(14)
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kmitani analogicky ke vztahtim (9)

z(t) =C, coswt + C, sinw;t + C; cosw,t + C, sinw,t



b, (1) =Cyv, coswt+C,v;sinwt +C;3v, cosw,t +CyV, sinw,t (15)

Integracni konstanty se urci z pocatec¢nich podminek

pro t=0 z(t=0)=z0 ti)y(t=0)=(1)y0
#(t=0)=2z, 0, (t=0)=d,, (15a)
V,Z, — V,Z, —
pakplati Cl — 240 ¢y0 , - 240 ¢y0
V, =V, (Vz _V1)-(*)1
-Vv,z, + -Vv,z, +
C3 — 140 ¢y0 C4 — 140 ¢y0
V, =V, (Vz _Vl)'('o2

parametry V, a V, se opét ur¢i z pomérti amplitud vlastnich tvarG kmitani. Z mnoha moznych
kombinaci pocate¢nich podminek je zvolen pfipad z,, =¢y0 =¢y =0 a z,#0 nejsnadng&ji
realizovatelny pfi experimentalnim feSeni. Pak je mozno vychylku z(t) popsat vztahem
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Vztah splituje pocate¢ni podminku z(t =0) =z, a pro symetricky ptipad a, =1, k, =k;, n, =0

X
je W =Wy a W, =W,

bz » Pak z(t) =z, cos w,, t

Pootoceni ¢, (t) v zévislosti na pocate¢ni podmince z, # 0
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Prot=0je ¢, (t=0)=0. Pfi symetrickém uspofadani k—l =1, 0,=1,n,=0je ¢, ,(t)=0
3
Podobn¢ je mozno uvést dalsi vztahy pro vypocet vychylky posuvil a pootoCeni desky pii pocate¢nich
podminkach. ¢, 20, 2, =0, 2, =0, ¢, #0.

Pootoceni ¢ (t) v zavislosti na pocatecni podmince ¢, # 0
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Pro t = 0 je ¢, (t)=¢,. P symetrickém uspofadani —L =1, a,=1, n, =0 je natodeni
3
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Posuv z(t) v zavislosti na po¢ate¢ni podmince ¢ v % 0
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Pro t=0je z (t= 0) = 0. Pii symetrickém uspotadani k—l =1,a,=1,n,=0,jez(t)=0.
3
Ze vztahi (10, 11, 16, 17, 18, 19) je zfejma zavislost vychylek z(t) a (I)y (t) na hodnotach vlastnich
frekvenci pro rizné druhy nesymetrie podle vztaht (7, 8, 13, 14), jak pii vypoctu ¢asového prubehu,
tak i amplitud harmonickych funkci.

Z uvedenych vztaht je dale prokazéna vzajemna spjatost jednotlivych pohybl podminéna nesymetrii
rtizného druhu. Pti nesymetrickém usporadani soustavy jakakoliv poc¢atecni podminka vyvola ¢asovou

zménu obou kinematickych veli¢in ¢y(t) a z(t) vazanych pohybovymi rovnicemi. Provedenim
analyzy vlivu jednotlivych typd nesymetric umozni lep$i posouzeni chodu vozidel a zhodnoceni

nekterych metod experimentalniho vySetfovani vlastnosti vozidel, napt. metody ,,shazovani z klina*
pro urCeni vlastnich frekvenci vozidla.
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