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KINKING OF FIBERS IN COMPOSITE AGREGATE

Martin J. VALEK, Petr P. PROCHAZKA®

Summary: Kinking or local buckling of fibers is very dangerous phenomenon, which can threaten the
stability of composite structures. This is why mechanical engineers are intensively involved in this
problem and try to find ways how to eliminate such an unpleasant situation. Winding reinforcements
in composites offer a simple remedy: prestressing of fibers. This cannot be applied when treating
classical composites. In our paper we solve push-in problem on a unit cell with periodic boundary
conditions; the fiber is a straight cylinder and the matrix enwraps the fiber in such a way that instead
of square we consider a hollow cylinder. Since the problem is geometrically and physically
axisymmetric, we solve an axisymmetric problem. Moreover, no-tension and Mohr-Coulomb contact
conditions are imposed along the interfacial zone. An example follows the theory.

1. Uvob

Stabilita vlaken v periodické struktufe kompositu je feSena v této praci pomoci Minmax formulace a
Uzawova algoritmu. Problém je fesen jako kontaktni. Uvazujeme Signoriniho podminky a tah nesmi
piekrodit ur¢enou mez pevnosti. Signoriniho problém s Coulombovym zdkonem zistava dlouha 1éta z
matematického hlediska otevieny, stejné tak jako existence jeho feSeni. Hlavni potiz spoc¢iva v uréeni
regularnosti normalovych slozek vektoru napéti podél kontaktni ¢asti. Pro piekonani této obtize pouzil
J. Haslinger v [1] odli$né vyjadieni formy Coulombova zakona. Analyza konvergence, tj. studium
vzajemné relace mezi formulaci problému kontinua a jeho aproximaci kone¢nymi prvky také dosud
chybi. Z hlediska inzenyrského tato nelinearni uloha vsak dava dobré vysledky. V této praci je
nabidnuto mozné numerické feSeni problému, zaloZzené na aproximaci kone¢nymi prvky.

Varia¢ni formulace pro odvozeni mikromechanické baze, explicitné nelokalnich fyzikalnich
rovnic davajicich do souvislosti primérna napéti a pretvoreni pro tfidu ndhodné linedrné pruznych
kompozitnich materiald je pouzita W. J. Druganem a J. R. Willisem v [2]. Autofi ukazuji, Ze pro
dvoufazové kompozity s isotropnim a statisticky unifikovanym rozmisténim fazi, které samy o sob¢
maji libovolny tvar a izotropii, dostdvame fakt, Ze lze urCit velikost jednotkové buiiky, ktera dava
optimalni vztahy mikro a makro-deformaci a napéti. Tohoto faktu je zde vyufito v tom smyslu, Ze
predpokladame optimalni bunku, na které feSime problem.

V [3] je fesen problem velmi podobny nasemu. Rozdil spociva v tom, Ze ve zminéné praci se
jedna o vytahovani vlakna z matrice (pull-out problem), kdeZto v naSem piipad¢ naopak vlakno do
matrice zatlacujeme (push-in problem). Ve [4] se fesi odtrhavani (debonding) matrice od vldkna na
jednotkové bunce. PouZzivaji se podobné kontaktni podminky, jako v této praci, ackoliv u nés se jedna
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o osovy smér, kdezto ve zminéné praci je uloha feSena v pfiéném fezu. V naSem piipad¢ také
nesledujeme celkové vlastnosti kompozitu, zajima nas “pouze®, do jaké miry spoluplsobi vlakno s
okolni matrici.

2. FORMULACE PROBLEMU

Uvazujme problém dvou téles, pruzného vldkna a plastizujici se matrice, jejichz geometrie je popsana
na obr. 1. Prvni ¢ast (vlakno) zaujima v nedeformovaném stavu valcovou oblast ° s hranici /" a
druha cast (matrice) je pokryta oblasti Q" s hranici 77, (duty valec). Vngjsi zatizeni a geometrie
problému umoznuji povazovat problém jako axisymetricky. Ob¢ cCasti jsou situovany v kartézské
soustaveé souradnic 0x;X,; osa X; je umisténa v radialnim sméru k sledovanému télesu a osa X, je osou
symetrie télesa. Obecné predpokladame, Ze napéti v normalovém sméru na rozhrani vlakno - matrice
neni pfipustné v tom smyslu, Ze ob¢€ Casti t€lesa se pronikaji (oboustranné se proniknou) v urcité casti
spole¢né hranice I Naopak, je mozné za piedpokladu piili§ velkych tahovych povrchovych sil
(ptekracujicich mez pevnosti v tahu), Ze dojde k rozpojeni obou fazi. Navic jsou uvazovany zobecnéné
Mohr-Coulombovy kontaktni podminky.
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Obr. 1: Geometrie problému

Zatizeni predpokladame takto. Rovnomérné rozlozena sila p plisobi na jedné stran¢ valce na
vlakno, resp. na matrici, resp. na obé faze. Sila zptusobuje stlaceni fazi, na které plisobi na jejich ¢elo v
normalovém sméru; je uvazovana rostouci, ale aktualné konstantni hodnotou. Samoziejmé zde mame
symetrii kolem vodorovné osy x, tykajici se geometrie i zatizeni, takZze muzeme feSit pouze
dvoudimensionalni axisymetricky problém.

Posuny jsou ptredepsany vektorovou funkci # = [u;, u,] proménnych x = (x;, x,). Ozna¢me Q
=Q’'U Q. Restrikce funkci na ¢arkovanou oblast, resp. dvoucarkovanou oblast je oznacena jednou,
nebo dvéma Carkami, napi. u/ Q" =u"a u/ Q" =u . Hrani¢ni posuvy jsou popsany nasledujicim
zpasobem. Podél hranice 7, stejné tak jako podél hranice s, je zabranéno posuvim x; . Na hranici
I, nejsou povoleny posuny ve sméru X,. Nakonec na hranici /3 jsou predepsany nulové sily, viz obr.
1. Oznaéme mnozinu pripustnych posuvii # na £ vyhovujici okrajovym podminkam na vné&jsi
hranici a rovnajicise #” na Q" a u’ na ' pismenem V (obé hodnoty a prvni derivace jsou
integrovatelné s kvadratem a funkce zcela spliiuji hrani¢ni podminky).

Nejprve studujme nelinearni materialové vlastnosti matrice v obecném tvaru s plastickym
pietvofenim samostatné a podminky na rozhrani nebudeme zatim uvazovat. Vyjadifeme zobecnény
Hooktliv zékon ve forme:

8”[]'(””):L”yklo'”kl"‘ﬂ”zj (1)



kde L’y jsou slozky matice materidlové tuhosti, u”" = &', je matice vlastnich pietvofeni (v tomto
pripadé plastickych pretvoteni). Pro M-H-H plasticitu jsou splnény dodatecné podminky:

O )<0; u"j(pj—0")) <0 prokazdé ¢: O(p)<0 ; u"";do"; =0, (2)

kde

D) = Yas s -k =1-K 3)
a k je materialova konstanta, 6" je napéti, s”° je deviator tenzoru napéti v K, kde K je prostor
pripustnych symetrickych tenzorti napéti, J, je druhy invariant deviatoru napéti.

Tyto podminky musi byt splnény pro plastické pietvoreni v kazdém ptirtistkovém kroku (G je
smykovy modul):

p' = =0 o o pro ®<0
pu'=&=1:26)(\IL-k:VI, pro  ®<0 (4)

Zaved’'me nasledujici prostory:

S={r0K; O(r) <0}

0T, _ . .
M={T|:|K;a——0 v QU yn=p}

X

kde =p"’; jsou slozky povrchovych sil, n; jsou sloZky jednotkové normély.
Z dualniho varia¢niho principu vyplyva, ze feSeni naseho problému, tj. nalézt u a ¢ na Q,
miiZzeme obdrzet minimalizaci funkcionalu:

D(c")="%A(6",6") - J'r,, u,on, dIl

na mnozin¢ ¢’ z S N M, o niz pfedpokladame, Zze neni prazdna. [, je ¢asti [, kde pole posuvii

U =u je dané. Bilinearni forma A(.,.) je formulovana takto (A se shoduje s elastickou materialovou
matici tuhosti — tenzorem ctvrtého tadu):

Ao, 7) = IQ A 0,T,,dQ

Pouzitim Fenschelovy transformace, [5], a cylindrickych soufadnic dostaneme vnitini energii na Q"
takto:



2n J'Q,, (€ - L(e -&")x;dx;dx;

kde & spliuje (4).

Nyni zahrneme také podminky na rozhrani. Pfedpokladejme, Ze se pohybujeme v oblasti
platnosti teorie malych deformaci, pak je postacujici formulovat zakladni pfechodové podminky
nasledujicim zptisobem (Signoriniho podminky):

[]= uy" -uy”" <0 na I (5)

OznaCme
H={u v V;[u],< 0 na [},

Mnozina H je kuzel ptipustnych posuvil splitujicich zakladni okrajové a kontaktni podminky.

Vime, ze oblast 2 je rozdélena na dvé ¢asti Q" a Q°". Ponechame napéti a deformace v téchto
¢astech, které jsou zatizeny separatné a v tomto okamziku jsou oddé€lené. Pak pro vektor kontaktnich
silA = (4;,4,) musi platit:

A+ =0. (6)

Celkova energie J této soustavy je
J(u, 2)=M(u) —1(4, u), I(u)= % a(u,u) , (7), (7a)
(A, u)= 2naZJ‘rt_ Aifu], + {(A3-2) - A [ul)dl, [uli Sui—u'y k=1,2 (7b)
a(u, u) = 27tJ'Q, (s')TL's' dx,dx, +
+2n J'Q,, (€ -)L(e -&)x;dx;dxs, (7¢)

r_ DBy, Bu, w, Ou,  Bu, [ ®)
Px, Ox, x, 0x, Ox, [

a L jsou matice pruznostnich konstant, 2 je oblast vytvorena sou¢tem vSech podoblasti. Koeficient
21t musi byt uveden protoze se jedna o kruhovou symetrii. Je nezbytné podotknouti, Ze podle nasich
predpokladt je [y  dvourozmérna plocha (zatimco dI; je diferencial plochy) a sily v
axisymetrickém problému zaviseji na poloméru. V (7b) se piredpoklada, Ze kontaktni sily jsou
aproximovany po kontaktnich prvcich 7', i=1,...,n. Symbol (.)" oznaduje kladnou &4st argumentu.

Abychom dokoncili formulaci naSeho kontaktniho problému, soustiedime se na aproximacni
feSeni. Posuny jsou opét popisovany vektorovou funkci u = (u; , u,) proménné x = (x;, x,). Povrchové



sily na okrajich Castic jsou oznaeny 4 = (4, 4,). Za ptedpokladu teoriech malych deformaci bude
dostacujici formulovat hlavni podminky na kontaktu nasledujicim zptsobem (Signoriniho podminky):

[u], = ulz - u; < 0 skoro viudena ™", )
kde I'', i =1, .., n jsou nyni okraje (hranice) mezi pfilehlymi ¢asticemi, u, je normalovy posuv, i
probiha v§echny spole¢né strany ¢astic, n je pocet spoleénych prvki na kontaktu.

Ozna¢me
K={ulOV,[u], <0 skoroviudenal",i=1,..n}

Mnozina K je kuzel dovolenych posunii, které vyhovuji geometrickym okrajovym podminkam a
podminkam na kontaktu.
Zaved'me prostor ptipustnych povrchovych sil A, na I"*, pro Problém:

A = {J je kvadraticky integrovatelna vektorova funkce na I,
jestlize u, = u, na I'", pak 4,<Ona I'';
jestlize |)\1| ST, —Atg@K (A, ), pak existuje kladna konstanta a; 4, =-a[u]; ,
jestlize 1,> A5, pak 1, = 1, = 0} (10)

kde 13 je pevnost v tahu, @ je uhel vnitiniho tieni a K je zobecnéna Heavisideova funkce, majici

hodnotu nula pro kladné argumenty a je rovna jedné pro zaporné argumenty.
Nyni mzeme tuto tlohu formulovat ve formé lagrangeovych multiplikatort A:
Je tfeba najit dvojici {u, A} tak, zeu U K a A1 Aa

Jwu,2) £ Jw,4), provsechnyw 1K , (11)
I, u) < I, u), provsechnyn A, (12)

Tato formulace vede na velmi rychly Uzawiv algoritmus, ktery uzivame v upravené verzi také
v této préaci.

3. RESENI METODOU KONECNYCH PRVKU

Z piedchoziho paragrafu mizeme usuzovat, ze problém je linearni v kazdé oblasti Q° a Q7
respektive v kazdém stadiu pevnych hodnot & . Linearita feSeni je porusena podél kontaktni plochy I
kde podminky spojitosti posuvil jiz nejsou nezbytné platné po celé této hranici, pouze podminky
rovnovahy (6) zistavaji v platnosti.

Reseni axisymetrického problému po diskretizaci hranic obou oblasti na elementy s linearnim
rozdélenim napéti vede na feSeni dvou linearnich algebraickych systémii na kazdé podoblasti:

K ui=f", K w'o=f" (13)

a také



u’}\‘:D’}\‘l” ””)\:D”;\'i”, U”:Dplb‘pl. (14)

Vektory A4 a f jsou zatéZovaci vektory, které odpovidaji vlivu dosud neznamych sil na rozhrani a
vnéjSimu zatizeni vyjma plastického pretvoreni, naopak U’" je vektor pfemisténi uzlovych bodi na
rozhrani od vlivu plastické pietvoteni v jednotlivych prvcich oblasti 2" a D jsou pfic¢inkové matice,
které odpovidaji jednotkovym zatiZenim, nebo plastickym pfetvofenim v prvcich. Relace (14)
vyjadiuje specialni pfipad Analyzy transformaniho pole, [6]. Jeji vyhody spocivaji v apriori
vypoctenych maticich D a poté v jejich jednoduchém ptrenasobeni aktualnimi veli¢inami zatiZeni,
nebo plastického pretvoreni béhem iterace.

Pretvofeni u#” a wu’" muZe byt vypocteno na zacatku feSeni a zlstava stale stejné behem
iterace. VSechny vypoctové stavy musi respektovat kontaktni podminky na rozhrani 7.

Je nezbytné fici, ze diskretizace hranic obou oblasti musi byt provedena tak, aby byla splnéna
ekvivalence uzll podél spolecné kontaktni hranice /", tj. musi existovat jednotné umisténi uzlt
diskretizovaného rozhrani /" na hranici oblasti ©Q = a Q. Po zavedeni geometrickych hrani¢nich
podminek se matice tuhosti stava regularni, takze existuje jednoznacné eSeni kazdého problému (13).
Slozky vektori 4" a 4’ jsou definovany pouze v uzlovych bodech kontaktu /" . Pro kazdy vektor
(13), mohou byt extrahovany slozky odpovidajici sméru souradnicovych os na hranici /. Piecislujme
uzlové body tak, aby prvni Cisla v potadi byla pfifazena uzliim, lezicim na hranici /. Tak jako feSeni
u’y au’’y mize byt vypocitano predem, také [us]; a [u], jsou zndmy v kazdém iteracnim kroku. V
prvnim iteraénim kroku vezmeme ' = A= [u;], = [u;], = 0 a predpokladdme pruzny stav. Vyberme
néjaké vhodné kladné ¢islo p a pouzijme ho pro ziskani aktudlnich kontaktnich sil na hranici 1 :

A=p {2+ p([ufd: + [wa] +Uy) }
(15)
Z=P A2+ p(ludy + ]+ Uy}

Pfipomeiime, Ze slozky vektoru A' jsou uzlové sily ve sméru x; v uzlovych bodech kontaktu I’
zatimco slozky vektoru A% jsou uzlové sily ve sméru x, v uzlovych bodech na hranici I. Operator P, je
projektor do pfipustné mnoziny A. Poznamenejme, Ze nepotiebujeme testovat geometrické podminky,
nebot’ ty vyplyvaji pitimo z algoritmu. V nejobecnéjsim piipad€ je nezbytné splnit podminku (11) a
projektovat "Spatné feSeni" do pfipustné mnoziny A. Existuje nékolik zpisobu této projekce. Jako
nejjednodussi se jevi tento: v kazdém bodé piipustné mnoziny Cisel uzlovych bodd na I testujme
nasledujici kroky:

1. ' <072 Neni-li, poloz . ' =2>=0, jdina 3.
Je spInéna podminka Mohr-Coulombova zakona ? je-li poruSena, projektuje se smykové
napéti ve smylu (10).

3. Pro nasledujici uzlovy bod z ptfipustné mnoziny indexti jdi na 1)

Aby byla zachovana rovnovéaha na kontaktu, polozime 4" =-1"" =21 . Dale, v rovnici (14) nasobime
D’ pomoci A, abychom dostaliu#’, a D’", pomoci 4"", abychom dostali #""; , zatimco U"’ tak jako
u’yau’’y zastavaji nezménény. Tuto proceduru opakujeme, dokud jsou mezi obéma vektory
povrchovych sil vyznamné rozdily.

Shrnuti numerické procedury pro dané plastické pietvoreni
(tj. také U" je dana):

1. Vypocet pti¢inkovych matic funkci D', a D",
2. Necht 2'=22=[u;], =[u;],=0.



Pro dané pravé strany ve (13) feSime tyto rovnice pro nezndimé u s au”’s .

Zu'rau"y vybereme Cleny spojené s kontaktem /"; vypocteme [u/]; a [u/], .

Vypoéteme A' a 2 z (15).

Testujeme ptipustnost sil podle dfive uvedeného schématu. Upravime hodnoty sil na kontaktu.
Vytvotime vektory u’, a u’’; z (14), pouzitim pri¢inkovych matic D', a D", z vektort [u;], a
[u;]2.

8. Test konvergence (napfiklad testujeme zmény [u;]; a [u;], mezi aktualnim a pfedchozim
iteracnim krokem, s pouzitim Eukleidovské metriky. Je-li konvergence uspokojiva, skon¢ime,
jinak opakujeme iteraci od kroku ¢islo 5.

Nk w

Procedura je obecn¢ velmi jednoducha, ale striktn€ zavisi na vybéru relaxacniho parametru p ve (15).
Teoreticky je zaruCeno, ze proces konverguje po vybéru urcitého vhodného kladného ¢isla p, viz [5].
V jednotlivych problémech mize byt ovlivnéna vybérem tohoto parametru. Je-li parametr pfili§ maly,
je konvergence zarucend, ale je velmi pomala. Je-li parametr pfili§ velky, proces osciluje a dokonce
mize divergovat. Z teoretického hlediska miizeme tento algoritmus povazovat za metodu, jak nalézt
pevny bod v mnoziné A.

V piipadé uvazovani vlivu plasticity, na za¢atku vytvorime pii¢inkovou matici D”. Potom
zatizeni 4" je dano podél rozhrani z predchoziho vypoctu. Napéti mize byt vypocteno v kazdém
kone¢ném prvku. Potom deviatorické napéti v (3) vyjadiuje hodnotu funkce plasticity ® a rozlozeni
plastickych pretvoreni v prvcich odpovidajici (4). Uzitim tfetiho vztahu z (14) dostaneme U™".

3. VYSLEDKY NUMERICKYCH EXPERIMENTU

V numerickém modelu jsou brany do uvahy nasledujici vlastnosti vladken a matrice kompozitniho
materidlu:

Vlakno: Youngtv modul pruznosti Ef = 772 GPa, Poissonovo ¢islo ve= 0,25

Matrice: Youngiv modul pruznosti E,, = 96,56 GPa, Poissonovo ¢islo v, = 0,3

Vlakno ma pramér 71,36 um, matrice ma vn&jsi pramér 130 um. Délka studovaného valce je 400um.

Uhel vnitiniho tieni je 30°a smykova pevnost T , je 8 MPa. Pevnost v tahu p* je 3 MPa .

Tyto hodnoty jsou zadavany do pocitacového programu, ktery vychazi z geometrie, ukazané
na obrazku ¢. 2. Problém je fesen v 2D jako osové symetricky, poCet uzlovych bodi na kontaktu je 57.
Celkovy pocet uzlti matrice je 855, u vlakna byl pocet uzli stejny. Uzly jsou zhu$tény na vSech
okrajich defini¢niho oboru. Na obr. 2 jsou také ukazany prubéhy kontaktnich sil v pfipad¢ linearné-
pruzného materialu obou fazi.

4. ZAVER

Tento ¢lanek je vénovan studii chovani skelnych vlaken v epoxidové matrici kompozitnich materiald,
a zvlastni pozornost je vénovana vtlaCovani vlakna do matrice. Tento problém se uzce vaze na
posuzovani lokélniho bouleni vlaken (kinking), které je velmi nebezpecné pro inosnost kompoziti. V
pfipad¢é navijenych vlaken se zavadi predpéti pomérné prirozenym zpusobem, kdezto u primych
vléken je predpinani podstatné nakladnéjsi. Toto je také dlivod, pro¢ se inzenyti z oblasti mechaniky
kompoziti velmi vénuji této problematice.

V této praci je feSen problem vtlacovani (push-in) pomoci metody kone¢nych prvku a
Uzawova algoritmu na jednotkové bunice v periodickém kompozitu, jejiz tvar je volen jako kruhovy
(misto ¢tverce). Je to z dvodu moznosti piesnéjsiho vypoctu a rozmérové redukce na 2D (je feSen
osov¢ symetricky problem). Na kontaktu obou fazi se pfedpokladaji Mohr-Coulombovy podminky a
vylouceni tahu, ktery pfesahuje tahovou pevnost.
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Obr. 2: Geometrie, zatizeni a prub&hy kontaktnich sil.
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