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THE INFLUENCE OF STRESS TRIAXTALITY IN
DUCTILE LIGAMENTS OF CRACK UPON THE
FRACTURE TOUGHNESS

Urbis Radek, Michal Kotoul *

Summary: The model of reinforcing mechanism which improves the fracture toughness
of brittle matriz composites reinforced by ductile particles is analyzed. The particles form
a bridging zone and, thus, constrain the crack opening. The stress-crack opening displace-
ment relationship relies upon the constant volume plastic flow of the particles according to
the model suggested recently by Rubinstein and Wang [1]. This model incorporates in a cer-
tain way also the particle/matriz interface properties. The particles are allowed to deform
using several different patterns which correspond to the particular strength of the par-
ticle/matriz interface. Contrary to Rubinstein and Wang’s work the triaziality of the stress
state within particles is considered and its impact on the critical crack opening displacement
1s included. The fracture criteria are analyzed for several combinations of micromechanical
parameters of composite system and the resistance curves are presented.
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Uvod

Tento piispévek navazuje na naSe piedchéazejici prace [2]-[4] zabyvajici se problematikou
stability trhlin v kompozitnich materidlech tvorenych kiehkou matrici zhouzevnaténou distribuci
¢astic schopnych plastické deformace.

7 fyzikalnich Gvah je zfejmé, Ze rostouci tvarnost Castice, tedy rostouci kritické protazeni
plastickych miistki, priznivé ovliviiuje vyslednou lomovou houzevnatost kompozitu. Sama vy-
sokd tvarnost Castice ale nestaci, protoze geometrické stisnéni ¢astice okolni matrici nedovoli
rozvoj vyznamnéjsich plastickych deformaci v celém objemu c¢astice. Plastickd deformace se pak
lokalizuje jen v tenké vrstvé lezici v roviné trhliny a kritické otevieni trhliny Ac pro pretr-
zeni této vrstvy je nizké. Na druhou stranu nizka pevnost rozhrani by vedla k celkové dekohezi
Castice a Ucinek premosténi trhliny by byl nevyznamny. Nedoslo by k Zddnému zvyseni lomové
houzevnatosti kompozitu.

Autofi Rubinstein a Wang [1] neddvno navrhli jednoduchy mikromechanicky model defor-
mace premostujici sférické ¢astice v zavislosti na pevnosti rozhrani ¢astice/matrice. Pfedpo-
kladaji, Ze ta C¢ast objemu Castice, kterd je podrobend plastické deformaci, se neméni. Pevnost
rozhrani ¢astice/matrice je charakterizovana prostiednictvim geometrického parametru (kiivost
 zvoleného parabolického profilu), ktery ovliviiuje vysledné pretvoreni ¢astic a je zaveden do
modelu tak, aby tvar pretvorené ¢astice odpovidal numerickym vysledkim, které obdrzel Tver-
gaard [5], [6] pomoci metody kone¢nych prvki, viz obr. 1.

Sledujme obr. 2; puvodni sférické ¢astice vytvari v priabéhu deformace kréek s parabolickym
profilem. Oznacime-li pomoci r polomér nosného priifezu ¢astice a pomoci y vertikalni soutradnici
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Obrazek 1: Tvar pretvorené Castice pro koeficient zpevnéni n = 0,1 a razné hodnoty normova-
ného otevieni trhliny a) A/2R = 0,102, b) A/2R = 0,304. [5].
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Obrazek 2: Tvar deformované ¢astice pro rizné hodnoty kiivosti zvoleného parabolického profilu
Kk = 0 - slabé rozhrani, K = 2, kK = 20 stfedné pevné rozhrani a x = 100 pevné rozhrani.

prusecéiku parabolického kréku s nedeformovanou sférickou ¢astici inkluze, muzeme tyto veli¢iny

svazat vztahem
r_ 1_<g_M)2_ﬁ<g)2 W
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kde x predstavuje kiivost zvoleného parabolického profilu % =5 (%)2 + % - (Pozn. souradnicovy
systém z',y md poCatek ve stiedu Cdstice.) Z obr. 2 je vidét, Ze tento parametr determinuje
rozsah dekoheze rozhrani ¢astice/matrice. Je tedy v tésném vztahu s pevnosti tohoto rozhrani
a lze jej uzivat jako jeden z kompozitnich parametrii. Poznamenejme, Ze zaporné hodnoty kiivosti
K odpovidaji parabole otoc¢ené o 180 ° a popisuji iplnou dekohezi ¢astice a matrice, ¢imz je ovsem
priznivy vliv ¢astic na zvyseni lomové houZevnatosti ztracen. Dalsi rovnice pro stanoveni r,y
a otevieni trhliny A(p) vyplyvaji z pozadavku konstantniho objemu béhem plastické deformace
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Na rozdil od Rubinsteina a Wanga [1], ktefi predpoklddaji konstantni mostici napéti pro
vSechny premostujici ¢astice lezici podél celé délky piemosténi [, za Celem trhliny, nahradime
tyto izolované mustky kontinuem s efektivnim normélovym napétim oy . Pomoci rovnic (1) a (2)
vyjadiime zavislost efektivniho normélového napéti og na velikosti otevieni trhliny A a pevnosti
rozhrani ¢astice/matrice pro rtizné hodnoty kiivosti x. Do modelu je navic zahrnut vliv stavu
trojososti napéti v kréku premostujici ¢dstice pomoci Bridgmanova odhadu i vliv zpevnéni této
Castice. Stejné jako Rubinstein a Wang [1] predpokladame, ze délka trhliny a je znalné vétsi
nez délka premosténé zony, tj. I, << a. Pak je mozné piijmout model polonekonecné trhliny




v homogenizovaném prostiedi, pficemz zatizeni ve vzdalenych bodech je zaddno pomoci metody
hranicni vrstvy, tzn. Ze napi. pro napéti oy, plati oy, = KN /\2nz pro x >> I,y =0, kde K¥ je
nomindlni (aplikovany) soucinitel intenzity napéti od vnéjsiho zatizeni, ktery mtize byt stanoven
feSsenim odpovidajici okrajové tlohy na makrotrovni, napt. metodou kone¢nych prvki.

1 Matematicky model

Efektivni norméalové napéti og lze svazat se silou P prendSenou jednim plastickym mustkem
nasledujicim postupem: oznacime pomoci R pocatecni polomér ¢astic a pomoci [ stiedni mezi-
Easticovou vzdélenost. Pak o = P/I2 = P/R2 [3f/(4m)]*/%, kde f je objemovy podil &stic. Silu
prenésenou jednim plastickym miistkem lze vyjadrit pomoci stfedniho axidlniho napéti v kréku
Castice o; a okamzitého poloméru nosného priifezu ¢astice r jako P = mr2oy . St¥edni axidlni
napéti o1 lze odhadnout pomoci Bridgmanova feseni:

op =o0f(14+2R/(kr))In(1 + rr/(2R)) , (3)

kde o; je deformacni napéti v podminkach jednoosé napjatosti, které vyjaddiime pomoci
Ramberg-Osgoodova vatahu of/o, = (e/e,)", kde o, je mez kluzu Castice, e, = 0y/E, (E,
je modul pruznosti v tahu ¢astice) je odpovidajici hodnota osové deformace, kterd je zvolena
analogicky jako v praci Tvergaarda [5], e, = 0,005 a n je koeficient zpevnéni Castice. V tomto
¢lanku se omezime pouze na piipad nezpeviujicich ¢astic, tj. n = 0. Osovou deformaci ¢astice
e mizeme vztdhnout k pocatecnimu poloméru éastice a k okamzité hodnoté poloméru kréku

vztahem
e=2In(R/r) . (4)

Vysledné efektivni normélové napéti oy lze odhadnout jako
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Do tohoto vztahu dosadime numerickou zavislost r/R = f(A/R;k), kterd vyplyva z rov-
nic (1) a (2) a je zndzornéna na obr. 3. Pribéh normovaného efektivniho norméalové napéti

oo/ [ay(Bf\/E/4)2/3] podél premosténé zény v zavislosti na A/R je vynesen v obr. 4 pro néko-
lik hodnot kfivosti zvoleného parabolického profilu £ a n = 0. Tyto kiivky byly aproximovany
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Obrazek 3: Zavislost normovaného poloméru Obrazek 4: Zavislost normovaného efektivniho
nosného prirezu ¢astice r/R na A/R pro né- normalového napéti na A/R pro nékolik hod-
kolik hodnot kiivosti k. not kiivosti .



metodou nejmensich ¢tverct linedrni funkei vzhledem k /A/R, tj.

oo/ [0y BFVT/49] = —ay/A/R+b, (a>0,0>0). (6)

Jednotlivé aproximace nejsou na obr. 4 vyneseny, protoze jsou jen stézi rozeznatelné od nu-
mericky ziskanych kiivek. Odmocninova zavislost normovaného efektivniho normalového napéti
na otevieni trhliny dovoluje pouzit metodu asymptotického rozvoje podle malého parametru pro
feseni vysledné singularni integralni rovnice.

Analyticka formulace je zalozena na technice rozlozeni hranovych dislokaci a metodé hranicni
vrstvy, kterd umoznuje matematicky zachytit vnéjsi zatizeni, viz vyse. Premosténa zdéna trhliny
je modelovdna pomoci spojitého rozlozeni hranovych dislokaci a volné povrchy trhliny jsou
modelovany pomoci zrcadlovych potencidli. Podminka rovnovihy podél premosténé zény vede
k singularni integralni rovnici pro nezndmou hustotu Burgersova vektoru b, (r) = —dA(z'")/dz’.

Po transformaci soufadnic bodt premosténé zény p = 2/x/l, — 1, integraci per partes a dalsich
algebraickych upravach dostavame silné singularni integralni rovnici pro nezndmou normovanou
velikost otevieni A(p')/R ve tvaru

%1 A(p') dp' +/1 A(p) o _
-1 R (p=p? Jaa R (p+2+0)?

_ _2(%};’2) {\/ﬂ\/l;k}v — 7(p+ D)oo (%)] , (7)

kde symbol # oznacuje ,konecnou ¢ast“ silné singuldrniho integralu v Hadamardové smyslu,
FE je modul pruznosti v tahu kompozitu a v je Poissonovo ¢islo kompozitu.

2 Numerické feSeni

Dosadme aproximaci normovaného efektivniho normélového napéti ze vztahu (6) do rovnice
(7) a formalné tuto rovnici prepiSme na tvar

LYy [A(p)/R] + A(p)/ Alp) /R = A (p) , (8)

kde L1, je integrdlni operator definovany rovnici (7), A(p) a A’'(p) jsou linedrni funkce, piicemsy
Alp) = alp+1), N(p) =eb(p+1) — &', kde

2/3
2m(1 — v?) 3fVm L ;21 =) b N
= 2 == Vor LY.
c E Uy( 4 R E "RI )

Pro e < 1, coz vyhovuje Sirokému intervalu materidlovych vlastnosti, hleddme feseni nelinearni
singuldrni rovnice (8) ve tvaru asymptotického rozvoje podle parametru e

N

A(p)/R=D>Pdp(p)/R, p(p) =0 pro p=1. (10)
p=0

Dosazenim (10) do (8) a po uréitych tpravach algebraickych vyrazti obdrzime systém rekurent-
nich linearnich integralnich rovnic pro koeficienty u odpovidajicich mocnin parametru . Regeni
pro jednotlivé funkce se uvazuje ve tvaru ¢,(p) = 1 —p Fp(p), kde Fy(p) = 37, apip’ | viz
Urbis a Kotoul [4]. Vliv po¢tu ¢leni asymptotického rozvoje vyrazu A(p)/R je zndzornén na
obr. 6 pro k = 0,5, f = 0,25, kK = 2 a dvé hodnoty normovaného kritického otevieni trhliny
Ac¢/R. Neptedpokladdme, 7e by se pomér meze kluzu ¢astice a modulu pruznosti v tahu kom-
pozitu o, /E a Poissonovo ¢islo v vyznamné ménily pro rtizné kompozitni systémy a proto nebyl
jejich efekt detailné studovan. V préaci se uvazuji typické hodnoty o,/E = 0,001 a v =0, 2.
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Obrazek 6: Zména poloviny normalizovaného otevieni trhliny podél premosténé zény s ohledem
na rizny pocet ¢lentt asymptotického rozvoje v rovnici (10) proa) A¢/R=0,1,b) Ac¢/R =0, 3.

Vztah pro lokalni soucinitel intenzity napéti K }OC vyjadiime pomoci standardnich vztaht:

E A K E1 A
Klok — lim VTA(p) __ Kic 1m mA(p)/R

2(1 = v?) p=1- \/2lp(1 —)p+3) SL—1A) oy k- \/(1 —p)(p+3)/R

(11)

kde Kjc je lomova houZevnatost matrice a k = 12%/0 > je dalsi kompozitni parametr, ktery
je kombinaci lomové houZevnatosti matrice, meze kluzu ¢astice a pocateéni poloméru éastic.
O rustu trhliny v matrici rozhoduje hodnota lokalniho soudinitele intenzity napéti K }"C, ktera
musi dosdhnout lomové houZevnatosti matrice Kjc. Délka pfemosténé zony I, je zavisld na

velikosti kritického otevieni trhliny Ao . Kritéria stability trhliny pak jsou

Kl =Ko, A=Ac. (12)

3 Numerické vysledky a diskuse

Rovnice (12) byly feSeny vzhledem k nezndmym K> /Kjc al,/R pro rizné kombinace kom-
pozitnich parametrt k, k, Ac/R, f, 0y,/E a v. Refeni pro KV /K¢ ozna¢ime symbolem
(K} /K1c)ess - Tato veli¢ina, kterou nazyvéme efektivni lomovou houzevnatosti kompozitu, po-
pisuje tcinek distribuce ¢astic na zlepseni lomové houzevnatosti kompozitu. Na zdkladé rovnic
(12) lze nyni studovat vliv riznych parametr modelu na (K7 /Krc)esy -

Abychom mohli srovnat nase numerické vysledky s jinymi vysledky publikovanymi v li-
teratute, pouzijeme néasledujici strategii; pro danou hodnotu kfivosti x vypocéteme neznidmé
K¥/Kic a l,/R jako funkce normovaného kritického otevieni trhliny Ac/R na intervalu
0 < Ac/R < Apz/R, kde Apyez/R je prisecik normovaného efektivniho normélové napéti
s vodorovnou osou, viz obr. 4. Tyto vypocty jsou provedeny pro nékolik hodnot objemového
podilu ¢astic f a kompozitniho parametru k. Tedy pro kazdou hodnotu A¢/R (f a k jsou
konstantni) dostdvdme dvojici hodnot (K} /Krc)efsr a lp/R, které dovoluji vynést zévislost
(K}V/ch)eff na l,/R pro rizné hodnoty Ac/R, viz obr. 7. V§imnéme si, Ze pro konstantni
hodnotu f dostavame vys$si lomovou houzevnatost kompozitu pro niz$i hodnoty parametru k, tj.
pro vétsi ¢astice v daném kompozitnim systému. Stejny trend byl zjistén Rubinsteinem a Wan-
gem [1].

A7 doposud se kritické otevieni A¢/R uvazovalo jako nezavislé na trojososti napéti, ktera
je funkci kfivosti . Provedeme nyni srovnan{ efektivn{ lomové houzevnatosti (K7' /Krc)ers pro
rizné hodnoty kiivosti x a odpovidajiciho stavu trojososti napéti pomoci mikrolomového kritéria
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Obréazek 7: Zavislost efektivni lomové houZzevnatosti kompozitu (K /Krc). ¢ na normalizované
délce pfemosténé zény [,/ R pro rtzné hodnoty parametri f, k a &.

pro pretrzeni tvarnych ¢astic. Predpokladame, Ze k pretrzeni kréku tvarné ¢astice dochazi spo-
jenim mikrodutin vzniklych na nehomogenitach materidlu ¢astice. Vyjdeme z kritéra zalozeného
na Rice-Traceyho rovnici [7] pro rust sférickych dutin. Integraci této rovnice za predpokladu, ze
stav napéti neni ovlivnén rostouci dutinou, obdrzime pro ekvivalentni lomovou deformaci ey,
vztah

@)/
I = 538 oxp [(3om)/(200g)] 13)

kde oy, je hydrostatické napéti, o, je von Misesovo ekvivalentni napéti, Ep je stfedni vzdélenost
nehomogenit a 7 je stfedni pocatecni polomér nehomogenit. Pro jednoosy stav napéti v ¢astici
odpovidajici kiivosti £ = 0 je oy, /0eq = 1/3. ProtoZze chceme pouze provést srovnani lomové
deformace ¢astic s rtiznou kfivosti parabolického krcku, tj. s riznou hodnotou soucinitele tro-
jososti napéti oy,/0.,, nepotiebujeme znat absolutni hodnotu ekvivalentni lomové deformace
a tedy ani podil mikrostrukturnich parametrt Ep /7. Budeme postupovat takto: ekvivalentni
lomovou deformaci €y, miiZzeme vyjadiit v zdvislosti na poc¢atetnim poloméru ¢astice a hodnoté
poloméru kréku v okamziku lomu pomoci rovnice (4). V piipadé kiivosti x = 0 rovnice (13)
vypada néasledovné

(7)., = s i 1

Rovnice (1) a (2) poskytuji zavislost /R = f(A/R), viz obr. 3, kterd dovoluje (14) pfepsat na
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Rovnice (15) udava hodnotu normovaného kritické otevieni trhliny Ac/R pro x = 0. Uvazujme
nyni pi¥ipad x # 0. Po dosazeni vztahii (3) a 0y, /0eq = 01/0f —2/3 do rovnice (13) dostavame

R
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ktery lze pomoci vztahu (15) upravit na tvar
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Obrazek 8: Zavislost normovaného kritického
otevieni trhliny pro (Ac/R) x>0 na (Ac/R)x—o
pro nékolik hodnot kiivosti .

>exp [% (1+%)ln(l+%)—l]'

(17)

Vsimnéme si, 7ze pro dané (A¢/R)x=o a k mu-
zeme z rovnice (17) vypocist hodnotu (r/R)¢,
a z relace r/R = f(A/R), viz obr. 3, ur¢it ve-
likost kritického otevieni trhliny (Ac/R)x>0 -
Vysledky téchto vypocti jsou znazornény na
obr. 8, ktery ilustruje vztah mezi (Ac/R)x>0
a (Ac/R)x=0 pro nékolik hodnot kfivosti & .
Z obr. 8 vyplyva, ze kritické otevieni trhliny
(Ac/R)x>0 je pro vétsi hodnoty kiivosti w
znacné mensi nez (A¢/R)x=o diky vlivu tro-
jososti napéti v kréku premostujici ¢astice.
Nyni muzeme srovnavat hodnoty efektivni
lomové houZevnatosti kompozitu pro rizné
hodnoty kfivosti x a s ohledem na vliv trojo-
sosti napéti na velikost kritického otevieni trh-
liny. Vysledky z obr. 8 spolecné s predchozimi
vypolty (K /Krc)ess 7 rovnic (12) vedou ke

vztahtim mezi (K}V/KIC|K20)eff a (A¢/R)k=o zndzornénym na obr. 9. Nezivisle proménnd
(Ac/R)x—op charakterizuje tvarnost mosticich ¢astic pii jednoosém stavu napjatosti. Obr. 9
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Obréazek 9: Zavislost (K} /Kc|a>0)ers na (Ac/R)x—o popisujici stav trojososti napéti v kreku
premostujici ¢astice na kritickém otevieni trhliny pro k = 0,5, f = 0, 25.



dokumentuje dva protichiidné vlivy pevnosti rozhrani ¢astice/matrice. Mensi pevnost rozhrani,
tj. nizs$i hodnota kfivosti x, dovoluje vyssi hodnoty kritického otevieni trhliny a tedy vede k vyssi
lomové houZevnatosti kompozitu. Soucasné vSak nizsi stav trojososti napéti v tomto pripadé
odpovida niz$i hodnoté efektivniho normalového napéti og, viz obr. 4, a tudiZ nizsi lomové

houzevnatosti kompozitu a naopak.
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Obrazek 10: Zavislost (K} /Krc|s>o0)eff na
Ac¢/R pfi¢em? neni uvazovan stav trojososti
napéti v kréku premostujici ¢astice na kritic-

Pro srovnéni obr. 10 ukazuje vypocty lomové
houZevnatosti (K}V/KICL%ZO)eff v zévislosti
na (Ac¢/R)x—o pro piipad, Ze neni uvazovin
vliv trojososti napéti v kréku premostujici ¢as-
tice na kritické otevieni trhliny a Ac/R se
méni v celém rozsahu (0, A4, /R >, viz obr. 4.

7 predeslych vysledkd vyplyva, ze pro do-
sazeni optimalni lomové houZevnatosti kom-
pozitu je nutnd jistd optimélni pevnost roz-
hrani ¢astice/matrice v zavislosti na tvarnosti
nestisnénych castic charakterizované parame-
trem (Ac/R)ix—o. Pritom obr. 9 jednoznac¢né
doklada, ze optimélni pevnost rozhrani neod-
povida pripadu x = 0, jak uvadi nékteré dii-
véjsi préace, viz napf. Rubinstein a Wang [1].

kém otevieni trhliny.

Podékovdni: Tato prace vznikla diky podpote prostiednictvim grantu GACR. ¢.101/99/0829.
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