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Summary: The model of reinforcing mechanism which improves the fracture toughness

of brittle matrix composites reinforced by ductile particles is analyzed. The particles form

a bridging zone and, thus, constrain the crack opening. The stress-crack opening displace-

ment relationship relies upon the constant volume plastic ow of the particles according to

the model suggested recently by Rubinstein and Wang [1]. This model incorporates in a cer-

tain way also the particle/matrix interface properties. The particles are allowed to deform

using several di�erent patterns which correspond to the particular strength of the par-

ticle/matrix interface. Contrary to Rubinstein and Wang's work the triaxiality of the stress

state within particles is considered and its impact on the critical crack opening displacement

is included. The fracture criteria are analyzed for several combinations of micromechanical

parameters of composite system and the resistance curves are presented.
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Úvod

Tento pøíspìvek navazuje na na¹e pøedcházející práce [2]-[4] zabývající se problematikou

stability trhlin v kompozitních materiálech tvoøených køehkou matricí zhou¾evnatìnou distribucí

èástic schopných plastické deformace.

Z fyzikálních úvah je zøejmé, ¾e rostoucí tvárnost èástice, tedy rostoucí kritické prota¾ení

plastických mùstkù, pøíznivì ovlivòuje výslednou lomovou hou¾evnatost kompozitu. Sama vy-

soká tvárnost èástice ale nestaèí, proto¾e geometrické stísnìní èástice okolní matricí nedovolí

rozvoj významnìj¹ích plastických deformací v celém objemu èástice. Plastická deformace se pak

lokalizuje jen v tenké vrstvì le¾ící v rovinì trhliny a kritické otevøení trhliny �C pro pøetr-

¾ení této vrstvy je nízké. Na druhou stranu nízká pevnost rozhraní by vedla k celkové dekohezi

èástice a úèinek pøemostìní trhliny by byl nevýznamný. Nedo¹lo by k ¾ádnému zvý¹ení lomové

hou¾evnatosti kompozitu.

Autoøi Rubinstein a Wang [1] nedávno navrhli jednoduchý mikromechanický model defor-

mace pøemos»ující sférické èástice v závislosti na pevnosti rozhraní èástice/matrice. Pøedpo-

kládají, ¾e ta èást objemu èástice, která je podrobená plastické deformaci, se nemìní. Pevnost

rozhraní èástice/matrice je charakterizována prostøednictvím geometrického parametru (køivost

� zvoleného parabolického pro�lu), který ovlivòuje výsledné pøetvoøení èástic a je zaveden do

modelu tak, aby tvar pøetvoøené èástice odpovídal numerickým výsledkùm, které obdr¾el Tver-

gaard [5], [6] pomocí metody koneèných prvkù, viz obr. 1.

Sledujme obr. 2; pùvodní sférická èástice vytváøí v prùbìhu deformace krèek s parabolickým

pro�lem. Oznaèíme-li pomocí r polomìr nosného prùøezu èástice a pomocí y vertikální souøadnici
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Obrázek 1: Tvar pøetvoøené èástice pro koe�cient zpevnìní n = 0; 1 a rùzné hodnoty normova-

ného otevøení trhliny a) �=2R = 0; 102, b) �=2R = 0; 304. [5].

Obrázek 2: Tvar deformované èástice pro rùzné hodnoty køivosti zvoleného parabolického pro�lu

� = 0 - slabé rozhraní, � = 2; � = 20 støednì pevné rozhraní a � = 100 pevné rozhraní.

prùseèíku parabolického krèku s nedeformovanou sférickou èástici inkluze, mù¾eme tyto velièiny
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systém x
0
; y má poèátek ve støedu èástice.) Z obr. 2 je vidìt, ¾e tento parametr determinuje

rozsah dekoheze rozhraní èástice/matrice. Je tedy v tìsném vztahu s pevností tohoto rozhraní

a lze jej u¾ívat jako jeden z kompozitních parametrù. Poznamenejme, ¾e záporné hodnoty køivosti

� odpovídají parabole otoèené o 180 Æ a popisují úplnou dekohezi èástice a matrice, èím¾ je ov¹em

pøíznivý vliv èástic na zvý¹ení lomové hou¾evnatosti ztracen. Dal¹í rovnice pro stanovení r ; y

a otevøení trhliny �(�) vyplývají z po¾adavku konstantního objemu bìhem plastické deformace

2 =

�
1�

y

R
+

�(�)

2R

�2 �
2 +

y

R
�

�(�)

2R

�
+ 3

"
�
2

20

�
y

R

�
5

+
�

3

r

R

�
y

R

�
3

+
y

R

�
r

R

�
2
#
: (2)

Na rozdíl od Rubinsteina a Wanga [1], kteøí pøedpokládají konstantní mostící napìtí pro

v¹echny pøemos»ující èástice le¾ící podél celé délky pøemostìní lp za èelem trhliny, nahradíme

tyto izolované mùstky kontinuem s efektivním normálovým napìtím �0 : Pomocí rovnic (1) a (2)

vyjádøíme závislost efektivního normálového napìtí �0 na velikosti otevøení trhliny � a pevnosti

rozhraní èástice/matrice pro rùzné hodnoty køivosti �. Do modelu je navíc zahrnut vliv stavu

trojososti napìtí v krèku pøemos»ující èástice pomocí Bridgmanova odhadu i vliv zpevnìní této

èástice. Stejnì jako Rubinstein a Wang [1] pøedpokládáme, ¾e délka trhliny a je znaènì vìt¹í

ne¾ délka pøemostìné zóny, tj. lp << a. Pak je mo¾né pøijmout model polonekoneèné trhliny



v homogenizovaném prostøedí, pøièem¾ zatí¾ení ve vzdálených bodech je zadáno pomocí metody

hranièní vrstvy, tzn. ¾e napø. pro napìtí �yy platí �yy = K
N
I =
p
2�x pro x>>lp; y = 0, kde KN

I je

nominální (aplikovaný) souèinitel intenzity napìtí od vnìj¹ího zatí¾ení, který mù¾e být stanoven

øe¹ením odpovídající okrajové úlohy na makroúrovni, napø. metodou koneèných prvkù.

1 Matematický model

Efektivní normálové napìtí �0 lze svázat se silou P pøená¹enou jedním plastickým mùstkem

následujícím postupem: oznaèíme pomocí R poèáteèní polomìr èástic a pomocí l støední mezi-

èásticovou vzdálenost. Pak �0 = P=l
2 = P=R

2 [3f=(4�)]2=3, kde f je objemový podíl èástic. Sílu

pøená¹enou jedním plastickým mùstkem lze vyjádøit pomocí støedního axiálního napìtí v krèku

èástice �1 a okam¾itého polomìru nosného prùøezu èástice r jako P = �r
2
�1 : Støední axiální

napìtí �1 lze odhadnout pomocí Bridgmanova øe¹ení:

�1 = �f (1 + 2R=(�r)) ln (1 + �r=(2R)) ; (3)

kde �f je deformaèní napìtí v podmínkách jednoosé napjatosti, které vyjádøíme pomocí

Ramberg-Osgoodova vztahu �f=�y = (e=ey)
n
; kde �y je mez kluzu èástice, ey = �y=Ep (Ep

je modul pru¾nosti v tahu èástice) je odpovídající hodnota osové deformace, která je zvolena

analogicky jako v práci Tvergaarda [5], ey = 0; 005 a n je koe�cient zpevnìní èástice. V tomto

èlánku se omezíme pouze na pøípad nezpevòujících èástic, tj. n = 0. Osovou deformaci èástice

e mù¾eme vztáhnout k poèáteènímu polomìru èástice a k okam¾ité hodnotì polomìru krèku

vztahem

e = 2 ln (R=r) : (4)

Výsledné efektivní normálové napìtí �0 lze odhadnout jako
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Do tohoto vztahu dosadíme numerickou závislost r=R = f(�=R;�) ; která vyplývá z rov-

nic (1) a (2) a je znázornìná na obr. 3. Prùbìh normovaného efektivního normálové napìtí

�0=

h
�y(3f

p
�=4)2=3

i
podél pøemostìné zóny v závislosti na �=R je vynesen v obr. 4 pro nìko-

lik hodnot køivosti zvoleného parabolického pro�lu � a n = 0. Tyto køivky byly aproximovány

Obrázek 3: Závislost normovaného polomìru

nosného prùøezu èástice r=R na �=R pro nì-

kolik hodnot køivosti �.

Obrázek 4: Závislost normovaného efektivního

normálového napìtí na �=R pro nìkolik hod-

not køivosti �.



metodou nejmen¹ích ètvercù lineární funkcí vzhledem k
p
�=R, tj.

�0=

h
�y

�
3f
p
�=4

�2=3i :
= �a

q
�=R+ b; (a > 0; b > 0): (6)

Jednotlivé aproximace nejsou na obr. 4 vyneseny, proto¾e jsou jen stì¾í rozeznatelné od nu-

mericky získaných køivek. Odmocninová závislost normovaného efektivního normálového napìtí

na otevøení trhliny dovoluje pou¾ít metodu asymptotického rozvoje podle malého parametru pro

øe¹ení výsledné singulární integrální rovnice.

Analytická formulace je zalo¾ena na technice rozlo¾ení hranových dislokací a metodì hranièní

vrstvy, která umo¾òuje matematicky zachytit vnìj¹í zatí¾ení, viz vý¹e. Pøemostìná zóna trhliny

je modelována pomocí spojitého rozlo¾ení hranových dislokací a volné povrchy trhliny jsou

modelovány pomocí zrcadlových potenciálù. Podmínka rovnováhy podél pøemostìné zóny vede

k singulární integrální rovnici pro neznámou hustotu Burgersova vektoru by(x) = �d�(x0)=dx0 :

Po transformaci souøadnic bodù pøemostìné zóny � = 2
q
x=lp� 1, integraci per partes a dal¹ích

algebraických úpravách dostáváme silnì singulární integrální rovnici pro neznámou normovanou

velikost otevøení �(�0)=R ve tvaru
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kde symbol
R
= oznaèuje þkoneènou èástÿ silnì singulárního integrálu v Hadamardovì smyslu,

E je modul pru¾nosti v tahu kompozitu a � je Poissonovo èíslo kompozitu.

2 Numerické øe¹ení

Dosaïme aproximaci normovaného efektivního normálového napìtí ze vztahu (6) do rovnice

(7) a formálnì tuto rovnici pøepi¹me na tvar

L
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q
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kde L1
�1 je integrální operátor de�novaný rovnicí (7), �(�) a �0(�) jsou lineární funkce, pøièem¾
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Pro " < 1 ; co¾ vyhovuje ¹irokému intervalu materiálových vlastností, hledáme øe¹ení nelineární

singulární rovnice (8) ve tvaru asymptotického rozvoje podle parametru "

�(�)=R �=
NX
p=0

"
p
�p(�)=R ; �p(�) = 0 pro � = 1 : (10)

Dosazením (10) do (8) a po urèitých úpravách algebraických výrazù obdr¾íme systém rekurent-

ních lineárních integrálních rovnic pro koe�cienty u odpovídajících mocnin parametru ". Øe¹ení

pro jednotlivé funkce se uva¾uje ve tvaru �p(�) =
p
1� �Fp(�) ; kde Fp(�) �=

Ps
j=0 apj�

j
; viz

Urbi¹ a Kotoul [4]. Vliv poètu èlenù asymptotického rozvoje výrazu �(�)=R je znázornìn na

obr. 6 pro k = 0; 5, f = 0; 25, � = 2 a dvì hodnoty normovaného kritického otevøení trhliny

�C=R. Nepøedpokládáme, ¾e by se pomìr meze kluzu èástice a modulu pru¾nosti v tahu kom-

pozitu �y=E a Poissonovo èíslo � významnì mìnily pro rùzné kompozitní systémy a proto nebyl

jejich efekt detailnì studován. V práci se uva¾ují typické hodnoty �y=E = 0; 001 a � = 0; 2:



Obrázek 6: Zmìna poloviny normalizovaného otevøení trhliny podél pøemostìné zóny s ohledem

na rùzný poèet èlenù asymptotického rozvoje v rovnici (10) pro a) �C=R = 0; 1 ; b) �C=R = 0; 3.

Vztah pro lokální souèinitel intenzity napìtí K loc
I vyjádøíme pomocí standardních vztahù:
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kde KIC je lomová hou¾evnatost matrice a k = KIC

2�y

q
�
2R je dal¹í kompozitní parametr, který

je kombinací lomové hou¾evnatosti matrice, meze kluzu èástice a poèáteèní polomìru èástic.

O rùstu trhliny v matrici rozhoduje hodnota lokálního souèinitele intenzity napìtí K loc
I , která

musí dosáhnout lomové hou¾evnatosti matrice KIC : Délka pøemostìné zóny lp je závislá na

velikosti kritického otevøení trhliny �C : Kritéria stability trhliny pak jsou

K
loc
I = KIC ; � = �C : (12)

3 Numerické výsledky a diskuse

Rovnice (12) byly øe¹eny vzhledem k neznámým K
N
I =KIC a lp=R pro rùzné kombinace kom-

pozitních parametrù � ; k ; �C=R ; f ; �y=E a � : Øe¹ení pro K
N
I =KIC oznaèíme symbolem

(KN
I =KIC)eff : Tato velièina, kterou nazýváme efektivní lomovou hou¾evnatostí kompozitu, po-

pisuje úèinek distribuce èástic na zlep¹ení lomové hou¾evnatosti kompozitu. Na základì rovnic

(12) lze nyní studovat vliv rùzných parametrù modelu na (KN
I =KIC)eff :

Abychom mohli srovnat na¹e numerické výsledky s jinými výsledky publikovanými v li-

teratuøe, pou¾ijeme následující strategii; pro danou hodnotu køivosti � vypoèteme neznámé

K
N
I =KIC a lp=R jako funkce normovaného kritického otevøení trhliny �C=R na intervalu

0 < �C=R < �max=R ; kde �max=R je prùseèík normovaného efektivního normálové napìtí

s vodorovnou osou, viz obr. 4. Tyto výpoèty jsou provedeny pro nìkolik hodnot objemového

podílu èástic f a kompozitního parametru k : Tedy pro ka¾dou hodnotu �C=R (f a k jsou

konstantní) dostáváme dvojici hodnot (KN
I =KIC)eff a lp=R ; které dovolují vynést závislost

(KN
I =KIC)eff na lp=R pro rùzné hodnoty �C=R ; viz obr. 7. V¹imnìme si, ¾e pro konstantní

hodnotu f dostáváme vy¹¹í lomovou hou¾evnatost kompozitu pro ni¾¹í hodnoty parametru k, tj.

pro vìt¹í èástice v daném kompozitním systému. Stejný trend byl zji¹tìn Rubinsteinem a Wan-

gem [1].

A¾ doposud se kritické otevøení �C=R uva¾ovalo jako nezávislé na trojososti napìtí, která

je funkci køivosti � : Provedeme nyní srovnání efektivní lomové hou¾evnatosti (KN
I =KIC)eff pro

rùzné hodnoty køivosti � a odpovídajícího stavu trojososti napìtí pomocí mikrolomového kritéria



Obrázek 7: Závislost efektivní lomové hou¾evnatosti kompozitu (KN
I =KIC)eff na normalizované

délce pøemostìné zóny lp=R pro rùzné hodnoty parametrù f ; k a � :

pro pøetr¾ení tvárných èástic. Pøedpokládáme, ¾e k pøetr¾ení krèku tvárné èástice dochází spo-

jením mikrodutin vzniklých na nehomogenitách materiálu èástice. Vyjdeme z kritéra zalo¾eného

na Rice-Traceyho rovnici [7] pro rùst sférických dutin. Integrací této rovnice za pøedpokladu, ¾e

stav napìtí není ovlivnìn rostoucí dutinou, obdr¾íme pro ekvivalentní lomovou deformaci efr
vztah

efr =
ln[(dp)=(2r)]

0:28 exp [(3�m)=(2�eq)]
; (13)

kde �m je hydrostatické napìtí, �eq je von Misesovo ekvivalentní napìtí, dp je støední vzdálenost

nehomogenit a r je støední poèáteèní polomìr nehomogenit. Pro jednoosý stav napìtí v èástici

odpovídající køivosti � = 0 je �m=�eq = 1=3 : Proto¾e chceme pouze provést srovnání lomové

deformace èástic s rùznou køivostí parabolického krèku, tj. s rùznou hodnotou souèinitele tro-

jososti napìtí �m=�eq ; nepotøebujeme znát absolutní hodnotu ekvivalentní lomové deformace

a tedy ani podíl mikrostrukturních parametrù dp=r : Budeme postupovat takto: ekvivalentní

lomovou deformaci efr mù¾eme vyjádøit v závislosti na poèáteèním polomìru èástice a hodnotì

polomìru krèku v okam¾iku lomu pomocí rovnice (4). V pøípadì køivosti � = 0 rovnice (13)

vypadá následovnì

2 ln
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R

r

�
�=0

�
fr

=
ln[(dp)=(2r)]

0:28 exp (1=2)
: (14)

Rovnice (1) a (2) poskytují závislost r=R = f(�=R), viz obr. 3, která dovoluje (14) pøepsat na



tvar

2 ln
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0:28 exp (1=2)
: (15)

Rovnice (15) udává hodnotu normovaného kritické otevøení trhliny �C=R pro � = 0 : Uva¾ujme

nyní pøípad � 6= 0 : Po dosazení vztahù (3) a �m=�eq = �1=�f � 2=3 do rovnice (13) dostáváme
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který lze pomocí vztahu (15) upravit na tvar
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Obrázek 8: Závislost normovaného kritického

otevøení trhliny pro (�C=R)��0 na (�C=R)�=0
pro nìkolik hodnot køivosti �.

V¹imnìme si, ¾e pro dané (�C=R)�=0 a � mù-

¾eme z rovnice (17) vypoèíst hodnotu (r=R)fr
a z relace r=R = f(�=R) ; viz obr. 3, urèit ve-

likost kritického otevøení trhliny (�C=R)��0 :

Výsledky tìchto výpoètù jsou znázornìny na

obr. 8, který ilustruje vztah mezi (�C=R)��0
a (�C=R)�=0 pro nìkolik hodnot køivosti � :

Z obr. 8 vyplývá, ¾e kritické otevøení trhliny

(�C=R)��0 je pro vìt¹í hodnoty køivosti �

znaènì men¹í ne¾ (�C=R)�=0 díky vlivu tro-

jososti napìtí v krèku pøemos»ující èástice.

Nyní mù¾eme srovnávat hodnoty efektivní

lomové hou¾evnatosti kompozitu pro rùzné

hodnoty køivosti � a s ohledem na vliv trojo-

sosti napìtí na velikost kritického otevøení trh-

liny. Výsledky z obr. 8 spoleènì s pøedchozími

výpoèty (KN
I =KIC)eff z rovnic (12) vedou ke

vztahùm mezi (KN
I =KIC j��0)eff a (�C=R)�=0 znázornìným na obr. 9. Nezávisle promìnná

(�C=R)�=0 charakterizuje tvárnost mostících èástic pøi jednoosém stavu napjatosti. Obr. 9

Obrázek 9: Závislost (KN
I =KIC j��0)eff na (�C=R)�=0 popisující stav trojososti napìtí v krèku

pøemos»ující èástice na kritickém otevøení trhliny pro k = 0; 5 ; f = 0; 25.



dokumentuje dva protichùdné vlivy pevnosti rozhraní èástice/matrice. Men¹í pevnost rozhraní,

tj. ni¾¹í hodnota køivosti �, dovoluje vy¹¹í hodnoty kritického otevøení trhliny a tedy vede k vy¹¹í

lomové hou¾evnatosti kompozitu. Souèasnì v¹ak ni¾¹í stav trojososti napìtí v tomto pøípadì

odpovídá ni¾¹í hodnotì efektivního normálového napìtí �0 , viz obr. 4, a tudí¾ ni¾¹í lomové

hou¾evnatosti kompozitu a naopak.

Obrázek 10: Závislost (KN
I =KIC j��0)eff na

�C=R pøièem¾ není uva¾ován stav trojososti

napìtí v krèku pøemos»ující èástice na kritic-

kém otevøení trhliny.

Pro srovnání obr. 10 ukazuje výpoèty lomové

hou¾evnatosti (KN
I =KIC j��0)eff v závislosti

na (�C=R)�=0 pro pøípad, ¾e není uva¾ován

vliv trojososti napìtí v krèku pøemos»ující èás-

tice na kritické otevøení trhliny a �C=R se

mìní v celém rozsahu (0;�max=R>, viz obr. 4.

Z pøede¹lých výsledkù vyplývá, ¾e pro do-

sa¾ení optimální lomové hou¾evnatosti kom-

pozitu je nutná jistá optimální pevnost roz-

hraní èástice/matrice v závislosti na tvárnosti

nestísnìných èástic charakterizované parame-

trem (�C=R)�=0. Pøitom obr. 9 jednoznaènì

dokládá, ¾e optimální pevnost rozhraní neod-

povídá pøípadu � = 0, jak uvádí nìkteré døí-

vìj¹í práce, viz napø. Rubinstein a Wang [1].

Podìkování: Tato práce vznikla díky podpoøe prostøednictvím grantu GAÈR è.101/99/0829.
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