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SIMULATION OF IMPACT’S EFFECTS IN
NONLINEAR PARAMETRIC SYSTEMS

A. Skuderova*

Summary: The creation of model of two spur gears with elastic supports so, in order that
to what mostly approximate real fact, was the aim of this work. This model considers the
influence of motion in bearings not only at direction of line of mesh, but and at normal di-
rection, the damping and periodically variable stiffness into the gear mesh, frictional forces,
possibly eccentricity of gears or manufacturing inaccuracy of teeth profile and influences of
impacts, caused by existence of backlash.
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1 Uvod

Ozubené prevody patii k nejrozsitenéjsim mechanismim vétsiny stroji. Podobné jako v
jinych oborech techniky, stoji pfi jejich projektovani na prednim misté snaha o hmotnostni i
dimenzionalni minimalizaci na jednotku prendSeného vykonu. Znalost ié¢inkt dynamickych sil,
vyvolanych v ozubenych pirevodech jak vnitinimi, tak i vnéjsimi budicimi vlivy, je tedy dilezita
nejen z hlediska pevnostniho dimenzovani, rovnomérnosti chodu, ale i z hlediska akustickych
vlastnosti celé prevodové soustavy.

s

Obr.1 — Nahradni schema matematicko-fyzikalniho modelu paru pruzné ulozenych ozubenych kol.
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2 Fyzikalni formulace alohy

V préci je fesena vnitini dynamika izolované soustavy jednoho paru pruzné ulozeného ¢elniho
soukoli s primym vnéjsim ozubenim, kterd je v ndhradnim schematu - obr.1 - predstavovina
soustavou o Sesti stupnich volnosti [10].

Ozubend kola 2,3 (m; ... hmotnost, .J; ... hmotny moment setrvacnosti, ¢; ... thel natocent,
Ry ... polomér zékladni kruznice, M ... vnéjsi moment, Z; ... pocet zubii j-tého kola (j = 2,3),
o ... thel zabéru) jsou vziajemné paralelng spojena pruzinou C(t), modelujici vyslednou tuhost
v zadbéru se nachazejicich zubii, a tlumidem se soucdinitelem tlumeni k. Do pruziny je dale vsunuta
"$ablona”, ktera modeluje funkce 2 f(t) !, predstavujici vyrobni neptesnosti profilii zubt jako
odchylky od idealniho evolventniho profilu, chyby zubové roztede, ¢i odchylky od podminek
idedlni modifikace ozubeni, atd. Periodicita rusivé funkce je ddna ndhodnou periodou vyrobni
chyby, ktera miize byt napft. za jednu otacku kola nebo za ubéhnuti jedné ¢i vice zubovych rozteéi
apod. Jeji budici frekvence je pak v prvém piipadé rovna tihlové rychlosti kola w; , v druhém
pripadé rovna thlové frekvenci w;Z; K —1, K ... piirozené &islo.

Podpory ulozeni kol (obr.1) jsou modelovany tuhostmi Cj, a Cj, a tlumici se souciniteli
utlumu £;, a k;, ve dvou vzdjemné ortogonalnich smérech y, z, orientovanych smérem y do sméru
zabérové piimky c. UvaZované tuhosti podpor Cj, a Cj, jsou vyslednymi tuhostmi vlastnich
lozisek, olejového filmu, loziskovych podpor a hiideld, na kterych jsou kola ulozena.

2.1 Tuhost v zdbéru ozubeni

Stridavym zabérem obecné m a m + 1 paru zubd na zabérové piimce ¢ dochézi v prubéhu
periodické vysledné tuhostni funkce C() soucasné zabirajicich zubu k periodickym zménim —
viz obr.2.

Obr.2 — Priibéhy jedné periody funkci C(t) a v(t) na zadbérové tsecce.

Tuhostni funkci je mozno vyjadrit Fourierovou radou

max 1- — 4 .
C(t)=C, + Cmas (1 = K) Z %(—1)" sinn [(e — 2)7] cos nw,t,
n=1

'Periodicky proménlivou rugivou funkci “?f(¢) (indexem 1 je oznalena funkce ptsobici pfi normalnim z4-
béru, indexem 2 pfi inverznim zabéru) dale predpokladame 'f(t) = f(t) = f(t), stejné tak tieci silu v oblasti
normalniho (index 1) a inverzniho (index 2) zabéru *Fr(t) =2 Fr(t) = Fr(t).



kde

C 1—
Cs = kCpmaz + M 14 (2 —3)],
k = CpinC,,L . amplitudova modulace tuhostni funkce, Cyyin, Crnae minimélni, resp. maxi-

mélni hodnota tuhosti v zdbéru ozubeni. V tuhosti zub1 je respektovana tuhost pouze vlastnich
zub1 a vetknuti do vénce; vénce a kotouce predpokladame absolutné tuhé.

2.2 Treci sily v ozubeni

Pti otaceni soukoli se boky zubt po sobé jednak odvaluji a jednak smykaji. Ve sméru kolmém
na zabérovou drahu je systém rozkmitavan tieci silou Frr(t), proménlivou s ¢asem jak ve smyslu
jeji velikosti, tak i sméru, v zavislosti na poloze zabérovych bodi na zabérové piimce c. Treci sila
vyvolava svym stiidavym pribéhem vedle kmitani ve sméru ortogonilnim na zabérovou pirimku
i pifidavné kroutici momenty M, které zptisobuji dalsi nerovnomérnost chodu.

Obecné je vyslednd tieci sila ptisobici v zubovém zabéru funkci

e relativni rychlosti prokluzu zabirajicich zubovych profilid (dano jejich geometrii),

e relativni rychlosti prokluzu pii pohybu stfedi otadceni kol ve sméru ortogonalnim na zabé-
rovou drahu,

e piitla¢né sily v zdbéru ozubeni,
e soucinitele tfeni fr.

Na obr.2 je schematicky znazornéna 1 perioda pribéhu vysledné tuhostni funkce C(t)v zdbéru
se nachazejiciho ozubeni, odpovidajici zadkladni zubové roztedi t;, = AD. Délka zabérové tsecky
je A’D’, Bod A’ (resp. D') je priisecik zabérové piimky c s hlavovou kruznici kola 3 (resp. 2) o
poloméru R,3 (resp. Ry2), vzdalenost O2 Ag (resp. O3Dy) je polomér zakladni kruznice Rpy (resp.
Ry3). Podle definice je souéinitel trvani zabéru ¢ = A’D’/ty; na délkich tsecky A’B = (e — 1)t,
a CD' = (e — 1)t;, zabiraji sou¢asné dva pary zubii — hodnota vysledné tuhostni funkce je Cyyqz,
tiseku BC odpovida jednoparovy zabér kol s hodnotou vysledné tuhostni funkce v zabéru se
nachéazejictho ozubeni C),;,. Délka zakladni zubové roztefe t, = mm cosa’ odpovida zabérové
frekvenci 27 /w,, kde m je modul ozubeni a w. = w;Z; je tzv. zabérova frekvence. Vyjadiime-
li charakteristické body na zabérové tisecce A, B, C, D a centrilni bod P, ktery rozdéluje
zdbérovou tsecku v poméru poctu zubt kol Z3/Z3, pomoci ¢asu t, jsou jejich odpovidajici

¢asové souradnice patrné z tab.1. (Déle jesté zavedeme pomocny ¢as t' =t — int(ﬁ), kterym

v dalsim zohledhujeme periodu 27 /w.)

bod casova soutadnice
A 0
B (e —1)Z ) : .y
= . = Tab.1. — Casové soufadnice bodii zabéru.

P | 22— — (e - 1)

Zo+7Z3 we We
C (38—

2

D o

Smysl ptisobeni tiecich sil Fr(t) (kolmo k zabérové piimce) je dén smyslem vzdjemného
skluzu boki zubt, v centradlnim bodé P zabéru (bod valeni pii absolutné tuhém ulozeni kol)
jsou t¥eci sily nulové a skokem méni znaménko. V intervalu AP ptisobi tieci sily proti zasouvani
zubtl do zabéru, v intervalu PD proti vysouvani ze zabéru. Pribéh tiecich sil v zivislosti na
okamzité poloze zabéru na zabérové piimce lze vyjadrit pomoci funkce 7(t), kterd nabyva hodnot
1/2,1,0,-1,-1/2, a to postupné v intervalech AB, BP, v bodé P, v intervalu PC a CD, viz obr.2.



V case t = 0 pusobi treci sila v bodé A, v tseku dvouparového zabéru (jeji velikost uvazujeme
poloviéni) a soucasné, rovnéz poloviéni velikosti, v bodé D, vzdaleném od bodu A o hodnotu
zubové roztece t,. V Casovém intervalu (0; (e — 1)) piisobi tfec sila polovi¢ni velikosti v Giseku
AB a poloviéni velikosti v tiseku DD’, tj. opét v tisecich dvoupéarového zabéru zubti. V ¢asovém
intervalu ((e —1)7-; (3 — €)Z-) ptisobi tieci sila svou plivodni velikosti v useku jednopérového

zabéru zubi, tj. v ‘intervalu BC. A koneind v Sasovém intervalu ((3 — €)Z; 2% piisobi tieci

We ; We
sila svou poloviéni velikosti v tseku dvoupéarového zabéru C'D a soucasné poloviéni velikosti
na zabérové tsecce et, v tseku dvouparového zabéru zubt A’A, vzdaleném o hodnotu zubové
roztece —ty.

Okamzit4 treci sila pusobici v zubovych zabérech je vyjadiena vztahem

—frC(t)y(t)mbozsign[y(t)]sign (22 —23){y (t) H{y ()] +[y () +s(O)] H[(—y () —s(£)]}. (1)

Tteci sily zptisobuji vznik pfidavnych krouticich momentt M;r, ramena tiecich sil aj, viz
obr.1, ptisobicich v téchto Casovych intervalech, vzhledem ke stiediim otaceni ozubenych kol O;
jsou uvedena v tab.2 a 3. ProtoZe uvazujeme vystiednosti e; kol s vlivem vzajemného mozného
natoceni téchto vystifednosti viici sobé o fazovy thel A a elastické ulozeni kol, tj. pohyby jejich
stiedd y; a zj, okamzitd velikost piisluSnych ramen tiecich sil se bude s ¢asem ménit, a to
pro kolo j = 2 o hodnotu a3 = —y2(t) — ez sin(A — ¢2(t)) a pro kolo j = 3 o hodnotu aj =
y3(t) + e3 sinp3(t).

Fr(t)

‘ das t' ‘ pisobisté Fr ‘ rameno as ‘
0 bod A Ry tana’ +aj — 221
(03 (e = 1)Z) v tseku AB | Ryptana’ + a3 — 2221, + /55t
v tisesku DD’ | Rpptana’ + al — ﬁtb + tb(t”‘”C +1)
(e-1)750B-9)7) v useku BC Rbgtana’—i—a’é—mtb—kt’t’éﬁct
(B-es i—f) v useku C’_D Rpp tan o’ + af — Zitzte + t’t’é%tb
v tseku A’A | Rpptana’ + aj — fozg ty + ty(t'52 — 1)

Tab.2. — Hodnoty ramen trecich sil as vzhledem ke stifedu kola Os.

‘ Cas t' | ptisobisté Fr | rameno as |
0 bod A | Rystana’ + a3 + ZQTQthb
(05 (e — 1)%> vﬁsekuA_B Rpstan o’ + af + 722 +Z tb—t'%tb
v seku DD' | Ryztana + a3 + Z2+thb —ty(t'5e + 1)
(e -1 8 —¢)f) | vuseku BC | Ryztana +a} + Z2+Z%t — t’t”“’ct
(3 - €)w—c, Z—f) v iseku CD | Rpztana 4 af + Z2+Z3t _ t’tbwct
v tiseku A'A | Rystano + af + 722t — tb(t, 3 — 1)

Tab.3. — Hodnoty ramen tfecich sil a3 vzhledem ke stfedu kola Os.

2.3 Razové jevy v ozubeni

Pro ptipad kontaktu paru zubt v zabéru, tj. pro oblast normélniho zdbéru ozubeni, plati
pro relativni pohyb y > 0 . V piipadé, kdy relativni pohyb v zadbéru ozubeni y < 0, dochézi ke
ztraté kontaktu zabirajicich zubovych profilid. Podle velikosti setrva¢nych sil v tomto okamziku
bud zub probéhne celou oblasti boéni viile s(¢) — obr.3, narazi neaktivni stranou profilu na profil
zubu druhého kola — inverzni zabér (|y| > s(¢)) — a po zpétném probéhnuti oblasti vile dojde



znovu ke kontaktu pracovnich ¢asti zubi s mékkym razem, nebo zuby od sebe pouze odskoci
(ly| < s(t) ) a opét se s mékkym razem znovu spoji. Zatimco u soustavy s absolutné tuhym
ulozenim kol plati, ze velikost boéni viile s(t) zlstava pii chodu soukoli konstantni, u elastického
ulozeni je zubova viile proménlivou funkci ¢asu, zavislou na relativnim pohybu podpor ve sméru
zabérové primky, tj.

s(t) = sk +y3 — Y2 +e3sinpz — ez 8in(A — p2) + (23 — 22 + €3 cos 3 — €2 cos(A — 3)) tan v, (2)

kde s, je hodnota konstantni technologické bo¢ni zubové vile ¢ vile korigované. 2

Vyskyt razovych jevi je v disledku existence technologickych bocénich zubovych viili mozny,
nikoliv vSak nutny, a je podminén vétsimi dynamickymi nez staticko-elastickymi deformacemi
v zubovém zabéru. Razové jevy - mékké razy - v ozubenych kolech zptsobuji jednak nerovno-
mérnosti chodu - stfidavymi odskoky v zabéru se nachazejicich zub a jejich opétovnym stykem
v oblasti norméalniho nebo inverzniho zabéru, tak i opakované porusovani souvislé nosné ole-
jové vrstvy, coz podminuje vznik polosuchého az suchého tieni v zdbéru s disledkem mozného
vzniku samobuzeného kmitéani, a tim snizené Zivotnosti soukoli. Dale mé vyskyt rdzovych jevi
za nasledek vznik hluku - nejen pfi provoznim zatiZeni ozubenych kol a prejizdéni rezonanc¢nich
oblasti, ale téz ve fazi nezatizenych part zubt (napt. u automobilovych prevodovych skiini) tzv.
"drnéeni” (v anglické terminologii "rattling”, v némecké odborné literature ”Klappergeriusche”
¢i "Rasselgeriusche”).

Popis pohybu soustavy ve vSech tfech oblastech, tj. v oblasti normalniho zabéru, vile a v
oblasti inverzniho zabéru, usnadiuje zavedeni Heavisideovych funkci H(y(t)) a H(—y(t) — s(t))
do soustavy pohybovych rovnic. (Hodnoty Heavisideovych funkei v jednotlivych fizich zabéru
jsou uvedeny v obr.4.)

dyn

yP>s lvl<s V=0
Hy)=0 ' H(y)=0 H(y) =1
H(-y-s)=1 | H(y-s)=0 H(-y-s) =0
Inverzni zabér E 0 /
! Zubova boéni vile —Y
R s(t) Normalni zabér

o
Obr.3 — Boc¢ni vile v ozubeni. Obr.4 — Hodnoty Heavisideovych funkci v oblas-
tech zdbéru ozubeni s vilemi.

Pro dalsi feSeni zavedeme jisté omezujici ¢i zjednodusujici predpoklady:
e vystiednosti e; jsou mnohem mensi neZ poloméry zdkladnich kruznic Ryj, tj. e; << Ry,

e zména zabérového tihlu o/, zptisobend vystiednostmi e; a posuvy st¥edi otaceni y; a z; je
tak mald, Ze ji lze zcela zanedbat (s ohledem na ¥ad vyrobnich nepfesnosti, amplitud kmit
a rozmeéry skutecnych kol predpokliddame, ze z kinematického hlediska je chod systému s
vystfednostmi mozny, ze soucinitel trvani zdbéru € neklesne pod 1, a naopak, ze ptilisnou
interferenci zabirajicich profili nedojde k zaklifiovani zub),

e v prvinim priblizeni uvazujeme u razovych jevii hodnotu koeficientu restituce rovnou jedné
a nezahrnujeme do modelu tlumeni pri pohybu oblasti bo¢ni zubové viile,

2Doséhne-li v ur¢itém ¢asovém okamziku hodnota funkce s(t) = 0, jednd se o vymezeni viile v zubovém zabéru,
piipad s(t) < 0 znamend interferenci, tj. sou¢asny normalni i inverzni zabér, ¢ili zadirdni zubl v zdbéru.



e protoze pozornost je vénovana vyzkumu vnitini dynamiky (kmitdni ozubenych prevodu
vybuzené vnitinimi zdroji buzeni v zubovych zdbérech), zanedbavame vlivy sousednich
pruznych ¢leni - vedlejsich ozubenych kol, torzni tuhost hiidelid atd.

Souhrnné lze rizné zjednoduseni i predpoklady pouzité pri vychozi fyzikalni formulaci alohy
a pri matematickych upravach rozdélit do dvou hledisek:

1. hledisko, kdy o zaviddénych parametrech jsou velmi omezené znalosti,

2. hledisko kvantitativni, kdy na zakladé kvantitativnich diskusi jednotlivych ¢lend napf.
radovych velikosti je usuzovano na vahu ovlivnéni pohybu celé dané mechanické soustavy.

3 Matematicky popis modelu soustavy

Pro vlastni pevnostni a dimenzionalni ndvrh ozubenych kol je rozhodujici relativni pohyb y
ve sméru zabérové piimky, protoze dynamicka sila v ozubeni je ddna sou¢inem Fg,, = yC(t).
Relativni pohyb v zabéru ozubeni je dan vztahem (viz obr.1)

y = Ryp2 + Rps3ps + ys — ya + ez sinpg — ea sin(A — o) + f(1). (3)

Presnéjsi dynamické vysetifovani vlastnosti soustav s kinematickymi vazbami vede pri hmot-
nostni diskretizaci na feSeni soustavy nelinearnich obycejnych diferencidlnich rovnic druhého
fadu s ¢asové proménlivymi koeficienty pro neznadmé veli¢iny ¢;,y;, z;, kterymi jsou thel na-
toceni a navzijem ortogonalni pohyby stfedu j-tého kola (v soufadnicovém systému Oj,y;, z;).
Pro odvozeni pohybovych rovnic byla s vyhodou pouzita analytickd Lagrangeova metoda [10].

Z divodi nésledné aplikace numerické simulace v prostiedi Matlab/Simulink, jsou tyto po-
hybové rovnice vyjadieny v explicitnim tvaru pro druhou derivaci zobecnénych soutradnic podle
Casu.

1

Pa = p— {My + Map [H(y) — H(—y — s)] + maez [Z25in(A — @2) — f2 cos(A — ¢2)] +
— C()y[Ryz + ez cos(A — )] [H(y) — H(—y — 5)] — ky [Rp2 + €2 cos(A — )]
(H) - -y~ 9)] = 5 5 (1) - H(-y = 9)] | @
p3 = m {M3 — Mr [H(y) — H(—y — s)] — mses [ijs cos p3 — Z3 sinps] +
Oty [Rus + s cosips] [F(y) — H(—y — 5)] — ki [Ras + 5 cos 3]
(H) ~ -y =)~ 5 0 (1)~ -y = 9)] | ®)
o = o {macad cos(A = ) + maeag sin(A — o) + CQy LH() — H(—y - 9]+
+ kylH(y) — H(—y — s)] = Coyya — kayja} (6)
gz = mLQ {—m363¢3 cos p3 + maespisings — C(t)y [H(y) — H(~y — s)] +
— ky[H(y) — H(—y — 5)] — Cayys — kayys}, (7)
5 = m% {=maeassin(A — ) + maes} cos(A — o)+
—  Chozy = kpzZo + Fr(t) [H(y) — H(—y — s)]}, (8)
P mi?) {maess sin s + maes3 cos o3+

— COspzz — ks 23+ Fr(t) [H(y) — H(-y — s)]}, (9)



4 Simulaé¢ni model soustavy

Cilem simulace je feseni problémii souvisejicich s analyzou vlastnosti a potencidlné moznych
chovani technickych objektt.

Simula¢ni modelovéni je specifické vypoc¢tové modelovani, u néhoz se na pocitaci opakované
realizuje algoritmus piimé tlohy sestaveny pro feseni problému chovéani objektu, a to pro predem
zvolenou strategii vstupnich idaji s cilem vySetifovat potencidlné mozna chovani objektu. Proces
opakovanych vypocti je oznacovan jako pocitacovy experiment. Struktury technickych objekt
se mohou vytvaret na riznych trovnich slozitosti, to muze ovlivnit i charakter vazeb mezi prvky
objektu, proto jednim z cild simulacniho modelovani pak mize byt i vySetfovani riznych trovni
strukturovanosti technického objektu na jeho vlastnosti a chovani.

Numericka simulace deterministické nelinedrni parametrické soustavy o Sesti stupnich vol-
nosti z obr.1 v prostiedi Matlab/Simulink vychéazi z pohybovych rovnic (4) az (9), vyjadienych
v explicitnim tvaru pro druhé derivace zobecnénych souradnic podle ¢asu.

Schema subsystému pro feseni vlivi vili s(t) a vypocet Heavisideovych funkci simula¢niho
modelu paru elasticky uloZenych ozubenych kol je uvedeno na obr.5.

VSTUP: Heavisideova funkce H(y(t))

relativni pohyb 'y (ajaeni

R VYSTUP:
M@ fynkce Hiy(t)) - HCy(t)-s(t)

Heavisideova funkce H(-y(t)-s(t))

relaéni

. VSTUPY:
operator

pohyby uloZeni a excentricity kol ve smérech soufadnych osy a z

VSTUP:
hodnota konst.
bo¢ni zubové
vile s_k

tan(pi/9)

i

Obr.5 — Subsystém pro feSeni vili s(t) a Heavisideovych funkei simula¢niho modelu péaru pruzné
ulozenych ozubenych kol.

Na obréazku jsou zelenou barvou oznacené bloky vstupt signdla ze simula¢niho modelu te-
Sené soustavy ozubenych kol, ¢ervené oznaceny blok je vystup z tohoto subsystému zpét do
simula¢niho modelu 2. Vstupy jsou jednak pro relativni pohyb y(t), jednak pro navzajem or-
togonalni pohyby stiedt ulozeni kol y;(t) s z;(t) a excentricity e,; a e,; ve smérech os y a z
souradného systému {Oj;y;;2;} — vstupy oznacené [Z3], [Z2], [Y3], [Y2] a [EZ3], [EZ2], [EY3],
[EY2]. V modrych blocich ”simh1” a ”simh2” se ukladdaji do paméti Heavisideovy funkce H[y(¢)]
a H[—y(t) — s(t)]. Ve zluté oznaceném bloku se zadava konstantni hodnota diive zminéné boc¢ni
zubové viile s.

5 Zavér

Cilem prace bylo vytvoreni modelu soustavy dvou ozubenych kol s ¢elnim ozubenim tak,
aby pokud mozno co nejvice vystihoval redlnou skuteénost. V modelu je respektovan vliv po-

37 diivodu piehlednosti zde nenf uveden cely simula¢ni model pro feeni parametrické soustavy s kinematickymi
vazbami, ktery je velmi rozsahly.



hybt v ulozeni kol nejen ve sméru zdbérové pirimky, ale i ve sméru na ni kolmém, tlumeni a
proménliva tuhost v zabéru ozubeni, tfeni v zdbéru kol, mozné excentricita kol ¢i hazivost roz-
teénych kruZnic, vyrobni nepfesnosti evolventniho profilu boku zubi a je zohlednén i moZny
vznik razovych jevl, podminénych existenci boénich zubovych vili. Numerické feseni je prova-
déno simulaci v prostFedi Matlab/Simulink. Schema celého simula¢niho modelu FeSené soustavy
a nékteré vysledky reSeni budou ukaziany na konferenci.
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