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DYNAMICS OF PERMANENT MAGNETIC BEARING

Ladislav PUST *

Summary: In comparison with the active magnetic bearings, the advantage of passive
(permanent) bearings is their simplicity and very low damping, but they can introduce
instability of rotor position. Therefore the basic analysis of radial bearings properties
including nonlinear characteristics are presented. The mathematical models of vertical
and horizontal rotors supported by permanent magnetic bearings are derived. Splitting of
resonance’s due to the rotor weight and existence higher harmonics are mentioned as
well.

1. Uvop

Oproti aktivnim magnetickym loziskim maji loziska s permanentnimi magnety vyhodu
v jednoduchosti a nulové potfebé vngjsi energie, mohou vSak do mechanického systému vnaset
nestabilitu a proto se musi kombinovat s jinymi typy lozZisek. V této studii se zaméfime na analyzu
zakladnich vlastnosti prstencového radidlniho loziska smykového typu s uvazovanim nelinearit pii
vétsich vychylkach.

2. PRINCIP LOZISKA

Pro ukladani rotoru na permanentnich magnetickych loziskach se vyuziva dvou principti. Prvy
z nich je zalozen na radialnim pdsobeni magnetického pole odpuzujicich se pold stejné polarity a
nosna sila F je tedy kolma na magnetickou mezeru (obr. 1a). Druhy princip jako nosnou silu vyuziva
smykové slozky magnetickych sil ve sméru rovnobé€zném s rovinou magnetické mezery (obr. 1b). Na
tomto poslednim principu je zaloZen navrh experimentalniho rotoru UT-AVCR vyvijeného v ramci
tikolu GACR 101/00/1471 a proto i v nasi studii bude mu vénovana hlavni pozornost. Magneticky
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Obr. 3

nosny prvek je tvoten kruhovymi prstenci podle obr. 2 s axialni orientaci. Mezera d je pii vzajemném
pohybu konstantni. Pfi zatizeni svislou silou F se krouzky viic¢i sobé posunou o délku r, , magnetické
pole se zdeformuje tak, aby vyslednice magnetickych sil byla v rovnovaze s F .
Pfi analyze silovych poméri vyjdeme z vlastnosti elementu o délce ds (obr. 3)

h,d, r, <<R, (1)
u néhoz miZeme pii dostate¢né malém uhlu & apfi &, d,r, <<R zanedbat zakiiveni a uvazovat
ho jako elementarni kvadr.
Zavislost F na ry bude pfi malych vychylkach linearni, pfi vétSich nelinearni, coz lze v prvém
pribliZzeni respektovat kubickym ¢lenem. Sila pfi radidlnim posunuti je pak kubickou funkci posunuti
ro [m]:

dF(r,) = (kry + k,r) )ds ky <0
dF =k+kr,[)rods, @)

kde zat&zujici sila dF u elementu délky ds marozmér N=kgms” a je to vektor sméfujici ve sméru

vychylky 7o, kje tuhost vztazena rovnéz na délku ds a ma rozmér N/m®> = kg m' s7, ks je
koeficient u r03 a ma rozmér N/m*=kgm™s”

Tyto koeficienty i zatézujici (resp. vratna) sila zaviseji dle obr. 3 na $ifce magnetickych krouzkd 7 ,
vysce v, na mezefe d a na magnetickych vlastnostech materialu a celé magnetické cesty. Za
predpokladu, Ze funkci (2) zname, miizeme vypocitat celkovou silu F pfi posunu krouzku o délku
ro. Podle obr. 4 pfi posunu o ry ve sméru svislé osy y bude vysledna sila dana integralem
elementarnich vektora sil dF(r),

dF, =dF(r)cos¢, (3)
respektive souctem jejich slozek do sméru ry , resp. y.
Integral musi byt proveden po celém obvodé 4k, d,r, <<R, pfiCemz radialni posunuti

elementu vmist¢ ¢ bude r=r,cos¢ (obr. 4a, b) a odpovidajici svisla slozka sily
dF, (@) = dF,(¢)cos@ . Vodorovné slozky dF,.(¢) se vzhledem k symetrii k ose y vzajemné rusi.
S ohledem na ds = Rd¢ bude vysledna svisla sila



2
F, :dey(qb) =de, (@)cos¢ = I(kro cos¢ +k,7; cos’ @) cospRd . (4)
0
Po provedeni integrald dostaneme

F(r) :RrokIT+Rk3r03%7T:TlRVO(k +%k3r02)~

)

Porovnejme pripad kruhového

prstence s vlastnostmi
toku obdéInikového prutfezu (obr. 5).

Pokud by byla stejna plocha S = 2mRh
rozvinuta do obdélniku 27R X & , pak

dF = kryds
posunuti kolmo na stranu 271R by byla

tfeba 2x vétsi sila. StoCeni této plochy
do tvaru kruznice snizuje linearni tuhost

na polovinu.

zvet§l na

sméru osy

X=rysin), y=r,cosy

pro linearni c¢len

sméru o excentricitu
vSak polohu sttedu O' v pravothlych
soufadnicich x, y , nutno pouzit vztahy

magnetického

pri

Nelinearita je u obdélnikové plochy
prstence zachovana, opét ma méknouci
vliv, ale jeji velikost se oproti prstenci

vlivem narovnani. Pii

posunuti obdélnikového magnetu o 7
kolmo na delsi stranu prifezu je tedy
tieba celkova sila

F, =2mRr, (k +ky1)) .
Vratme se ke kruhovému prstenci.
Posune-li se stfed prstence
x , pak plati obdobna

charakteristika jako je (5) pro posun y .
Totéz plati i pfi posunuti v obecném

0" ve

ro. Udavame-li

a F, =Fosinw=m§c+%k3(x2+y2)§ (5a)
F, =F = 3 k(2 + )8
, = F,cosyy =Ry +Zk3(x +y )E'
iFO lFO
21R
h < — < Je vidét, ze vlivem nelinearity
zavisi slozka sily

Tr
Obr. 5

v horizontalnim sméru téZ na
vertikalni vychylce a naopak.



3. POHYBOVE ROVNICE HMOTNEHO BODU VZHLEDEM K OSAM Xx , y

a) Vertikalni hridel

Rovnice (5) popisuje stiedové symetrické nelinearni silové pole. Toto pole je funkci pouze
vzdalenosti ry , nikoliv thluyy .Chovani hmotného bodu v takovém poli bylo analyzovano napft. v lit.
[1].
Tuto rovnici lze pouZzit pro vertikalni hfidel (nahrazeny v prvém pfiblizeni hmotnym bodem), u
kterého vlastni vaha nezplisobuje nesymetrii silového pole. Nelinearni ¢len se v tom piipade projevi
mimo jiné téz riznou frekvenci pfi€ného kmitani a rota¢niho pohybu, natacenim eliptického pohybu
apod.
Pfi rotaénim pohybu o poloméru r, je dostiediva sila konstantni

F =1, (K +K,r) (6)
kde K =mRk, K, = TRk, .
Uhlova rychlost rotace hmotného bodu m je

Q, =\ (K+K,2)/m. (7)
Pfi pfiéném kmitani je pohyb popsan diferencialni rovnici

mi + (K + K, x*)x =0 (8)

resp. ekvivalentni linearni rovnici
.. 3
mx+(K+ZK3r02)x=0 (8a)

s ptislusnou thlovou frekvenci

Q, =\/(K+%K3r02)/m. 9)

Ponévadz pro K, <0 je Q,<Q,, zpisobuje kombinace téchto dvou pohybi pii riznych
pocatecnich podminkach otaceni trajektorie (u linearniho netlumeného systému jsou tyto trajektorie
eliptické, bez otaceni) vjednom nebo v druhém sméru. Pii rizném typu buzeni pak existuji 2
rezonancni vrcholy. Podrobné;ji je tento piipad vySetiovan v [1].

Pii malych vychylkéach, kdy Ize nelinedrni ¢len zanedbat, obé rezonance, resp. ob¢ vlastni frekvence
splynou a systém se chova jako linearni s tuhosti K, resp. s vlastni frekvenci Q, =+ K/m ve sméru

x 1 y . Stejnou vlastni frekvenci maji pricné i krouzivé kmity.

b) Horizontalni hiidel

Dynamické vlastnosti horizontalné ulozeného
rotoru, opét nahrazeného v prvém piiblizeni
hmotnym bodem, jsou silné ovlivnény vlastni vahou
mg. Tuto silu respektujeme zavedenim konstantniho
posunuti A rovnovazné polohy ve sméru osy y
(obr. 6). Vztah mezi A a mg je:

mg = TRA(k + k) (10)
Vratna sila vbodé y' =y —A je po zjednoduseni
oznadeni K =TRk a K, =Tk,

F=r(K+K|r)+mg (11)

a ve slozkach

l% Y’ Obr. 6



F,=xK+K (x> +y*)] F, =y[K+K,(x*+y*)]-mg, (12)
resp. F, = XK +K, (7 + (' +0))]
F, =(y'+D)[K +K,(x"* +(y' +D)*)] - A[K + K,N°] (13)
= VK +K;(x"? + (Y + D))+ AK[x"? + (' + D)’ |- KN
=YK+ y'K,(x" +(y"7 +2y' A+ A)) + AK[x"? +y'* +204y"]
= Y[K+3KNT+(y' + DK (x" +y"?) +2y KA.

Pti malych vychylkach okolo osy O, tj. v linearizovaném ptipad¢, jsou v tomto piipad¢ rtizné tuhosti
vesméru x' y':

F.=Kx', F, =[K+3KN]) (14)
a tedy 1 vlastni frekvence v téchto smérech budou riizné
Q. =VK/m , Q, =J(K+3KN)/m. (14a)

Rezonanc¢ni vrcholy pro vodorovné a svislé kmitani vzniknou téz pii riznych frekvencich budici sily.
Silové pole je osové symetrické okolo osy ', nesymetrické okolo osy x'. Lze tedy oSekavat jak sudé
tak liché harmonické slozky pohybu pii buzeni odstfedivou silou - nevyvazkem.

Pohybové rovnice tuhého rotoru o hmoté m (ptislusné zkoumanému lozisku) a buzeného
excentricitou e (vratime se k piivodnimu oznaceni x,y ovSem méfenému od bodu O, ) jsou

mii + Kx + Kx[x* + (v +A)*] = mew’ cosax

my + K,y + DK, (x* +3y°) + K, p(x* + y°) = mew’ sinw’t (15)
kde K, =(K +3K.N).
Hodnotu A lze vypocitat z rovnice (10) nebo pro malé vychylky A |, kdy lze nelinearni ¢len
zanedbat, z ptiblizného vzorce

- mg
X

V pohybovych rovnicich (15) neuvazujeme tlumici sily, protoze tlumeni pasivniho magnetického
loziska je velmi malé a Ize ho tedy zanedbat.

(15a)

4. RESENI POHYBU METODOU MALEHO PARAMETRU

V této Casti se opét budeme zabyvat nejjednoduss$im piipadem, kdy rotor miizeme alespon
priblizné nahradit jednim hmotnym bodem v centralnim nelinearnim poli. Toto je mozné napf. u
tuhého symetrického rotoru uloZeného na dvou stejnych loziskach, nebo lezi-li téZisté rotoru v jednom
lozisku atd.

Pro teSeni pohybu popsan¢ho rovnicemi (15) zavedeme maly parametr &  Upravou
K, — &K, .V nultém piiblizeni (£, =0) popisuji rovnice linearni piipad s feSenim
mew’
X, =a, cost = —————Cos ¥

K-mw
2
. mew .
Yo = a,sine¥ = —————SsInar. (16)
K, —mw

Na uplné nelinearni rovnice pouZzijeme klasickou metodu malého parametru (viz napt. [3]). Periodické
feSeni ve tvaru mocninnych fad malého parametru £ a po jejich dosazeni do (15) a po porovnani ¢lenti
u stejnych mocnin £ ziskame pohyb hmotného bodu s piesnosti do prvého pribliZzeni



x(t) = x, (1) +&x (1) =

eK. [B3a’ +a’ +4N)a, 4ha a. . al-ala, O
=a, cosax — : E}( - 5 ) cosax+—yzsm2ax+—y2cos3a)tm
8 K-mw K —-mé4w K —-m9w 8
. &K, (DA
Y(1) = yo(1) + &y,(1) = a, sinaxr ——=F—(a; +3a;) + (17)
4 K,
2 2 2 2 2 2
a (a +3a 20(a; —3a a(a.—a U
+y(x—2y)sinax+(x—§)0052(d+y(x—y2)sin3wtg
K, -mw K, —4mw K, -9mw g

kde a, a, vyplyvajizrovnice (16).
Z vyrazi (17) je zfejmé, ze pohyb hmoty m bude obsahovat kromé prvé harmonické slozky
s frekvenci @ tézmalé (= &k,) slozky s dvojnasobnou 2w a trojnasobnou 3w frekvenci. Navic

ve vertikdlnim sméru se objevi i mirné posunuti stredu kmitu.

K K
Vztahy (17) plati v nerezonanénich oblastech. V blizkosti frekvenci w = [— , resp ,|—
m m

(hlavni rezonance) dojde k silnému zvySeni amplitudy prvé slozky kmitu, v blizkosti frekvenci

.1 /K 1 |K .1 /K 1 |K, s o s
w=—,—a—,— resp w=—,— a —.|— (vedlejsi superharmonické rezonance) se zvysi
2Vm  3\V\m 2\ m 3V m

amplitudy druh¢ a tfeti harmonické slozky kmitu.

5. POHYBOVE ROVNICE HRIDELE ULOZENEHO NA PASIVNICH MAGNETICKYCH LOZISKACH
Predpokladame, ze

- htidel je dostate¢né tuhy [ tuhé téleso, systém o 4° volnosti

- htidel osové symetricky podle osy z kmita pouze v radidlnich smérech x, y ; v axialnim sméru
z je pevné uchycen

- zanedbavame gyroskopické ucinky

- na obou stranach jsou stejna loziska.

Schéma systému je na obr. 7.

Plati m=m, +m, +m,
m(l/2+a)—my,(l/2—a)+mya =0
m(l/2+a)’ —m,(1/2—a) +ma’ =1. (18)
a
X, ' ;

m, . m, .X

L msl._ T "
-_’__ .................. . e e = e .__’_._....__

. 05 mi1 ! °
Y, e

12 /2



Pohybové rovnice ve sméru x ay jsou

mx, +%(;‘c‘l +3)) + Kx, + Kyx, (x7 +(y, +A,)° +bx, =m(1/2 +a/l)ew’ cosax
m,i, +%(;¢1 +3,)+ Kx, + Kox,(x2 +(p, +A,) +bi, =m(1/2 - a/lew? cosax

my, +73(y1 +¥,)+ Ky, "'A1K3(x12 +3y12) + (19)
+ K. y,(x) +y))+by,=m(1/2+a/l)ew’ sinax
m,y, +T3(J’1 +y,)+K,y, +A2K3(x§ +3y§)+

+ Ky, (x2 +y2)+by, =m(1/2-a/l)ew’ sincx
kde jsou: K,, K, konstanty nelinearni charakteristiky loziska,

A = (mi +m3/2)g
l k

, 1 =12 posunuti osy hfidele vlivem vlastni vahy,

K, =K+3K.N konstanty tuhosti ve vertikdlnim sméru.

v

Vng&jsi linearniho tlumeni (napt. odpor vzduchu, vitivé proudy apod.) je respektovany cleny
bx,, bx,, by,, by, . (20)

Pti zavedeni linearniho tlumeni do rovnic (19) obsahujicich nelinearni tuhostni ¢leny a po
transformaci do bezrozmérovych soufadnic

a:z_a’ :E, Xl_—xl’ Yl:&, E)CC:E
[ 2K A A A

pr=lt =M arar )2, ="z (rara’+p7)2 QD)
ml m m

“3:&:1_02_:02’ AI/A:I—Q’ AZ/A:]+G’ T=Qt=~k/mt
m

n=wymi/k, B=b/Nkm, Kk =NK,/K, k, =1+3k(l-a)
K, =1+3k(l+a)
dostaneme

1+a

(u, +p, /4) X!+, /4 XY + X, + BX| +KX, (Xf +(Y, +1—a)2): Exc n* cosnt

(y + 1, 14) X7+ 1, 14 X7+ X, + BX, +KX, (x2 + (v, +1+a))=122

Excn® cosnt

(b, + 1y /4) Y4y 14+ K,V + BY, 4k (1 -a) (X +372 )+ kv, (X7 +77)=



Exc n’sinnt

(i, + 11,/ 8) Y7+ w147+ kY, + BY, +k (14 a) (X2 +372 )+ iy, (32 +v2) =t

1-a

Excn’sinnt .

Tyto rovnice byly naprogramovany v jazyku Fortran a jejich feSeni simulovano na pocitaéi. Pro
prehlednou analyzu dynamickych vlastnosti rotoru byl simula¢ni program doplnén urcovanim
maximalnich amplitud vychylek Xinax Yimax , T€SP. rychlosti X imaxs Y imax (1=1,2) pti pomalu vzristajici
budici frekvenci ] . Pfiklady resonanénich kiivek budou ukazany na konferenci.

6. ZAVER

Pasivni magneticka loziska vyuzivajici jako vratnou silu smyckovou slozku magnetickych sil mezi
dvéma kruhovymi prstenci ma pii v€tsich vychylkach nelinearni charakteristiku. Je ukazano, Ze
nelinearita silového pole zpusobuje vazbu mezi kmitdnim ve smérech os x a y, vznik vysSich
harmonickych slozek a rozstépeni resonanCnich vrcholi. Tyto jevy jsou jesté zvyraznény u
horizontaln¢ ulozenych rotord posunutim rovnovazné polohy vlivem vlastni vahy. Dalsi vazby
vznikaji u rotoru ulozenych ve dvou magnetickych loziskach pii obecném rozlozeni hmot rotoru podél
jeho osy. Pro tento piipad jsou odvozeny pohybové rovnice nelinearniho systému o ¢tyfech stupnich
volnosti umoziujici simulacni vySetfovani dynamickych vlastnosti zkoumaného systému.
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