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STABILITY ANALYSIS OF THE LONG JOURNAL BEARINGS 
 

František POCHYLÝ, Eduard MALENOVSKÝ•  
 

Summary: This contribution deals with numerical analysis of the stability of long journal 
bearings. The Navier - Stokes eq., continuity eq. and boundary conditions are used by the 
solution. Bézier body is used for approximation of liquid volume, velocity and pressure 
distribution. It is presented the new approach to the analysis of the SQUEEZE film 
dampers and journal bearings. 

1. ÚVOD 
3�tVS�YHN VH ]DEêYi DQDOê]RX SRK\EX þHSX Y GORXKpP NOX]QpP ORåLVNX� X NWHUpKR VH

S�HGSRNOiGi NRQVWDQWQt SU$E�K WODNRYpKR D U\FKORVWQtKR SROH SRGpO RV\ ORåLVND� 9\FKi]t VH ] Navier – 
6WRNHVRY\ SRK\ERYp URYQLFH WHNXWLQ\� NH NWHUp GiOH S�LVWXSXMH URYQLFH NRQWLQXLW\ D RNUDMRYp

SRGPtQN\� 3UR DSUR[LPDFL REMHPX Y\SOQ�Qê WHNXWLQRX� VWHMQ� WDN SUR DSUR[LPDFL U\FKORVWt D WODNX MH

Y\XåLWR %p]LHURYR W�OHVR� 3�tVWXS N �HãHQt E\O MLå Y minulosti publikován a je uveden v �DG� OLWHUiUQtFK

SUDPHQ$� NWHUp MVRX XYHGHQ\ Y OLWHUDWX�H� 9êSRþWRYi DQDOê]D MH GRSOQ�QD H[DNWQtP �HãHQtP D MH

XYHGHQR �HãHQt MHGQRGXFKp PRGHORYp ~ORK\� 

2. ANALÝZA POHYBU TEKUTINY 
3UR S�HGSRNODG ODPLQiUQtKR SURXG�Qt PDMt SRK\ERYi URYQLFH� URYQLFH NRQWLQXLW\ D RNUDMRYp

podmínky v (LQVWHLQRY� VXPDþQt V\PEROLFH VH ]DKUQXWtP NRQYHNWLYQtFK þOHQ$ WYDU �GROQt LQGH[ 5

]QDþt WR� åH VH MHGQi R FHONRYp YHOLþLQ\� 
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3�HGSRNOiGHMPH� åH MDN SRORKD VW�HGX K�tGHOH� WDN L U\FKORVW D WODN MVRX GiQ\ VRXþWHP VWDFLRQiUQt D

QHVWDFLRQiUQt þiVWL� SDN SUR SRORKX� U\FKORVW D WODN SODWt 
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

j jR j i j i R j i j i R i iz z x v x t c c x w x t p p x x tσ= + = + = +  (4) 

PorovnáníP þOHQ$ X VWDFLRQiUQtFK D QHVWDFLRQiUQtFK þiVWt VH REGUåt VRXVWDYD URYQLF SUR

DQDOê]X VWDFLRQiUQtKR D QHVWDFLRQiUQtKR SRK\EX W�OHVD�  
6WDFLRQiUQt SRK\E W�OHVD 

V SHYQpP QHURWXMtFtP V�V� MH VWDWLFNi SRORKD VW�HGX K�tGHOH� NWHUê MH ]DWtåHQ VWDWLFNRX VLORX GiQ 
SRORKRX VW�HGX K�tGHOH� .ROHP WRKRWR VW�HGX� MHKRå VRX�DGQLFH MVRX GiQ\ YHNWRUHP Rz URWXMH K�tGHO
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úhlovou rychlostí ω� 3UR ]DGiYiQt RNUDMRYêFK SRGPtQHN MH G$OHåLWp VSHFLILNRYDW U\FKORVWL W�OHVD D

tekutiny na tomto okraji. Pro reálQRX WHNXWLQX MVRX ]GH U\FKORVWL WHNXWLQ\ D W�OHVD VWHMQp� 3UR SRORKX

ERG$ QD RNUDML K�tGHOH Y pevném nerotujícím ss. platí 

ii R ix z y= +          (5) 

3UR DQDOê]X SRK\EX WHNXWLQ\ MH ]YROHQD PHWRGD NRQWUROQtFK REMHP$ >�� �� �@� 3R LQWHJUDFL SRK\bové 
URYQLFH D URYQLFH NRQWLQXLW\ S�HV ]YROHQê NRQWUROQt REMHP� Y\XåLWtP Y�W\ *DXVV- Ostrogradského lze 
psát rovnici rovnováhy kontinuity a okrajové podmínky ve tvaru 
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 3:  ( ) :  0i im m k k k i imS c x z cγ ε ω γ= − Γ =� �      (8) 

kde ic�  je kovariantní vektor rychlosti v N�LYRþDUêFK VRX�DGQLFtFK� rn  resp. ln  jsou kovariantní resp. 

NRQWUDYDULDQWQt VORåN\ YHNWRUX YQ�Mãt QRUPiO\ N povrchu ∆S. Pro další postup je velmi výhodné 
HOLPLQRYDW VWDWLFN\ URYQRYiåQRX SRORKX VW�HGX K�tGHOH kz  z okrajových podmínek. Eliminace polohy 

VW�HGX K�tGHOH ] RNUDMRYêFK SRGPtQHN O]H GRFtOLW QD ]iNODG� QiVOHGXMtFtFK S�HGSRNODG$ 
 i i ij j j jc z p zα α β β= + = +�        (9) 

Rychlostní funkce iα QD SRYUFKX K�tGHOH MH ]iYLVOi QD VRX�DGQLFtFK ix RNUDMH K�tGHOH� MHKRå

VRX�DGQLFH VH ]DGiYDMt Y SHYQpP VV D ~KORYp U\FKORVWL URWDFH� 6RX�DGQLFH ix  jsou závislé na statické 

SROR]H K�tGHOH kz . Rychlostní funkce ijα QD SRYUFKX K�tGHOH MH ]iYLVOi SRX]H QD ~KORYp U\FKORVWL

URWDFH K�tGHOH� Dosazením z (9) do (6) - (8) mají rovnice pro stanovení  a iα β  tvar 
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-HVWOLåH ]DQHGEiPH QHOLQHiUQt þOHQ SUR VWDFLRQiUQt SRORKX REVDKXMtFt iz  mají rovnice pro stanovení 

 a ik kα β  tvar 
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Jednou z PRåQRVWt �HãHQt RERX VRXVWDY MH� QH]QiPp KRGQRW\ IXQNFt iα  a ijα  na hranicích 

H[SOLFLWQ� Y\SRþítat a dosadit do pohybových rovnic a rovnic kontinuity. Po dosazení do pohybové 
rovnice a rovnice kontinuity mají tyto v V\PEROLFNpP Y\MiG�HQt WYDU 
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Z SUYQtFK GYRX URYQLF VRXVWDY\ VH Y\SRþtWDMt �HãHQtP QHOLQHiUQt VRXVWDY\ URYQLF IXQNþQt

hodnoty  a iβ α , a z druhých dvou  a j ijβ α . 



1HVWDFLRQiUQt SRK\E W�OHVD 
1D ]iNODG� PHWRG\ NRQWUROQtFK REMHP$� SR LQWHJUDFL SRK\ERYp URYQLFH D URYQLFH NRQWLQXLW\

S�HV ]YROHQê NRQWUROQt REMHP� Y\XåLWtP Y�W\ *DXVV- 2VWURJUDGVNpKR D SR Y\MiG�HQt YHNWRUX U\FKORVWL

v N�LYRþDUêFK VRX�DGQLFtFK S�L ]DQHGEiQt QHOLQHiUQtKR þOHQX O]H URYQLFH S�HSVDW GR YH WYDUX 
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Eliminace rychlosti ib•
SRK\EX W�OHVD ] URYQLF O]H GRFtOLW QD ]iNODG� WUDQVIRUPDþQtFK Y]WDK$ 
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7DWR VXEVWLWXFH XPRåQt Y\XåLWtP 'LUDFRY\ GLVWULEXFH Y\ORXþLW ] okrajových podmínek rychlost 

SRK\EX W�OHVD jb• . Po dosazení mají rovnice tvar 
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'R SRK\ERYp URYQLFH MVRX ]DKUQXW\ U\FKORVWQt IXQNFH D VWDWLFN\ URYQRYiåQi SRORKD V S�HGFKR]tKR
NURNX �HãHQt� �HãHQt VRXVWDY\ URYQLF MH WDNRYp� åH QH]QiPp KRGQRW\ IXQNFt ijh  na obou okrajích 

H[SOLFLWQ� Y\SRþtWDW D GRVDGLW GR URYQLF ���� D ����� 3DN PDMt URYQLFH WYDU 

( )1 1 2 1 2 3, , δ δ δ• •+ − − −Ah B z � � � ��� � 	 	 �� � 	    (24) 

S RKOHGHP QD IXQNþQt ]iYLVORVW U\FKORVtních funkcí v okrajových podmínkách, které jsou funkcí 
'LUDFRY\ IXQNFH� S�HGSRNOiGHMPH �HãHQt YH WYDUX 

1 1 2δ δ δ•h = h s = s + s        (25) 

3R GRVD]HQt W�FKWR Y]WDK$ GR ���� D SR SRURYQiQt þOHQ$ X GHULYDFH 'LUDFRY\ IXQNFH D 'LUDFRY\ IXQNFH

se z pohybové URYQLFH REGUåt VRXVWDYD URYQLF 

( )1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 3, ,− − −Ah + Cs = g B z � � � ��� � 	 �� � 	    (26) 

3. S7$%,/,7$ /2ä,6(. 
2EHFQi SRORKD þHSX 

Vyjdeme z URYQLFH ����� NWHURX O]H SUR OLERYROQê ERG REMHPX Y\SOQ�QpKR WHNXWLQRX VH

zahrnutím okrajových podmínek i se zahrnutím stacionární polohy psát v homogenním tvaru 
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NWHURX O]H S�HSVDW GR WYDUX 
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�HãHQt S�HGSRNOiGHMPH YH WYDUX 
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Vzhledem k singulární matici M �HãHQt ]DSLãPH YH WYDUX   
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K �HãHQt URYQLFH ���� O]H MLå Y\XåtW VWDQGDUGQtFK SURFHGXU SUR �HãHQt YODVWQtFK KRGQRW PDWLFH
+K M , 

kde horní index � ]QDþt SVHXGRLQYHU]L� 9\SRþtWiYDMt VH WDN S�HYUiFHQp KRGQRW\ YODVWQtFK þtVHO� 9ODVWQt

WYDU SDN MLå NODVLFNêP ]S$VREHP� 
�HãHQt SUREOpPX YODVWQtFK KRGQRW SUR FHQWULFNRX SRORKX� 

5RYQLFHPL ��� D ���� SRþiWHþQtPL D RNUDMRYêPL SRGPtQNDPL MH XUþHQR U\FKORVWQt D tlakové 
SROH Y MLVWpP RERUX 9� 3�HGSRNOiGHMPH� åH WRWR SURXG�Qt MH VWDFLRQiUQt VH VWDFLRQiUQt VORåNRX U\FKORVWL

D WODNHP� 9 GDOãtP VH EXGHPH VQDåLW GRNi]DW� åH S�HGSRNOiGDQp VWDFLRQiUQt SURXG�Qt MH VWDELOQt� =D

WtPWR ~þHOHP S�HGSRNOiGHMPH� åH QD S$YRGQt VWDFLRQiUQt SURXG�Qt S$VREt MLVWi PDOi SRUXFKD iw  

rychlosti a tlaku σ . V WDNRYpP S�tSDG� Pi VRXVWDYD URYQLF ]D S�HGSRNODGX ]DQHGEiQt PDOêFK KRGQRW
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=DP��PH VH Q\Qt QD VWDQRYHQt PRGiOQtFK YODVWQRVWt U\FKORVWQtKR D WODNRYpKR SROH� 8YDåXMPH Q\Qt

YiOFRYp VRX�DGQLFH ( )3, ,r xϕ . Rychlost pro k  - tý tvar se skládá z UDGLiOQt D WDQJHQFLiOQt VORåN\�

3�HGSRNOiGHMPH� åH SUR U\FKORVWL S�L QXORYp VWDFLRQiUQt U\FKORVWL D QXORYê VWDFLRQiUQt WODN SODWt

0
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k
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kw w e=  kde ks  je k  - Wp YODVWQt þtVOR YH WYDUX ik k ks α ω= + . Pro rychlosti k  - tého tvaru kmitu 

(index k MH SUR S�HKOHGQRVW Y\QHFKiQ� YH YiOFRYpP VV� SDN SODWt 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2cos sin sin cosk kr k k kr krw w w w c wϕϕ ϕ ϕ ϕ= − = +   (34) 

Po dosazení (34) do (32) a (33) bude mít pohybová rovnice pro vlastní tvary rychlosti tvar (pro 
S�HKOHGQ�Mãt WYDU MH Y\QHFKiQ LQGH[ k ) 
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Rovnice kontinuity 
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Rovnicemi (35) – ���� MH XUþHQD k  - tá vlastní hodnota ks  a jí odpovídající vlastní tvar rychlosti a 

tlaku. Pro numerickou analýzu nyní stanovme analytický výraz pro vlastní tvar kmitání úlohy kdy 
EXGHPH S�HGSRNOiGDW  
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odkud 1
rw k r−= . Okrajové podmínky pro centrickou polohu jsou  

1 2Pro  je 0 Pro  je 0r rr R w r R w= = = =      (43) 

3DN PXVt SUR OLERYROQê SRORP�U 1 2R r R< <  platit 0rw = . Rovnice (35) – ���� SDN O]H ]MHGQRGXãHQ�

psát ve tvaru 
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Rovnice (45) je Besselova rovnice ve tvaru 
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kde ν ρη= MH NLQHPDWLFNi YLVNR]LWD� �HãHQt WpWR URYQLFH O]H SViW YH WYDUX 

 1 1 2 1

s s
w C J r C Y rϕ ν ν

   
= +         

      (48) 

Okrajové podmínky pro centrickou polohu jsou  

1 2Pro  je 0 Pro  je 0r R w r R wϕ ϕ= = = =      (49) 

'RVD]HQtP �HãHQt ���� GR W�FKWR RNUDMRYêFK SRGPtQHN SUR QHWULYLiOQt �HãHQt PXVt EêW 
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FRå MH URYQLFH SUR XUþHQt YODVWQt KRGQRW\ ks . Vlastní tvar tlaku kσ O]H XUþLW LQWHJUDFt URYQLFH ����

dosazením z rov. (48) 
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4. ANALÝZA STABILITY MODELOVÉ ÚLOHY 
-DN MLå E\OR XYHGHQR Y S�HGFKR]t NDSLWROH� H[DNWQt �HãHQt VWDELOLW\ NOX]QêFK ORåLVHN MH

v VRXþDVQp GRE� SURYHGHQR SUR FHQWULFNRX SRORKX þHSX D SRX]H SUR V\PHWULFNp WYDU\ NPLWX� NG\ VH

QHS�HGSRNOiGi ]P�QD U\FKORVWL D WODNX SR REYRGX� �HãHQt Y\FKi]HMtFt ] aplikace Navier – Stokesovy 
URYQLFH S�L Y\XåLWt %p]LHURYD W�OHVD MH REHFQp D ]DKUQXMH YãHFKQ\ WYDU\ U\FKORVWL D WODNX� YþHWQ�

REHFQp SRORK\ VW�HGX K�tGHOH� $E\ E\OR PRåQR SRURYQDW YêVOHGN\ H[DNWQtKR �HãHQt D �HãHQt

Y\FKi]HMtFtKR D DSOLNDFH %p]LHURYêFK W�OHV� E\OD ]YROHQD PRGHORYi ~ORKD V FHQWULFNRX SRORKRX K�tGHOH

s W�PLWR YVWXSQtPL GDW\� 9QLW�Qt NURXåHN R SRORP�UX0.05 m , délka 0.01 m � Y$OH1 mm , statické 



]DWtåHQt YH VYLVOpP VP�UX  1 N , hustota 3885 kg/m , dynamická viskozita oleje 0.0008 Pa s  a 

RWiþN\ 0  rad/s. 
9êVOHGN\ �HãHQt VWDQRYHQêFK QD ]iNODG� %p]LHURYêFK N�LYHN 

3UR QXPHULFNRX DQDOê]X E\OD ]YROHQD GLVNUHWL]DFH� NG\ VHJPHQW E\O UR]G�OHQ QD W�L NRQHþQp

objemy v REYRGRYpP L UDGLiOQtP VP�UX� UDGLiOQt VP�U E\O UR]G�OHQ QD � VHJPHQW\ D REYRGRYê QD �

VHJPHQW$�  
 

Tvar 5HiOQi þiVW >UDG�V@ ,PDJLQiUQt þiVW >UDd/s] Poznámka 

1 -9.107080 0 0, 0k p= =  

2 -37.93100 0 1, 4k p= =  

3 -37.93742 0 1, 3k p= =  

4 -37.93742 0  
5 -37.93786 0 1, 2k p= =  

6 -37.93786 0  
7 -37.93879 0 1, 1k p= =  

8 -37.93879 0  
9 -37.93933 0 1, 0k p= =  

 
7DEXOND , 9ODVWQt þtVOD VWDQRYHQi V Y\XåLWtP %p]LHURYD W�OHVD 

 
V WDEXOFH , MVRX XYHGHQD YODVWQt þtVOD SUR SUYQtFK � WYDU$� = JUDILFNpKR ]Qi]RUQ�Qt

U\FKORVWQtKR SROH MH ]�HMPi DQDORJLH V diskovými tvary kmitu, které jsou charakterizovány uzlovými 
SU$P�U\ D NUXåQLFHPL� .H VWHMQpPX ]iY�UX GRVS�MHPH L ]H VURYQiQt GLIHUHQFLiOQtFK URYQLF SUR �HãHQt

PRGiOQtFK YODVWQRVWt WHQNêFK GLVN$ V RVRY� V\PHWULFNêPL RNUDMRYêPL SRGPtQNDPL V diferenciální 
URYQLFt SUR DQDOê]X VWDELOLW\ ORåLVND� 9 poznámce tab. I je uvedena specifikace tvaru rychlosti, která 
E\OD S�HY]DWD V WHUPLQRORJLH NPLWiQt GLVN$� 3RþHW X]ORYêFK NUXåQLF SR UDGLiOH MH R]QDþHQ k D SRþHW

X]ORYêFK SU$P�U$ p . Z WDEXON\ , MH GiOH ]�HMPp� åH Q�NWHUp WYDU\ U\FKORVWL MVRX NRPSOH[Q� VGUXåHQp D

Q�NWHUp QLNROLY� 1D REU� � – 6 jsou nakresleny pole rychlostí pro vybrané tvary. Z komplexního páru 
YODVWQtFK þtVHO �VWHMQi UHiOQi þiVW� MH NUHVOHQ YåG\ MHGHQ WYDU� ýtVOR WYDUX VRXKODVt V þtVOHP XYHGHQêP

v tabulce I.  
Výsledky exaNWQtKR �HãHQt 

-DN MLå E\OR XYHGHQR� H[DNWQtP �HãHQtP O]H ]tVNDW SRX]H WYDU\ U\FKORVWt V QXORYêP SRþWHP

X]ORYêFK SU$P�U$� 9 WDEXOFH ,, MVRX SUR VURYQiQt XYHGHQ\ UHiOQp þiVWL YODVWQtFK þtVHO VWDQRYHQêFK

H[DNWQ� D QD ]iNODG� DSOLNDFH %p]LHURYD W�OHVD� 
 

Tvary  5HiOQi þiVW - ([DNWQ� 5HiOQi þiVW - Bézier 

1 -8.9297 -9.107080 
2 -35.6563 -37.93933 
3 -80.3125 -97.46673 

 
7DEXOND ,, 6URYQiQt YODVWQtFK þtVHO WYDU$ EH] X]ORYêFK SU$P�U$ 

 
1D REU� � D � MH VURYQiQt U\FKORVWQtFK SURILO$ SUR WYDU\ V EH] X]ORYp NUXåQLFH D s jednou 

NUXåQLFt� = WDEXON\ ,, MH ]�HMPê Y�Wãt UR]GtO SUR WYDU VH GY�PD NUXåQLFHPL� 7HQ P$åH EêW ]S$VREHQ

zvolenou diskretizací.  



5. ZÈ9�5 
$QDOê]D G\QDPLFNêFK YODVWQRVWt NOX]QêFK� NWHUi MH �HãHQD QD ]iNODG� 5H\QROGVRY\ URYQLFH MH

YHOPL GRE�H ] literatury znáPD� 6WDELOLWD NPLWiQt VH YãDN SRVX]XMH QD ]iNODG� DQDOê]\ NRQNUpWQtKR

W\SX URWRURYp VRXVWDY\� 1iPL QDYUKRYDQê S�tVWXS XPRå�XMH SURYiG�W DQDOê]X VWDELOLW\ VDPRWQpKR

NOX]QpKR ORåLVND� L NG\å VDPR]�HMP� QD ]iNODG� GDQpKR VWDWLFNpKR ]DWtåHQt� 1RYê S�tVWXS N analýze 
SRK\EX WXKpKR W�OHVD Y UHiOQp WHNXWLQ� MH Y VRXþDVQp GRE� VRIWZDURY� ]SUDFRYiYiQ D MH YH VWDGLX

RY��RYiQt D SRURYQiYiQt PH]L RE�PD WHRULHPL� 
Z SRURYQiQt YêVOHGN$ �HãHQt VWDELOLW\ PRGHORYp ~ORK\ O]H FHONRY� NRQVWDWRYDW YHOPL GREURX

shodu mezi exaktním �HãHQt D �HãHQtP QD Ei]L %p]LHURYD W�OHVD� -H YãDN QXWQR SURYpVW SRGUREQ�Mãt

analýzu zejména s RKOHGHP QD GLVNUHWL]DFL� DQDO\]RYDW YOLY URWDFH K�tGHOH D Y QHSRVOHGQt �DG� L

REHFQRX SRORKX VW�HGX K�tGHOH� 3UR WHQWR S�tSDG QHQt Y VRXþDVQp GRE� H[DNWQt �HãHQí provedeno. 
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Obr. 3 Tvar rychlosti 1   Obr. 4 Tvar rychlosti 2 
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Obr. 5 Tvar rychlosti 3  Obr. 6 Tvar rychlosti 5 
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Obr. 7 Tvar rychlosti 7  Obr. 8 Tvar rychlosti  
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Obr. 9 Rychlostní profil tvaru 0, 0k p= =  Obr. 10 Rychlostní profil tvaru 1, 0k p= =  


