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NUMERICAL IMPLEMENTATION OF GENERALIZED NON-
LINEAR KINEMATIC HARDENING RULE FOR ELASTIC-
PLASTIC CONSTITUTIVE EQUATIONS

Jan PAPUGA’", Jifi PLESEK™

Summary: The Armstrong-Frederick and Chaboche models were generalized in the
framework of non-linear kinematic hardening theory. A procedure for solving the
hardening evolution law was implemented within the PMD FEM package. Both the
generalized constitutive model and the way of implementation as well as the differences
between the three types of hardening rules are reported in detail.

1. Uvop

Zakladnimi dvéma prostfedky pro popis evoluce plochy plasticity v prostoru napéti jsou
modely izotropniho a kinematického zpevnéni. Pomoci izotropniho zpeviiovani nelze postihnout
Bauschingeriv efekt, a proto tento model miize byt pouzit pouze v pripadech prostého jednorazového
zatézovani. Model kinematického zpevnéni v linedrni podobé zase selhdva pti simulaci cyklického
plastického teCeni (ratchettingu, cyklického creepu). Kombinaci obou pfistupt [1] je sice mozno
popsat tzv. cyklické zpeviovani ¢i cyklické zmékéovani, avSak ani toto feSeni nepiinasi pozadované
zlepSeni v problémech, kdy je nutno zachytit pfesny tvar cyklické kiivky s ohledem na rtiznou odezvu
pfi zatiZeni resp. odlehceni.

Modermi konstitutivni vztahy, vhodné pro cyklickou plasticitu, 1ze rozdélit do tii kategorii:
endochronni plasticita (Valanis), viceplochové modely (Krieg, Mro6z, Dafalias) a nelinearni
kinematické zpevnéni (Armstrong, Frederick, Chaboche). Posledni moznost je velmi jednoducha,
elegantni a efektivni. BliZi se totiz metod€ prosté superpozice izotropniho a kinematického modelu,
v ramci evoluéniho zakona pro vyvoj kinematickych parametrt (backstressu), je vSak misto Pragerova
¢i jiného linearniho zakona uplatnéna odlisSnd nelinedrni forma. Poprvé takovy model predstavili
Armstrong a Frederick [2], ktefi navrhli tvar s pfidanou pamétovou slozkou (recall term), linearné
zévislou na skaldrnim soucinu normdly k ploSe plasticity v mist¢ zatézovaciho bodu a okamzité
hodnoty kinematického tenzoru. Model mé fadu vyhod, Ize jim pomérn¢ tspésSné simulovat plastické
teCeni a jiné efekty a neni v ném potieba definovat dalsi plochu plasticity (ackoli v ném je implicitné
pritomna, viz [3]).

V Ustavu termomechaniky AV CR je vyvijen vypodetni systém PMD (Package for Machine
Design), vyuzivajici pro feSeni MKP (viz také [4]). Z vySe uvedenych divodil a jelikoz stavajici
systém PMD umoziiuje Gplné feSeni kombinace izotropniho a linedrniho kinematického zpevnéni, je
mozno o¢ekavat, ze uvedeny nelinedrni model bude snadno implementovatelny. Neni potieba vytvaiet
zadna nova pravidla pro pohyb druhé plochy ani pro pohyb stavajici plochy plasticity vué¢i druhé.
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Program PMD disponuje 3iroce variabilni Skalou dalgich vlivl (napt. zavislosti na teploté, kombinaci s
creepem atd).

2. KOMBINOVANE ZPEVNEN{

Struktura konstitutivnich vztaht v sytému PMD [1] nema striktn odd€lenou izotropni a
kinematickou sloku tak, jak je tomu napf. v klasické kombinaci obou modelt [3]. Zékladem je zde
naopak popis celkového zpevnéni. Podminka plasticity je zapséna jako

f=1,0X)-Y(p,T), (1)

kde fy je mezni funkce s posunutym stfedem z nuly do X (tzv. kinematicky tenzor - backstress) a
funkce Y je zobecn&na mez kluzu, zavisla na akumulované plasticke deformaci p a na teploté T. Tvar
funkce Y je redukovatelny do jednoosé podoby

Y(paT)‘-‘O-}'(p’T)—Q}’(p) (2)

Funkce oy zde odpovida pribshu meze kluzu v tahu nebo tlaku (u von Misesova modelu ob¢& varianty
splyvaji), Oy je kinematicky parametr pfi jednoosém naméahani a ob& tyto funkce jsou zavisié na
hodnoté akumulované plastické deformace p, definované pomoci

dp = \yde” : de” (3)

kde definitoricky parametr y=2/3 pro materidly neovliviiované hydrostatickym napétim.
Podminka konzistence na hranici, jez zaruduje, Ze se napétovy stav nepfesune vné plochy
plasticity (df = 0), bude vypadat takto

g:do+g—:dx+g—-dp+§f—-dT=O (4)
0o oX op oT
Oznaéme jako plasticky modul parametr H a poloZme ho roven
0
L~ H (5)
op
a podobné& modul kinematického zpevnéni O
%Y
5 ~=0. (6)
/4
Zérovert je z rovnice ( 1) zfejmé, Ze plati
%) 0
F__ I (7)
0o oX
Pti dosazeni viech piedeslych vztahii do rovnice (4 ) dostaneme po Gpraveé
of of oo
Y .do-=2dX-H-dp+Q-dp——=-dT'=0. 8
a0 oo P+ ap=Tr ®

Zaroveti miizeme pfi bliz$im pozorovani odvodit, Ze mohou nastat tyto stavy:

Q=0 C¢istd izotropni zpevnéni

H=Q C&isté kinematické zpevnéni

H> Q kombinace vedouci k cyklickému zpeviiovani
H<Q kombinace vedouci k cyklickému zmék&ovani



Pokud predpokladame, Ze pfiriistek kinematické slozky zavisi pouze na modulu kinematického
zpeviiovani, miZeme podminku konzistence (4 ) rozdglit na dvé samostatné rovnice

0

2 dX=0Q-dp. (9)

0o

0
Y do-2% ar - H . ap. (10)
0c oT
Popi$me smér plastického toku vztahem
de? =dA-R, (11)
kde symbol R piedstavuje smérovy tenzor, ktery pro pfipad asociovaného zakona teeni nabyva tvaru

15/

R= l . (12)
0o

Pak jednou z moZnosti zapisu Pragerova evoluéniho zakona pro popis zmény polohy kinematického
parametru miiZe byt nejen vztah

2
aX = ECds" , zde pak Ize ovéfit, ze C= Q

(13)
dX = Cde?" .....pro jednoosou napjatost
ale mize existovat i jiny typ zapisu
%)
dX=xK- (2 . (14)
0o
Mezi obéma tvary Pragerova evoluéniho zakona tedy existuje tato zavislost
2
k=—CdA. (15)
3
Nyni ze vztahti (9 ) a ( 14 ) lze vyjadfit multiplikator x jako
oo 2
oo (16)
do oo
Ptipadng Ize pro von Misesovu plochu plasticity v rovnici 16 ) dale upravit jmenovatel
2
K=2-0-dp. (17)

Vztah (10) poslouzi k vypodtu piiriistku plastické deformace. Pfi pouziti zobecnéného
Hookeova zakona se zavedenym vlivem teploty Ize psat

do =Dukl'(dgkz_dglg_dg/?/)+DT!/'T' (18)

Kromé hodnot pririistku celkové a plastické pomérné deformace je sem zaveden je§td pfiristek
deformace od dal$ich vlivii (teplotni dilatace, creep atd.). Aby kombinace vztahu (10 ) a rovnice ( 18)
vedla ke kyzenému vypottu pfiristku plastické deformace, je potieba jesté urdit funk&ni zavislost mezi
piiristkem plastické deformace de” a pfirastkem akumulované plastické deformace dp. Ziskime jej
odvozenim ze vztahu (3 ):



4
0o =dp-p= \/—d/l \/—ds (19)

dpl ——99
ANERE]
o6 0o

Zde p ptedstavuje normovany gradient mezné funkce. Ve specialnim ptipadu pouZiti Misesovy plochy
plasticity a pro material plasticky nestlagitelny (tj. ptipad, kdy y= 2/3) pak tuto zavislost miizeme déle
zjednodusit:

de? _PE’!I_’ p__
> " do (20)

3
Na zaklad& kombinace vztahi (9 ), ( 18 ) a ( 19 ) miZzeme psét

0 oo

., gjzj i (dgkl de 1(:1)‘ 8; dr

p = (21)
u+ % p, Pn

o Dy

3. ARMSTRONGUV-FREDERICKUV MODEL

Tento model, v tomto ptipadé upraveny Lemaitrem a Chabochem v [3], vychazi z kritéria
plasticity ve tvaru

f=J2(0-X)—k, (22)

Problém proporcionality mezi zménou plastické deformace a kinematickym parametrem, ktery
jsme pii pouziti Pragerova zakona uvedli v ivodu, je vyfeSen adici pamétové slozky (recall term)
k piivodnimu tvaru ( 13 ). Tato superpozice zavede do evoluce kinematického parametru (a potazmo i
do evoluce napétového a deformadéniho stavu) nelinearitu a zavislost na deformaéni ceste

dX=§Cds”—77Xdp. (23)

Oproti pivodnimu linearnimu Pragerovu modelu ve vztahu (23 ) vystupuje navic materialova
charakteristika 77 obsazena v pamét'ové sloZce.

Porovnejme nyni oba dva predlozené modely ve viech tfech prostorovych dimenzich.
S vyuzitim podminky konzistence na plo3e plasticity Ize ve shod€¢ s Chabochem [3] a na ziklad€
rovnic (22 ) a (23 ) odvodit

de? = ( f ) o (24)
h\ oo do
Zde h predstavuje modul zpevnéni, ktery pro Misesovu plochu plasticity nabyva tvaru
h=C—77X:g=C—\/Enx:n=C—an:L)—(—=C—R,. (25)
do 2 2 J,(0-X)

Clen odvozeny z pamétové slozky nyni obsahuje skalarni soudin tenzorii a je ozna¢en jako R,. Jako s-
X je v tomto vztahu popsan deviator tenzoru o-X. Abychom mohli uréit podobnost se vztahy z odst. 2
pouzivanymi v PMD, musime do ( 24 ) doplnit zavislost ( 19 ). Potom



hdp=2 . do. (26)
oo

Tento vztah odpovida zapisu v ( 10 ), je zde viak pouzit modul zpevnéni 4, uréeny z (25).

Hledejme nyni vztah analogicky ke vztahu (9). Pouzijeme-li pro upravu zakladniho vztahu
(23) vztah (20 ) (a pfedpokladame tak Misesovu plochu plasticity a nestlagitelny material) a posléze
pienasobime cely vztah gradientem plochy plasticity, dostaneme:

—aide=(C—17X:—@:J-dp=q-dp, (27)
0o 0o

kde novy modul kinematického zpevnéni ¢
0
q=C—77X:——f—=C—R,. (28)
oo

Opét plati, Ze vztahy (9 ) a (27 ) jsou shodné aZ na hodnotu modulu kinematického zpevnéni.

V ptipadé &isté kinematického zpevnéni lze pfi jednoosé napjatosti ziskat vysledny pfiristek
napéti analyticky a ziskat tak vhodny zdroj pro porovnani isp&Snosti implementace modelu. Proto
budeme dal§i odvozeni provadét pravé pro tento piipad. MiZeme tedy ziskat pii dosazeni stavu
jednoosé napjatosti do vztahu ( 23 )

dX = Cde” - nX|de”| =[C - nX Je” = (1 —sgn(dg”)—Z—X)Cds", (29)

Integraci vztahu (29) dostaneme vztah pro pfimy analyticky vypoéet hodnoty kinematického
parametru pii znalosti plastické deformace, ktery nam bude posléze slouZit pro uréeni miry shody nasi
implementace modelu s pivodnim feSenim

X = sgn(dg” )% + [XO - sgn(dg” )%j exp[— 17(5” -7 )sgn(da” )] (30)

Hodnoty s indexem 0 odpovidaji po&ate¢nim hodnotém pfi posledni zméné sméru zatéZovani.

4., IMPLEMENTACE

Vzhledem k jiz komentované podobnosti mezi vztahy (9) a (27) a mezi (10) a (26), je moZno
zachovat strukturu algoritmu stavajiciho modelu obsazeného v PMD (sekce 2). Rozdil bude spocivat
v odli¥ném zpisobu vypo&tu plastického a kinematického modulu. Porovnanim vztahd (25), (28),
spolu s uvazovanim vztahu ( 13 ) Ize vyjadfit zavislost:

h=gq=H-R, =0Q-R =C-nX: —ZJL ......pro kinematické zpevnéni (31)
(3]

Oproti pivodnimu modelu, vyuZivajicimu pouze vztahy (5 ) a (6), je tfeba oba dfive
pouzivané moduly H a Q sniZit o ndsobek vnitfniho soucinu kinematického parametru a gradientu k
plode plasticity v bod&, v némz se stav napjatosti nachazi. Tato provedena zména pak zajistuje ptevod
mezi Armstrongovym — Frederickovym modelem a nové vytvofenou implementaci a neni potfeba jiz
dale ménit postup vypo&tu ve vztazich (14 )a (16).

Jedinym mistem vstupu oprav do PMD proto bude misto definice plastického a kinematického
modulu, kam bude potieba pridat vypolet a odecteni pamétove slozky. Oba moduly jsou definovany
jako okamzité derivace zavislosti oy = gi(p) a Oy = 2(p), kde funkce g; jsou zadény uZivatelem.
Hodnoty oy a Oy jsou promé&nnymi zavislymi na okamZité hodnoté akumulované plastické deformace.
Pro ur&eni jejich hodnot slouZi samostatna procedura, ktera na zéklad& zadani a stavu akumulované
plastické deformace vy¢isli jejich hodnotu.



Abychom zachovali variabilita zadani i v pfipadé dalSiho rozvoje Armstrongova-Frederickova
modelu, je misto konstantni hodnoty n zaveden do pozadavkd na zadani podobny zplsob
implementace, tentokrat to vSak je zavislost celé pamétové slozky na vnitinim soucinu kinematického
parametru a gradientu k plose plasticity. Pak Chabochetv predpoklad konstantni hodnoty 1 odpovida
pozadavku linearniho rtstu pamétové slozky se smérnici 1] v zavislosti na tomto skalarnim soucinu.

Zavisle proménna pamét'ova slozka je zafazena mezi ostatni zavisle proménné definované pii
zadavani konkrétni tlohy a je umisténa na prvni prazdnou pozici. Vzhledem k charakteru
implementace plati, Ze neni-li tato polozka uzivatelem specifikovana, nabyva pamétova slozka nulové
hodnoty a zlstava tak Cist¢ kinematicky model s von Misesovou plochou plasticity a Pragerovym
evoluénim zakonem v jeho linearni podob€. To znamena, Ze neni potieba dale osetfit rozdil mezi
pouzitim linearniho a nelinearniho evolu¢niho zakona. Pro rozliSeni pouzitého modelu je postacujici
zpusob zadani.

5. TESTOVACi PRIKLADY

Pro ovéfeni spravnosti implementace byl vyuzit analyticky vztah (30 ) popisujici zavislost
mezi okamzitymi hodnotami kinematického parametru a plastické deformace. Protéjskem byla uloha
BEAMS56P4, popsana v manualu [4]. Jedna se o vetknuty nosnik, namahany v tahu-tlaku, ktery je
modelovan 4 Sestistény. Materialové vlastnosti jsou: modul pruznosti £ = 200000 MPa; Poissonovo
¢islo v=0,3 a dale

P Sy Oy

[-] [MPa] [MPa]
0,000 350 0
0,015 650 300
0,040 1150 800

Jediny dalsi vstup, ktery danou ulohu odliSuje od linearniho kinematického zpeviiovani je
smérnice pamétové slozky dana hodnotou 1], za kterou byla jako pfiklad dosazena hodnota n = 380,
uvedena v textu [3]. Jsou zadany tfi cykly zatézovani v intervalu [400; -400CMPa.

Tri cykly (+400 MPa, -400 MPa)
500

400

300 // /
200 [/ /
00 /] /

. / /
-200 / /

wo ] /

-400 /

-500
-0,006  -0,003 0 0,003 0,006 0,009 0,012

Pomérna deformace [-]

Napéti [MPa]

obr. 1  Analyticky vypocteny pribéh zavislosti napéti-deformace pii symetrickém
cyklu.



Na obr. 1 je zakreslen prib&h napéti v zavislosti na deformaci pro prvni tii cykly ziskany z
analytického modelu ( 30 ). Jiz po prvnim cyklu se hysterezni smycka stabilizuje. Podobné na obr. 2 je
zobrazen prub¢h plastického teCeni pro prvni tfi cykly pfi zat€Zovani v rozsahu [390; -400CMPa.

obr. 2 Analyticky uréeny priubéh napéti-deformace pii nenulové stiedni slozce napéti,

Plastické teceni (o, = -5 MPa, prvni 3 cykly)
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kdy dochézi k plastickému teCeni (ratchettingu).
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Pocet déleni integracniho kroku [-]

obr.3  Vypocetni chyba popsané implementace oproti analytickému feseni v zavislosti
na déleni integra¢niho kroku. Implicitni hodnota déleni je 10. Vypocet proveden pro
jediny cyklus zatézujici do 400 MPa.



Pro prvotni porovnani bylo zatéZzovani zjednoduSeno a to na jediny cyklus zatézujici ty¢ do
400 MPa. Vysledky ve form¢ plastické deformace dosazené na konci zatéZovani jsou zobrazeny na
obr. 3. Na tomto grafu je také zobrazena zavislost feSeni na poctu déleni integracniho kroku NINT,
ktery je definovan z

_ 9 _pe (32)
NINT UE
Implicitni nastaveni v PMD je dano hodnotou NINT = 10. V ptipadu puvodniho obecného
modelu PMD, ktery kombinuje izotropni model a linearni kinematicky model zpevnéni je v [1]
uvedeno, Ze tato hodnota je plné postacujici a dostateCnou piesnost zachovava model ve vétsing
pfipadl i pro NINT = 1. Pti bliz§im prohlédnuti zavislosti uvedenych na obr. 3 ale musime konstatovat
ze implicitni nastaveni hodnoty NINT vede k pomérné znacné, takika téiprocentni chybé. ZvétSovanim
poctu déleni se piesnost integrace zvétsSuje a chyba vici analytickému feSeni klesa na 1 procento pfi
NINT = 30 a pod 5 promile pii NINT = 60. Toto zpfestiovani je samoziejm¢ doprovazeno nartistem
vypocetniho Casu.
Takika identické jsou hodnoty i charakter poklesu chyby feseni pro vysledky dosazené pro
vsechny tii zatézovaci cykly v symetrické i nesymetrické podobé.

6. ZAVER

V piispévku je popsana numerickd implementace modelu zobecnéného nelinearniho
kinematického zpevnéni do jiz existujiciho modelu plasticity vytvofeného v MKP systému PMD,
dosud sestavajiciho pouze z kombinace izotropniho a linedrniho kinematického zpevnéni. V ¢lanku je
uveden puvodni zobecnény model, do kterého je implementace vytvarena, dale je zde popsan
Armstrongtv-Frederickiv model nelinearniho kinematického zpevnéni a posléze je odvozen a
sestaven prechod mezi obéma popisy, umoziujici jejich propojeni. Dale je popsan konkrétni zplisob
zavedeni popsan¢ho feseni do PMD, ovlivnéni struktury programu a forma a zmény v zadavani
materidlovych parametrd. V zavéreéné ¢asti jsou uvedeny testovaci priklady, ve kterych jsou
porovnana numericka feSeni s analyticky ziskanymi hodnotami a sledovana je chyba integra¢ni
metody.

Implementace modelu prob¢hla zdafile — tomu napovidd asymptotické snizovani vznikajici
chyby s ristem poctu déleni integraéniho kroku. Na obr. 3 je sice zobrazen pribéh sniZovani chyby
pouze pro jednordzové zatiZzeni, pifi ovéfovani vSak byly podrobné sledovany i odchylky od
analytického feSeni pfi testovani tfemi cykly s vlivem i bez vlivu plastického teceni. Vzhledem
k aspésnému pruchodu testovacimi procedurami bude potieba dale analyzovat uspesnost tohoto feSeni
viucéi skuteénym experimentalné naméfenym hodnotam pii prostorové napjatosti. To je cilem praveé
probihajicich praci.

Prace byla finanéné podporovana vyzkumnym zamérem J04/98:212200008 a grantem GA CR
101/99/0834.
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