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CRACK DETECTION IN ROTATING MACHINE

Milo$ MUSIL'

Summary: The possibility of localising and quantifying a crack in a rotating machine
based on measured vibration amplitudes of the first and second harmonic in some
locations of the structure and utilising the mathematical model of an undamaged system,
will be the focus of this paper. The structure is modelled by means of the FE method. The
effect of the crack is modelled by the non-linear (fractional) stiffness of the element with
the crack. The excitation of the system is characterized by the simultaneous effect of static
and dynamic harmonic load. The methodics was documented on an elementary example,
in which simulated measured data were determined by the use of the numerical solution
of the non-linear analytical model of a structure with a crack.

1. INTRODUCTION

V¢éasnym odhalenim trhliny v konstrukcii mozno zabranit’ poruche strojnych konstrukcii pocas
prevadzky. Castym prikladom uvedenej situacie v praxi st napriklad rotaéné stroje. Metodiky [1], [2]
na odhalenie trhliny v konstrukcii zalozené na zmene vlastnych uhlovych frekvencii a vlastnych tvarov
sustavy, ktoré vyplyvaju z poklesu tuhosti pri vzniku trhliny, sa ukazuju ako malo citlivé. Maly rozsah
trhliny nespdsobi velky pokles tuhosti a teda ani vel’kti zmenu vlastnych uhlovych frekvencii a tvarov.
Z toho vyplyva, ze ani amplitidy vychyliek prvej harmonickej v pripade porusenej konstrukcie (s
trhlinou) sa vyrazne nezmenia voci pripadu s neporusenou konstrukciou.

AvSak narast amplitdd kmitania vyS$ich harmonickych oproti narastu amplitudy prvej
harmonickej je s narastom rozsahu trhliny, ktora sa roztvara a zatvara - dycha, ovela vyraznejsi. Tato
vlastnost’ umoznuje zefektivnit' postup pri urCovani polohy a rozsahu trhliny na zaklade merania
kmitania prevadzkovanej konstrukcie.

Vramci overenia moznosti identifikacného postupu sa kmitanie konStrukcie simuluje
numericky. Model konStrukcie je vytvoreny na zaklade metody kone¢nych prvkov. Vplyv trhliny je
modelovany nelinearnou lomenou charakteristikou tuhosti elementu, v ktorom sa rozvija trhlina.
Budenie ststavy je charakterizované sucasnym spolupdsobenim statického a dynamického
harmonického zatazenia. Zadavanie udajov, numerické vypocty nelinedrnej dynamickej ststavy a
nasledné grafické spracovanie vypoctov bolo z automatizovane v ramci programovej davky v
softwaerovom prostredi MATLAB.

2. DEFINICIA MODELU SUSTAVY
Kmitanie konstrukcie opisuje vektorova rovnica

M V(1) + B v(t) +Kv(1) + fc(t) = fi1), 2.1
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kde v(¥), v(t), V(t) a f(t) IC? st vektory zovSeobecnenych vychyliek, rychlosti a zrychleni sustavy,
respektive zovSeobecnenych sil zavislé od Casu ¢. Vplyv fyzikalnych parametrov sustavy na kmitanie
konstrukcie reprezentuju koeficientové matice K, B, M. Trhlinu v konStrukcii charakterizuje pruzina s
nelinearnou tuhostov k¢, ktorej vplyv je reprezentovany vektorom

fc(t) = Fe(t) egj. = ke vii(t) H[vi(Y)] e, (2.2)

0, ifvy(t) < 0,
Fe(t) = { (23)
kC V;jfc(f), if V;jfc(t) > ().

kde relativna vychylka vg.(1) = [vu(t) - va(t)] vyjadruje vzdjomné posunutie koncovych bodov
nelinearnej pruziny s tuhostou k¢ charakterizujucej rozsah - velkost’ trhliny. Pomocou Heavisideove;j
jednotkovej funktie H/vy.(2)] relativnej vychylky vy.(2) je charakterizovand zmena tuhosti, ked” vratna
sila v pripade nezmenenej tuhosti ststavy kym je trhlina zavreta je Fo(2) = 0 je a v pripade poklesu
tuhosti sustavy v dosledku roztvorenia trhliny je Fe(2) = k¢ v(t). Vektor

ec.=e,-e, (2.4)

charakterizuje polohu trhliny, pricom umiestnenie nelinearnej pruziny, a teda aj trhliny v konstrukeii,
reprezentuji indexy m, n suradnic vychyliek koncovych bodov nelinearnej pruziny. Relativne
stradnice vz; a vektory ey (v(t) = vi() e¢;) reprezentuji mozné polohy trhliny v konstrukcii, pricom
hodnota j = j. reprezentuje jej skuto¢nu polohu.

Stucasné statické a dynamické harmonické zat'azenia konstrukcie reprezentuje vektor budenia

f)=fo+fre®, (2.5)

kde vektor f; charakterizuje statické budenie (predpétie) a komplexny vektor f; charakterizuje
komplexné amplitidy harmonického budenia s uhlovou frekvenciou w. Amplitidy budenia vyssich
harmonickych st rovné 0.

3. USTALENE PERIODICKE RIESENIE SUSTAVY
Ustalené periodické rieSenie sustavy (2.1) s budenim (2.5) reprezentuje vektor ustalenej ozvy

vl) = Y et 3.1)
k=0

kde komplexny vektor v; charakterizuje komplexné amplitady k-tej harmonickej zlozky s uhlovou
frekvenciou (k w). Porovnanim jednotlivych harmonickych, zo vztahov (2.1), (2.5) a (3.1) postupne
dostaneme

(K+ikwB-k w’ M)v,+ Fy ec. = fi k=0,12,..w, (3.2)
Vi - Hy(ike) fi = - Fyi hp(ka), k=012,..w, (3.3)
kde matica

G/ l(ikew) = (K+ikwB-K w’ M)" = Hyikew = {h(ike) (3.4)



je prenosova charakteristika neporusenej sustavy. Komplexna veli¢ina Fy; je k-ta harmonicka zlozka

w
vratnej sily Fe(t) = Z Fy €* " nelinearnej pruziny, ktora charakterizuje rozsah trhliny. Vektor
k=0

hn(ke) = H(iko) eci. = Hy(ika) e, - Hy(ikw) e, = [h,(ika)]x - [hn(ika)]s, (3.5)
charakterizuje polohu trhliny.

4. URCENIE POLOHY TRHLINY
Vzt'ah (3.3) mozno vyjadrit’ linearnou zavislostou

ai x; = by, 4.1
kde v pripade druhych harmonickych je:

a = {hjn(i2w)2 - hjm(iZO‘))Z}’ b, = {ij}, X2 = {- F). (4.2)-(4.4)

Zo vztahu (4.1) vyplyva postup, ako na ziklade znamych vlastnosti neporusenej sustavy
(koeficientovych matic K, B, M alebo prenosovych charakteristik H,(ikw)), znamej ozvy (v;) v
niektorych miestach konstrukcie a znameho budenia (f;) mozno uréit’ polohu nelinearnej pruziny
charakterizujucej trhlinu v konstrukcii. Hodnoty veli¢iny x; mozno vyjadrit’ v tvare

X = a;f bk, (45)
a,x;- b, = E, (46)

kde vektor rezidui € reprezentuje nekonzistentnost’ ststavy (4.2) v désledku chyb pri ur¢ovani vektora
a; a vektora b,.

KedZe vektor a; je funkciou vektora e, ktory reprezentuje polohu trhliny (nelinedrnej pruziny)
v konStrukcii, aj veli¢ina x; a nasledne aj vektor &budl funkciou vektora e;. Z priebehu euklidovskej
normy

1€/, = (€' &, 4.7)
pre zvolené vektory e, ktoré charakterizuji moznu polohu trhliny v konStrukeii, vyplyva hl'adany
vektor ec;.. Hladanym vektorom ec;. (a teda aj hladanym miestom, kde sa nachadza trhlina v

konstrukcii) je ten zvoleny vektor zo vSetkych moznych vektorov ec;, ktorému zodpovedd miniméalna
hodnota normy vektora //&//5.

5. URCENIE ROZSAHU TRHLINY

Lomenu charakteristiku tuhosti (2.3) nelinearnej pruziny, reprezentujicej trhlinu, mozZno
aproximovat’ pomocou Fourierovho rozkladu v tvare

Fe(t) = kevi(® Hfvr®] O 5S¢+ Y cjcostk wy) +dycostkw) = Fyee* ™, (5.1)
k=1 k=0

s koeficientami



2

I Fe(t) costk wi) d(wi),
0

3~

Cr =

(5.2)

2n

di =+ _[ Fe(t) sintk wt) d(w?).
[4]

V mnohych pracach [4], [S] bolo ukazané a ako aj priamo z analyzy numericky ziskanych
ustalenych oziev vy(t) vyplyva, ze zmeny amplitiid vysSich harmonickych so zmenou rozsahu trhliny
su v celom frekventnom rozsahu budenia daleko vyraznejSie ako zmeny amplitdd prvych
harmonickych. KedZe velkost' amplitud so stupfiom harmonickej rapidne klesa, obmedzime sa v
d’al’Som na urCovanie rozsahu trhliny na zaklade porovnania vztahov (4.5) a (5.1) pre hodnotu £ = 2.
Potom v pripade malého statického predpatia (fy < f;)

vch,] >> vﬁc,Oa vch,] >> vﬁc,Za
a podmienky
2

Fe(t) = ke vy(t) H[vri()] > 0 ak Z Ve cos(k Wt + Y )) > 0
=0

upravou dostaneme koeficienty

2+ 2
;0L I ke Y Aol costk i+ W) cos(2 WY d(wy),
“a; =0
(5.3)
2+ ay 2
d, 0+ _[ ke Z Wil cos(k Wt + Wry) sin2 wt) d(w1).
oy 1=0
a; U a; U VD—LO,
/v /
z ktorych postupne vyplyva vztah pre urCenie rozsahu trhliny
VoI Viio
-Fyo Oke 5 (o= 3g ——— + % ———). (5.4)
/vr.1/ /vr1/
vig© V0
ke O-Fuo [5 (v~ 37— + 7 —— )], (5.5)

m
/V])‘C,]/ /V])‘C,]/

6. URCENIE RELATIVNEJ SURADNICE EXPANZIOU SUSTAVY

Vo vSeobecnosti je nakladné, pripadne nemozné, na zaklade experimentov urcit’ lubovolny
prvok vektora vychyliek w(?) a teda aj hodnoty vg.x k=0,1,2. Postupom zaloZzenym na metode
dynamickej expanzie [2], [3], mozno doplnit’ chybajlce prvky vektora vychyliek.



Prvky vektora vychyliek v(z) a vektora charakterizujiceho polohu trhliny e¢;. zoradime v takom
poradi, ze plati:

vr(t)0 [écp O
v=rn 0 eg=[0 [ (6.1)
Fo(t)Q ecu ]

Subvektory vg(?) LIC" a vo(t) IC*" reprezentuji prvky vektora vychyliek v(#) uréené (v poéte r a s
indexom R), respektive neurCené (v poéte g-r a s indexom O) meranim. Subvektory ecpJC¥ a
ecy JC? reprezentuji prvky vektora charakterizujiceho polohu trhliny ey, ktorych prvky st rovné
jednej, pripadne minus jednej (/ecp/ = 1, v po€te p a s indexom D), respektive ktorych prvky su rovné
nule (ecy; = 0, v pocte g-p a s indexom U). Vyuzitim vzt'ahu (6.1) moZno upravit’ vztah (3.2) postupne
do tvaru

Gi(ike) vy - fi = - Fug ecies k=012..w, (6.2)
[Gpr(ikw) Gpo (lkw)D Ovgr O DfD [écp D
% O 0-0.0-fwpg ; (6.3)
ur (thw)  Guo (zkw)g( o [fU [){ ecu Q
z ktorého vyplyva
[Gur (ikw) Guo(ikw) ] Ey g - [fv], =0 (6.4)

kde matica dynamickej tuhosti sustavy Gy(ike) a vektor budenia f; su rozdelené na submatice
Gori(tka) LIC™",  Gpor(tka) LIC™"",  Guri(ikey) ICT™Y,  Guor(ikew) LUCTP”, respektive subvektory
vre UC, v UCT, fo UCY, f1 LICT?, analogicky ako vektory v(?) a e,

Na zaklade vzt'ahu (6.4) mozno doplnit’ subvektory

Vor = GURk+(ika)) [fui - Gur(tk@) vref, k= 0,1,2, (6.5)
a nasledne aj hodnoty veli¢in

Vjek = =y, €Cies k=012, (6.6)
ktoré st potrebné pre urCenie rozsahu trhliny k¢ zo vztahu (5.9).

7. PRIKLAD

Uvazujme prieéné kmitanie sustavy podla obr. 1, ktorej model s trhlinou v ozna¢enom mieste
ziskany pomocou MKP je na obr. 1. Trhlina je modelovanad pridavnou pruzinou s nelinearnou
tuhost'ou v ohybe.

e =

Obr. 2. Model kmitajucej ststavy ziskany pomocou MKP



Ststava je budend v tvare (2.5). Vektor f; ma jeden nenulovy prvok, ktory charakterizuje
odstredivu silou v dosledku zostatkovej nevyvaZenosti v mieste najvicsieho kotica. Vektor f; ma
nenulové prvky, ktoré charakterizuju tiaz jednotlivych kottcov.

Numerickym rieSeni sustavy diferencialnych rovnic (2.1) boli ziskané priebehy ustalenej
vychylky v;(¢) v troch miestach sustavy (obr. 1), pre rézne hodnoty uhlovej frekvencie w a pre rozne
dané hodnoty rozsahu trhliny k.

Na obr. 2 je znazorneny priebeh spektralnej vykonovej hustoty S,,(«w) ustalenej vychylky v;(?) s
budiacou frekvenciou w= 252 %' pre tri rozne hodnoty rozsahu trhliny K = k¢ /k;. =<0,01; 0,11; 0,21>
(veli¢ina k;. charakterizuje tuhost’ v ohybe povodnej ststavy v mieste trhliny). Z obr. 2 je zrejme, Ze
narast amplitid druhej harmonickej je ovel'a vyraznejsi ako vpripade amplitad prvej harmonicke;.
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Obr. 2. Spektralna vykonova hustota

Priebehy amplitad kmitania v, k=0, 1,2 pre rdzne frekvencie budenia su na obr. 3 az obr. 5. Na
obr. 6 je priebeh amplitidy Fy,, ktora charakterizuje nelinearnu pruzinu s tuhostou k¢, ziskany na
zaklade vzt'ahov (4.5) a (5.8).

Na obr. 7 je priebeh prevratenej hodnoty euklidovskej normy E = //&/," uréenej na zaklade
vztahu (4.7) pre [=1,2,...,8 moznych pol6h trhliny v konstrukcii (osem prvky £;), pre hodnotu uhlove;j
frekvencie w= 300 s™ a hodnotu rozsahu trhliny kK = 0,01. Pri vypoéte sl uvazované len tri priebehy
vi(t) az vi(t). Z hodnot veliCiny E je zrejmé, ze trhlina sa nachadza v elemente €. 5.
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Obr. 6. Amplitady Fy,

/
Obr. 7. Ur€enie polohy trhliny
V tabul’ke st uvedené hodnoty K pre rozne pripady ziskané na zaklade vztahu (5.9), pricom
chybajuce prvky priebehov v(?) pre urcenie relativnej vychylky vrs(2) boli dodato¢ne urcené na zaklade
vzt'ahov (6.5) a (6.6). Pri vypocte boli uvazované opat’ len tri priebehy v;(2) az vs(z).

w/s'] | k 250 450 650
0,01 0,0100 0,0100 0,0101
0,21 0,2103 0,2097 0,2164

8. CONCLUSION

V c¢lanku je uvedeny postup, pomocou ktorého sa na zaklade znamych vychyliek niektorych
Casti konstrukcie, znameho harmonického budenia a zndmeho matematického modelu neporusenej
sustavy da ur¢it’ poloha a rozsah “dychajicej” trhliny v konStrukcii. Metodika vyzaduje aby z
neuplného vektora ustalenych vychylieck boli zname amplitidy a fazy nultej a prvych dvoch

harmonickych.



Pri lokalizacii trhliny sa vyuziva jej lokalny charakter a nestilad medzi modelom neporusenej
sustavy a ozvami Casti konS$trukcie porusenej sustavy. Z porovnania moznych poldh trhlin v
konstrukeii vyplyva skuto¢na poloha trhliny (vzt'ah (4.7), obr. 7).

Pri uréovani rozsahu trhliny sa vyuZiva vplyv narastu trhliny na narast amplitdd jednotlivych
harmonickych. Tato zavislost' je charakterizovana numericky ziskanym aproximaénym vztahom
(vztah (5.8), obr. 6).

V uvedenom aproximacnom vztahu treba poznat’ konkrétnu relativnu vychylku, ktora sa v
praktickych ulohach da dodato¢ne urcit’ na zédklade expanzie stustavy (vztah (6.5)).

ustraény priklady dokumentuje uvedeny postup a dosiahnuté vysledky.

Vzniknuté nepresnosti pri ur¢ovani hodndt K a dodato¢nom urcovani chybajucich hodnot
prvkov priebehu Fy, vznikli z dvoch zdkladnych pri¢in. Na jednej strane malé hodnoty K spdsobili
malé hodnoty vysSich harmonickych, ktoré boli z toho dovodu urcené s mensou presnostou. Na druhe;j
strane pri vel’kych hodnotach K sa vyraznejSie prejavuje pribliznost’ vzt'ahu (5.9).
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