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INFLUENCE OF SUBDOMAIN SHAPES ON
SOLUTION OF EQUATION SYSTEMS

Jaroslav Kruis! Zdenék Bittnar'

Summary: Domain decomposition methods are very popular for solution of large engi-
neering and scientific problems at this time. They lead to the resulting system of equations
which is usually solved by iterative method. The convergence of iterative methods is affected
by several factors which are investigated in this paper. Different decompositions are used
and condition numbers are calculated.
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1 Uvod

Zejména ve védeckych vypoctech se stdle vice prosazuji paralelni pocitace. Duvody, které
hovoii pro jejich vyuziti, jsou ziejmé. Jedna se o snahu fesit a modelovat slozité jevy a procesy
prakticky ve vSech oblastech. Ackoliv lze pozorovat takové snahy i v inzenyrské praxi, nejsou
v ni zatim paralelni pocitace bézné, ale lze ocekdvat zménu v souvislosti se stale rostoucim
vykonem pocitaci a s rostouci podporou paralelniho prostiedi. Zlom ve vyuzivani nastane
pravdépodobné ve chvili, kdy firmy pochopi snadnost sestrojeni vlastniho paralelniho stroje ze
stavajicich pocitaci. Prakticky kazdd projekéni kancelar v soucasné dobé vlastni fadu pocitaca
pro pocitacem podporované projektovani a jésté dalsi pro administrativu. Spojenim takovych
pocitacu siti lze sestrojit tzv. cluster, jehoz cena bude dana vlastné pouze cenou zminované sité.
Pocitace tvorici jednotlivé uzly paralelniho stroje jsou jiz k dispozici.

S prechodem od jednoprocesorovych pocitaci k paralelnim je tfeba zménit nebo upravit
fadu bézné pouzivanych algoritmu. Duvodem je rozlozeni dat po jednotlivych procesorech coz
vede k moznostem Fe§it mnohem vétsi dlohy. Tim padem kazdy uzel paralelniho pocitace muze
efektivné pracovat jen na ¢asti dat, zbytek musi ziskat pomoci komunikace. To je na druhou
stranu nevyhoda, protoze komunikace mezi procesory je nejslabsim mistem paralelnich vypoctu.
Nejvic dat je tfeba vyménovat pii feSeni soustav rovnic, které zajistuji pfenos informaci po
oblasti. Proto vSechny ¢asti souvisejici s feSenim je tfeba zménit nebo alespon upravit. Naopak
pro fadu ukonu spojenych s metodou koneénych prvki lze velkou ¢ast sekvenéniho kédu pouzit
prakticky beze zmény. Jednd se o sestavovani charakteristickych matic (tuhosti, hmotnosti,
vodivosti aj.) a vektoru, vypocet deformaci a napéti apod.

Lze tvrdit, ze v souc¢asné dobé se k feSeni soustav rovnic zejména pouzivaji metody doménové
dekomporzice [1], [4], [5], [9], [10]. Tyto metody se oznacuji také jako metody subkonstrukei, coz
je pro inzenyry snadno predstavitelné. Metody rozkladu oblasti na podoblasti umoznuji pomérné
snadnou paralelizaci. Jednotlivé podoblasti jsou zpracovavany témér stejnym zptisobem jako pii
sekvencénim béhu programu. Navic se vyskytuje feSeni vysledné soustavy rovnic, jejiz fyzikalni
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smysl spoc¢iva v zajisténi spojitosti neznamych veli¢in na hranicich podoblasti. Pifednosti téchto
metod je vyuziti jak pfimych (finitnich), tak itera¢nich metod.

Déleni puvodni oblasti na podoblasti mé jasné vliv na rychlost vypoctu a na maximalni
velikost fesené tlohy. Tento piispévek analyzuje ruzné moznosti dekompozice a ruzné pozadavky,
které jsou na né kladeny, aby vypocet probéhl co nejefektivnéji. Nejprve je v kapitole 2 velice
struéné zminéna jedna verze doménové dekompozice. Pomoci ni lze snadno objasnit nékteré
pozadavky na déleni, které jsou obsazeny v kapitole 3. V kapitole 4 jsou pak uvedena ¢isla
podminénosti vyslednych soustav rovnic problému s homogennimi i heterogennimi materialy.

2 Primarni doménova dekompozice

Doménové dekompozice 1ze rozdélit na dvé zédkladni skupiny. V mechanice konstrukei se
prakticky vSechny vypocty provadéji metodou koneénych prvki a to deformaéni variantou. To
znamenad, ze neznamé vyskytujici se v problému jsou posuny nebo pootoceni. Prvni skupina,
tvofend primarnimi doménovymi dekompozicemi, pracuje pouze s puvodnimi nezndmymi.
Naopak druhd skupina, ve které jsou sdruzeny dudlni doménové dekompozice, pracuje na irovni
podoblasti s primarnimi nezndmymi, tj. posuny a pootoc¢enimi, na drovni vysledného problému
vSak pracuje s dudlnimi nezndmymi, tj. s uzlovymi silami a momenty. Druhé skupina metod
je povazovana za lepsi a v literatufe se oznacuje jako metoda FETI (Finite Element Tearing
and Interconnecting). Pro potfeby rozboru vlivu déleni oblasti na podoblasti bude zkouméana
priméarni dekompozice.

Jak jiz bylo uvedeno, v primarni doménové dekompozici se pracuje stale s puvodnimi nezna-
mymi. Metoda je zalozena na vypoctu tzv. Schurovych dopliku [9], [10], coz se v inZenyrské
mluvé oznacuje jako kondenzace vnitinich stupnu volnosti. Vhodnym ocislovanim neznamych
v problému ma soustava rovnic tvar
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kde je pouzito oznaceni
° r%), kde j € {1,2,...,m} vektory nezndmych uvniti j-té podoblasti,
e 7, vektor neznamych na hranicich podoblasti,
° fg]'), kde j € {1,2,...,m} vektory zatizeni uzlu uvniti j-té podoblasti,

e fy vektor zatizenf uzli na hranicich podoblasti.

Matice K je souctem piispévku z jednotlivych podoblasti
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podobné vektor f,. V deformacni varianté metody konecnych prvku jsou matice K E-ib] a K Bbi]

transponované. Vypodétem Schurovych doplikiu bloki K Em vychézi vysledna soustava rovnic
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ve které se vyskytuji pouze neznamé na hranicich podoblasti.

Vysledna soustava rovnic si zaslouzi pozornost. V nékterych piipadech se daii zvolit hran-
ice podoblasti tak, ze vyslednych neznamych, tj. neznamych na hranicich mezi jednotlivymi
podoblastmi, je velmi malé mnozstvi. V takovych piipadech se vyplati pouzit pro feseni néjakou
pifmou metodu vypoctu, napi. LDLT rozklad. Finitni metoda m4 sviij velky vyznam zejména
v piipadé mnoha pravych stran.

Obvykle je ale hrani¢nich nezndmych pomérné mnoho a struktura vysledné matice neni
vhodna pro ukladani skyline, které je spjato s pifimymi metodami. V matici je stdle malo
nenulovych prvka (matice je stéle ¥idka), ale jsou daleko od diagondly. V takovych piipadech
se vyplati ukladat pouze nenulové prvky matice spoletné s jejich indexy. Takové ukladani se
obvykle oznacuje jako compressed rows nebo compressed columns. Tim se ale také zuzil vybér
metod na iteracni [2], [3].

Lze ukézat, Ze vyslednd soustava rovnic je lépe podminénd nez puvodni soustava. To samo
0 sobé nestaci a mél by byt pouzit néjaky druh pfedpodminéni.

3 Déleni oblasti na podoblasti

7 predchézejici kapitoly lze usoudit na to, jakym zpusobem by méla byt puvodni oblast
rozdélena na mensi podoblasti. Radu pravidel lze urcit pouhym pohledem na definiéni vz-
tahy Schurovych dopliiku a na rovnici (3). Nicméné rozbor vlastnich ¢isel vysledné soustavy a
nasledny vypocet ¢isla podminénosti vede k uréitym tpravam.

V piipadé tzv. homogenniho paralelniho pocitace, tj. pocitace obsahujiciho stejné proce-
sory se stejné velkymi operacnimi pamét'mi, je tfeba déleni provést tak, aby vSechny podoblasti
byly pfiblizné stejné, v idedlnim piipadé, aby byly tUplné stejné. S vyjimkou obdélnikovych
nebo kvadrovych oblasti je ale takovy pozadavek neredlny. Slozitéjsi situace nastdvé pro
tzv. heterogenni paralelni pocitace, kterych bude s ¢asem stale pfibyvat. Je to zpusobeno
neustalym zvétSovanim poctu clusteru, tj. paralelnich pocitacu, které jsou tvoreny jednotlivymi
osobnimi pocitaci spojenymi siti a vybavenymi néjakou vhodnou knihovnou podporujici par-
alelni prostiedi. Takové pocitace jsou fadové levnéjsi nez masivni paralelni stroje. Kromé toho
je lze snadno vytvorit ze stavajicich osobnich poé¢itac¢u s malou investici do sité.

Pro heterogenni pocitace by méla byt oblast rozdélena na podoblasti v takovych pomérech,
jako jsou pomeéry vykont jednotlivych procesoru. Zjistovani poméru vykonu procesoru je tieba
provést pomoci dopliujicich vypocta.

Na poc¢tu uzla na jedné podoblasti zavisi pocet nezndmych na procesoru, na po¢tu prvku na
jedné podoblasti zavisi pracnost a doba sestaveni globalnich matic. Je jasné, ze pouha rovnost
poctu prvku a poctu uzli na podoblastech nestac¢i. Dalsim podstatnym faktorem je Sitka pasu
matice podoblasti, kterd zavisi na o¢islovdni nezndmych a na tvaru podoblasti. Cim je sitka
pasu vétsi, tim déle trva eliminace/rozklad matice a tim vice paméti je t¥eba k jejimu ulozeni.
Vhodnou volbou dekompozice lze ziskat piiznivéjsi tvary podoblasti a tim zmensit §itku pédsu.

4 Cisla podminénosti matice vysledného problému

Vsechny pozadavky uvedené v predchézejici kapitole se tykaji zejména prvni faze vypoctu, tj.
kondenzace vnitinich nezndmych a sestaveni matice vysledného problému. V kapitole 2 bylo uve-
deno, ze feseni vysledné soustavy rovnic (3) se provadi nejcastéji iteraénimi metodami. Rychlost
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nez feSeni samotné soustavy a pri feSeni konkrétnich problému se pochopitelné neprovadi. Tento
¢lanek se vénuje vlivu riuznych tvaru podoblasti na efektivitu celého vypoctu.

Table 1: Cisla podminénosti a pocty iteraci.

pocty pocty nejvetsi | nejmensi ¢islo pocet
podobl. prvkua na vlastni vlastni | podminénosti | iteraci
podoblastech ¢islo ¢islo
4x4 12x12 30.514 | 0.00891 3390.960 94
8x2 6x24 30.594 | 0.00758 4034.175 100
2x8 24x6 30.069 | 0.00756 3977.871 100
16x1 3x48 30.380 | 0.00488 6215.673 124
1x16 48x3 30.489 | 0.00485 6283.377 121
Table 2: Cisla podminénosti a poéty iteraci.
pocty pocty nejvetsi | nejmensi ¢islo pocet
podobl. prvku na vlastni vlastni | podminénosti | iteraci
podoblastech ¢islo ¢islo
4x4 48x48 30.07287 | 0.002200 13668.231 194
8x2 24x96 30.07070 | 0.001858 16177.247 208
2x8 96x24 30.07261 | 0.001858 16238.884 205
1x16 192x12 30.07261 | 0.001191 25245.413 240
16x1 12x192 30.07129 | 0.001203 24999.466 249

Odhady ¢isel podminénosti a poctu iteraci lze pro jednoduché oblasti a problémy zkon-
struovat bez numerického vypoctu vlastnich ¢isel. Pro slozitéjsi
heterogenniho materidlu je tfeba vlastni ¢isla vypocitat. V této kapitole je studovana ¢tvercova
oblast, protoze nabizi mnoho moznosti dekompozice na podoblasti. Kromé toho i s velmi pro-
pracovanymi metodami pfecislovani vedou &tvercové oblasti na velkou sitku pasu. Neékteré
dekompozice jsou uvedeny na obrazku 1.

V tabulkiach 1 a 2 jsou uvedena ¢isla podminénosti a pocty iteraci pii feSeni vysledného
problému pro dvé ruzné husté sité prvka. Celkovy pocet prvku a uzlu na celé oblasti byl
konstantni. Z tabulek je vidét pouze dvojnasobny ndarust ¢isel podminénosti a poc¢tu iteraci pro
oblasti s pomérem stran 1/16 oproti ¢tvercovym podoblastem. V tabulce 3 jsou uvedeny pocty
prvkl v maticich a pocty nezndmych. Pro déleni oblasti na 4x4 a 8x2 podoblasti jsou naroky
prakticky stejné. Z vySe uvedenych dat je vidét, ze déleni na 4x4 a 8x2 podoblasti je témér
shodné jak co do ndroku na pamét, tak co do poctu iteraci. To je dobra zprdva pro tvurce
generatoru siti, protoze piisné pozadavky na tvary podoblasti by byly tézko splnitelné.

Az dosud byl uvazovdn homogenni materidl. V praxi, zejména stavebni, se ovSem témér
vzdy setkdvame s heterogenitou. Jsou-li moduly pruznosti na sousednich prvcich v poméru
1/10, konvergence itera¢ni metody Fesici vyslednou soustavu rovnic se zhorsi tak, jak je uvedeno
v tabulce 4. Sit prvku je totozna se siti uvedenou v tabulce 2. Z poslednich sloupcu je vidét
prakticky dvojnasobny narust poctu iteraci.



Figure 1: Ukazky nékterych déleni oblasti.

Table 3: Naroky na pamét.

pocty pocty pocet pocet pocet
podoblasti prvku na prvkua neznamych | hran. nezn.
podoblastech | v matici | na podobl. | na podobl.

4x4 48x48 1 361 955 4802 384

8x2 24x96 1991 595 4850 480

2x8 96x24 1396 011 4850 480

1x16 192x12 2 041 348 4992 790

16x1 12x192 3 539 271 5018 816

5 Zaver
Z rozbort jednotlivych tvart podoblasti a z nagich pfedchéazejicich zkusenosti vyplyvaji tyto
pozadavky pro vyuziti homogenniho clusteru:

e stejny pocet uzli na vsech podoblastech - zajisti stejny pocet nezndmych na procesorech,
e stejny pocet prvku na vSech podoblastech - zajisti stejnou pracnost pii sestavovani matice
e vhodny tvar podoblasti - zmens§i se sitky past matic, zmensi se ndroky na pamét,

e maly pocet nezndmych na hranicich podoblasti - z poctu neznamych na hranicich se
odvozuje rozmér vysledného problému.



Table 4: Cisla podminénosti a pocty iteraci. Nehomogenni materisl.

pocty pocty nejveétsi | nejmensi ¢islo pocet
podobl. prvki na vlastni | wvlastni | podminénosti | iteraci
podoblastech ¢islo ¢islo
4x4 48x48 175.325 | 0.006457 27150.618 374
8x2 24x96 175.391 | 0.005409 32424.523 400
2x8 96x24 163.256 | 0.005428 30075.488 408
1x16 192x12 163.444 | 0.003476 47011.661 480
16x1 12x192 157.581 | 0.003447 45706.433 471

V piipadé heterogenniho clusteru je tieba pravidla upravit podle poméra vykonu a velikosti
paméti jednotlivych procesoru.

Ziskand vlastni Cisla a ¢isla podminénosti pro ¢tvercové a obdélnikové podoblasti vedou k

zavéru, ze tvar podoblasti mé zejména vliv na §ifku pasu matic. Vliv na pocty iteraci je slabsi
a lze ho do jisté miry kompenzovat vhodnym predpodminénim.
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