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Summary: There are three suitable methods presented in the paper:

a) non-linear analyses including the effect of geometric imperfections and nonlinearities;
the results are real stability limits,

b) classical (linear) analyses; the results are ideal stability limits which must be reduced
by coefficients reflecting the differences between the ideal and real stability limits,

¢) linear calculation of static nominal stress; comparisons of these values with proper
code allowable stress determine the real stability limits.

Applications of these methods are illustrated by alternative solutions of a cylindrical
vessel loaded by external pressure

1. Uvop

V piispévku jsou analysovany tfi zakladni zpisoby numerickych vypoctt elastické stability sko-
fepin a shrnuty jejich vyhody i nevyhody. Jednotlivé alternativy vypoctovych postupil jsou ilustrovany
na pfipad¢ jednoduché valcové nadoby s torosférickymi dny, zatizené vnéj$im pietlakem.

2. OBECNY NELINEARNi VYPOCET (a)

Jeho podstata spociva v postupném zatézovani skofepiny az do jejiho zhrouceni, charakterisova-
ného vyraznym nardstem deformace. Kdy vSak “vyrazny nartist deformace” nastane, je do znacné
miry véc konvence a subjektivniho nazoru. Jeho jistou objektivisaci by bylo 1ze dosdhnout vztazenim
okamzité deformace zatizené skofepiny na pfipustné meze jejich prvotnich odchylek od dokonalého
geometrického tvaru; tyto meze jsou ¢asto pfedepisovany v bézné pouzivanych vypoctovych normach.
Z numerickych divodi pfitom tento postup vypoctu stejné musi z imperfekei tvaru, zatizeni, ptipadné
i materidlu vychazet. Protoze ve stadiu vypoctu stability imperfekce obvykle znamy nejsou, je
vyhodné zjejich normami piedepsanych meznich hodnot vyjit, nebot’ je znamo, Ze na zvolenych
hodnotach imperfekci koneény vysledek prili§ nezavisi. Jisté numerické potiZe pusobi to, ze zavislost
deformace na zatizeni je jednoznatna pouze do dosaZzeni idedlni (tzv. horni) meze stability,
v technicky zajimavé oblasti jiz obecné jednoznacna neni: k danému zatizeni existuji obvykle jedna
nestabilni a dv¢ stabilni hodnoty deformace. Vysledkem uplného vypoctu je realna (tzv. dolni) mez
stability a pfisluSny tvar jeji ztraty. Ten pfedem obvykle neni zndm, proto je zadouci volit prvotni sit’
kone¢nych prvkd dostatecné jemnou, piipadné ji po prvych vysledcich vypocCtu zjemnit.
poskytnout jedinou realnou mez stability s pfislusnym tvarem; byva totiz numericky obtizné dostat se
“za” tuto mez a snazit se zjistit dalsi (a u tenkosténnych konstrukei ¢asto velmi blizké) meze a tvary.
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3. LINEARNI “BIFURKACNI” VYPOCET (b)

Sklada se ze dvou etap: klasického statického vypoctu skofepiny se zadanym (nebo jen vhodné
zvolenym) zatizenim, z né¢jZ vyplynou prvotni napéti, potfebna pro sestaveni geometrické matice a na-
sledného feseni obecného problému vlastnich hodnot s klasickou tuhostni a geometrickou matici. Ten
da vlastni Cisla a jim pfislusné tvary ztraty stability. Jednotlivé horni (ideélni, bifurkacni) meze
stability pak plynou ponasobenim vychoziho zatiZzeni relevantnimi vlastnimi ¢isly. Idealni meze je
jesté tieba selektivné (v zavislosti na geometrii a zatizeni skofepiny) snizit redukénimi faktory, zna-
mymi z literatury i vypocétovych norem (napt.[2], [3], [4]), coZ poskytne realné meze stability. MI¢ky
se ptitom predpoklada, Ze idealni a redlné tvary ztraty stability se od sebe piili§ nelisi. Je tfeba si
uvédomit, ze v pfifazeni tvaru ztraty stability k redukénimu faktoru vsak mutze byt skryt jisty
subjektivni faktor. Pro dobré vystizeni tvarti ztraty stability je zadouci jemné déleni skofepiny na
prvky. Vypoctovy model vychazi obvykle z idedlniho tvaru, imperfekce neni tteba znat, jsou totiz im-
plicitné obsazeny v redukénich faktorech. Hlavni podil v narocich na pocita¢ ma feSeni obecného
maticového problému vlastnich hodnot. Obvykle je nutno spocist znacny pocet (desitky) vlastnich
hodnot a tvarii. Vlastni hodnoty byvaji ¢asto nasobné nebo velmi blizké, proto je tieba pro jejich
ureni volit algoritmus necitlivy na tuto skutecnost, napf. iterace na podprostoru. Pfitom poradi
vlastnich ¢isel - vzhledem k nutné aplikaci redukcnich faktord - jesté neurcuje skutecné poradi realné
ztraty stability.

4. LINEARNI STATICKY VYPOCET (¢)

Jde o numericky nejjednodussi postup: metoda koneénych prvkl se vyuZije pro pouhy staticky
vypocet skofepiny se zadanym zatizenim. Pro dal$i hodnoceni je tfeba urCit jen nomindlni napéti
(napt. obvodova a merididlni membranova) relevantnich ¢asti skotfepiny. Nominalni napéti se pak po-
rovnaji s pfipustnymi normovymi hodnotami ([2], [3]). Podle typu pouzité normy lze tak urcit realné
(dolni) meze stability (ptipadné s implicitné obsazenou mirou bezpecnosti - [3]), né€kdy i idealni
(horni) meze. Tvary ztraty stability tento postup explicitné neurcuje, pokud by bylo tfeba je znat, bylo
by nutno pouzit - nezavisle na vysledcich provedenych numerickych vypoéti - postupy technickych
teorii stability skofepin. Vyhodou tohoto postupu je, Ze volba pfimétené hustoty sité¢ kone¢nych prvka
pro pouhy staticky vypocet je snadna, metoda je vSak omezena jen na piipady, na néz lze
ptislusné normy aplikovat. Samoziejme se obejdeme bez znalosti imperfekei tvaru a zatizeni; ty jsou
zahrnuty v pfipustnych limitech napéti.

5. ILUSTRATIVNI PRIKLAD

Uvedena problematika byla ilustrovana na alternativnich vypoctech valcové rota¢né symetrické
nadoby opatiené torosférickymi dny a zatizené vnéjSim pietlakem. VSechny numerické vypocty byly
provedeny vlastnim souborem programi metody koneénych prvkia PMD - [1]. Délka nadoby (véetné
den) je =3 m, primér =1,5 m, tloustka valcové skofepiny a anuloidovych pfechod 10 mm, kulovych
vrchlikd 5 mm. Nadoba i sit’ kone¢nych skofepinovych prvki - universalni pro postupy b) a ¢) - jsou
znazornény v obr.1. Geometricky a materialove nelinearni vypocet je v souboru PMD implementovan
zatim pouze pro prostorové prvky, proto byla pro postup ad a) pouzita obdobné jemna sit’ Sesti- a péti-
sténtl. Material nadoby je ocel s modulem pruznosti v tahu E = 2.10"' Pa a Poissonovym pomé&rem
0,30. Jde o ilustrativni ptiklad mirné akademicky, nebot’ technicky redlnd nadoba by jist€ méla
tloustku celého torosférického dna vcéetn¢ anuloidovych piechodl stejnou. Aby zadny z predem
neznamych tvari ztraty stability nebyl ovlivnén neSetrnym piedpisem nulovych okrajovych podminek
ve vybranych uzlech, byla nadoba ulozena po obvodu stfedni partie svych nejtuzSich &asti (4.
anuloidovych ptechodl) na mékkych pruzinach. V dal§im textu uvedeme vysledky jednotlivych
vypoétovych metod se stru¢nym komentarem.

Obecny nelinearni vypocet (a)

V obr.2 jsou zndzornény zavislosti deformace (tj. posuvu racionalné vybraného uzlu valcové
¢asti nadoby, jejiz stabilita je feSena) v zavislosti na zatizeni (vnéjSim ptetlaku) pro dvé rizné velikosti
ovalisace, zvolené za prvotni geometrickou imperfekci: hodnoty a = 0,1% resp. 0,7% odpovidaji
ovalisacim asi 1,5 mm resp. 10 mm. Je vidé€t, Ze s rostouci deformaci se velikost zatizeni - nezavisle na



zvolené hodnot¢ imperfekce - piiblizn¢ asymptoticky blizi k horni (“idedlni”’) mezi stability 1,30 MPa;
pokracovani a nasledny pokles deformacni kiivky na redlnou (dolni) mez nebyl zatim v ramci souboru
PMD implementovan. Prislusny tvar ztraty stability (obr.3) ma ¢étyfi viny deformace po obvodé
valcové casti s jednou podélnou piilvlnou a podstatné se tedy lisi (dokonce je ortogonalni) k vychozi
imperfekci tvaru s dvéma obvodovy-
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Obr.1. Tvar a sit’ koneénych prvki reSené nadoby.

mi vlnami To doklada pfiznivou skutecnost: na tvaru a do zna¢né miry i na velikosti prvotnich
imperfekci spoctend idealni mez stability prakticky nezavisi. Jista nevyhoda tohoto zptisobu vypoctu
je vtom, ze zatim da pouze hodnotu nejnizsi idealni meze stability (vCetné pfislusného tvaru) a
nefekne nic o moznych dalSich blizkych mezich. Obdobné probchl vypocet idealni meze stability
kulového vrchliku torosférického dna: dal idealni mez 2,60 MPa. Bylo vSak nutno pro né¢j modifikovat
okrajové podminky tak, aby $lo opét o nejniz§i mez stability nadoby, tj. aby se mez stability valcové
¢asti vyrazné€ zvysila; toho bylo dosazeno dodateCnym piedpisem nulovych posuvili ve stiedni
rovnobé&zkové kruznici valcové Casti. Oba spoctené tvary ztraty stability jsou zndzornény v obr.3 a 4,
Ciselné vysledky jsou obsazeny v tabulce 2, vniz jsou uvedeny i podklady, pouzité pro urceni
ptislusnych redukénich koeficienti.

Linearni bifurkacni vypocet (b)

Za prvotni vn&j§i pietlak byla zvolena hodnota 1 MPa. Resenim obecného problému vlastni hodnoty
bylo nalezeno 20 vlastnich ¢isel a jim pfisluSnych tvart ztraty stability. Z tohoto poctu byla prva tii
vlastni ¢isla “parasitni”, nebot’ odpovidala pouze uloZzeni nddoby na pruzinach. Pfislusné vlastni tvary
predstavovaly jeji natoceni jako tuhého celku kolem hlavnich souradnych os. Na rozdil od obdobné
zakladni dynamické ulohy (vypocet vlastnich frekvenci a tvard kmitu feSenim problému vlastnich
hodnot s tuhostni a hmotovou matici) se zde nevyskytly transla¢ni tvary, nebot’ geometrické matici od-
povidaji vyhradné prvym derivacim posuvi. Bylo tedy spocteno 17 “stabilitné nadoby a jsou tedy
dvojnasobna, pichled je uveden v tabulce 1. Vzhledem” platnych vlastnich ¢isel, vétSina z nich odpo-
vida ztraté stability valcové casti k jednotkové volbé prvotniho pietlaku jsou hodnoty vlastnich Cisel
soucasné Ciseln¢ rovny idealnim (hornim) mezim stability nadoby na vnéjsi pretlak v MPa. Tvary
ztraty stability valcové ¢asti nadoby lze velmi dobie charakterisovat pocty obvodovych vin n a



podélnych pulvin k. Spoctené tvary ztraty stability kulovych vrchlikd obou den jiz tak snadno popsat
nelze, pfipominaji jen jakési “vInobiti”, které se vsak vyrazné lisi od rota¢né symetrického tvaru ztraty
stability, spoc¢tené¢ho postupem ad a) - viz obr.4. Pfipominame, Ze v deformaci nadoby plynouci

z nelinearniho
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Obr.2. Zavislost radidlniho posuvu
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vypoc¢tu ad a) je implicitné za-
hrnuto i jeji zatizeni vnéjSim
pretlakem 1,30 resp. 2,60 MPa.
“Ocistény” tvar ztraty stability je
proto  vlevé poloviné obr.4
symbolicky dan rozdilem:
“tlak+stabilita” minus “jen tlak”.
Pies rozdilnost tvarti se ale idealni
meze stability, spoctené postupy ad
a) a ad b), 1i8i jen malo: 2,60 MPa a
2,78MPa. Odlisnost spoctenych
tvarti ztraty stability si
vysvétlujeme tim, Ze prvotni napéti,
vstupujici do bifurkaéniho vypoctu
ad b) prostfednictvim geometrické
matice, se Vjeho pribéhu jiz
neméni, kdezto nelinearni postup
ad a) na jejich zmény pribézné rea-
guje. Prehled ciselnych vysledku je
uveden v tabulce 2.

detail stfedni partie
valoowve skofepiny

Obr.3. Tvar ztraty stability valcové ¢asti nadoby podle vypoctl a), b)



Tabulka 1. Vlastni ¢isla a tvary ztraty stability: n = obvodové viny, k = podélné pulviny

poradi | vlastni tvar ztraty stability poznamka
Cislo | valcovyplast | n k | dno
1 1,319 + 4 1 - ztrata stability pouze valcového plaste
2 1,319 + 4 1 -
3 1,344 + 5 1 -
4 1,344 + 5 1 -
5 1,745 + 6 1 -
6 1,745 + 6 1 -
7 2,302 + 7 1 -
8 2,302 + 7 1
9 2,589 + 6 2 | () + nepatrna deformace den
10 2,589 + 6 2 | ()
11 2,782 + 7 2 + ztrata stability valcového plaste i obou den
12 2,790 + 7 2 +
13 3,000 + 8 1 +
14 3,016 + 8 1 +
15 3,313 - - - + ztrata stability pouze obou den
16 3,322 (+) =3 | =1 + + nepatrna deformace valcového plasté
17 3,330 (+) =3 | =] +

skofepinove prvky typu semi-Loof

obecné prostorové Sesti- a péti-stény

nelmea mi vypodet (a) VAMET s.ro. PMD bifurkacni vypoéet (b)

Obr.4. Deformace a tvary ztraty stability kulového vrechliku dna z vypocti a) a b)



Linearni staticky vypocet (c)

Ve zvoleném jednoduchém ilustrativnim pfipad¢ je tento postup trivialni, nebot’ potiebna nomi-
nalni napéti 1ze urcit analyticky bez jakéhokoliv “prvkového” vypoctu. Proto zde také vede k tymz vy-
(s hrdly, prtlezy), obecnéji zatizenych, napt. vystavenych stacionarnim i nestacionarnim teplotnim na-
pétim. Domnivame se, ze pravé v takovych piipadech je vhodné - aspon jako tvodni prvy krok
postupu - provést pouhé statické feSeni, u néjz ve vétSiné pripadi vystatime s diskretisaci
skofepinovymi prvky a pomérné hrubou siti. Potiebna relevantni nomindlni napéti Ize obvykle
nejjednoduseji urcit z vnitinich reakei ve vhodné€ zvolenych fezech.

6. SHRNUTI

Souhrnny ptehled ¢iselnych vysledki, spoctenych vSemi uvedenymi postupy, je v tabulce 2,
v jejimz druhém fadku je symbolicky oznacena pouzita alternativa postupu vypoctu (a, b, ¢) doplnéna
odkazem na seznam pouzité literatury. Za povsimnuti stoji, Ze meze stability valcové ¢asti jsou podle
normy [2] asi o 15% niz8i, nez hodnoty, vychazejici z numerickych vypocti metodou kone¢nych
prvkli. Domnivame se, ze dominantni pfic¢inou tohoto rozdilu je pfili§ konservativné stanovena délka
valcové ¢asti, k niz se v [2] 1 [3] pfipoéitava tietina hloubky torosférickych den. Pfitom jiz z historické
prace [5] lze vyvodit, Ze dna valcové nadoby maji ve velké vétsing praktickych piipada G¢inek spise
vyztuzujici, nez “zmékcéujici”. Zavérem lze konstatovat, ze vSechny tfi popsané postupy jsou dnes ve
vypoctarské praxi dobie pouzitelné a ze ddvaji vysledky aspon piiblizné ekvivalentni.

Tabulka 2. Vysledné idealni a realné meze stability nadoby na vnéjsi pretlak [MPa]

cast nadoby idedlni pretlak realny pretlak
! vypocet— | a/[1] | b/[1] c/[2] [2] a/[11/[2] | b/[1]/[2] c/[2] [2]
vélcova skofepina 1,30 1,32 1,12 1,12 0,81 0,82 0,70 0,70
dno - kulovy vrchlik | 2,60 | 2,78 2,67 2,67 0,39 0,42 0,40 0,40
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