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DAMPING INFLUENCE ON THE QUALITATIVE
PROPERTIES OF NONLINEAR SYSTEMS WITH
PARAMETRIC NONLINEARITIES

M. Hortel* A. Skuderova!

Summary: This contribution deals with analyzing an influence of damping on qualitative
behaviour of nonlinear mechanical systems with kinematic couplings — gear teeth. It is solved
the influence both linear and nonlinear cubic damping on regular and irregular motion of
chaotic character.

Key words: nonlinear dynamics, integrodifferential equations

1 Uvod

Tlumeni ¢i tlumici sily v mechanickych soustavich tvori vyznamnou slozku, kterd jak kva-
litativne, tak i kvantitativné muze ovlivnit dynamické chovani redlnych soustav. Je to souhrn
nevratnych procest, pti kterych se ¢ast mechanické energie ztraci - rozptyluje. Pfi matematicko-
fyzikdlnim modelovani se proces tlumeni spojuje s predstavou ekvivalentni tlumici sily, ktera
pisobi proti smyslu pohybu.

Pri¢iny existence tzv. disipationiho tlumeni v soustavach lze spatrfovat jednak v materi-
lovych vlastnostech, tj. v mikrostruktufe materidlu dané soustavy, a zde pak mluvime o tzv.
vnitfnim tlumeni, jednak v charakteru konstrukéniho - technologického provedeni soustavy. V
tomto ptripadé mluvime o tzv. konstrukcénim tlumeni, které vznika tfenim v disledku vzajem-
nych mikropohybt - posuvi ¢asti k sobé spojenych napf. lisovinim, Sroubovanim, nytovanim,
atd. a které je mimo jiné teplotné zavislé. A konecné lze jako tireti vliv na tlumeni jmenovat i
vliv prostredi, ve kterém se ten ¢i onen dany systém s jistymi vlastnostmi nachazi.

Tuto Sirokou skalu pri¢in vzniku a existence vlastnosti tlumicich sil 1ze jesté doplnit o slozky
tzv. nedisipativniho tlumeni ¢i spise potlacovani amplitud kmitani, ke kterym lze radit napf.
parametrické tlumeni vlivem parametrickych nelinearit, vliv fize mezi parametrickym a vnéj$im
nepotencidlnim buzenim a pod.

Presto, Ze otazkam tlumeni v obecném slova smyslu je vénovana pozornost jiz vice nez sto let,
jsou ve svétové literatuie o této vyznamné problematice zejména u nelinearnich parametrickych
soustav pouze kusé poznamky.

Klasické teorie kmitani pruznych soustav pouziva fadu let pro vnitini tlumeni jako ener-
geticky nevratného déje hypotézu viskézniho odporu. Vzhledem k jistym rozportim mezi touto
teorii a experimentem nelze vyzkum v tomto sméru dosud povazovat za ukonceny.

Cilem nasich tivah bude sledovat vliv daného linedrniho a nelinedrniho tlumeni zejména na
kvalitativni i kvantitativni vlastnosti pohybi feSené soustavy. Velice diilezitou tilohu zde hraji
7z vnitini dynamiky napi. rdzové jevy v zdbéru se nachazejiciho ozubeni, vzniklé véts§imi dyna-
mickymi nez staticko-elastickymi deformacemi zubt. Pfi odskoku bokt profili zubi dochézi k
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poruseni olejového mazaciho filmu, ktery pfi normalnim zibéru je vytvoren v klinové mezere
ozubeni hydrodynamickymi podminkami. Ozubené profily zabirajicich kinematickych dvojic vy-
konavaji slozity pohyb valeni - smyk, a to smyk vyplyvajici jak z geometrie zabéru, tak i z
relativnich pohyb1 elastickych podpor téchto dvojic.

O rychlosti a kvalité (tinosnosti) vytvoreni nosného olejového filmu po opétovném styku
profild zubi byt v oblasti normalniho ¢ inverzniho zabéru jsou rozhodujici

e jeho vzdalenost od centralniho bodu zabéru na zdbérové primce,
e velikost relativniho pohybu zabirajicich profili zubd od pohybi elastickych podpor.

V pripadé absolutné tuhych podpor kinematickych dvojic a pii zdbéru v centrdlnim bodé
zédbérové primky vykondvaji boky zubu ¢isté valivy pohyb. Smykovy pohyb dany geometrii
zabéru ozubeni je nulovy.

7 uvedené stru¢né avahy je patrné, ze vytvoreni nosného olejového filmu v zadbéru ozubeni
je slozitou zalezitosti a dynamické sily v ozubeni zde proto davaji podminky pro okamzik vytvo-
feni polosuchého ¢i suchého tieni, a tim i podminky pro vytvoteni tzv. samobuzeného kmitani.
Je proto i tento jev v dynamice ozubeni dilezitou otdzkou pii analyze pohybu mechanickych
systémi s kinematickymi vazbami.

Vysledky dosavadnich studii, napt. [1],[2],[3],[4], ukazuji, Ze v jistych oblastech parametrt
mohou takové soustavy vykazovat velikou dynamickou citlivost a mnohostranné dynamické cho-
vani i na nepatrné jejich zmény. V téchto tzv. senzibilnich oblastech se ukazuje, ze pro jisté
parametry amplitudovych modulaci a ¢initelt ¢asového prekryti parametrickych funkci tuhosti
a linedrniho tlumeni probih& senzibilni oblast s chaotickym pohybem relativné tzkou, avsak
slozitou oblasti disipativniho i samobuzeného kmitani.

Prispévek se zabyva analyzou vlivu tlumeni na pohyb zvlastniho piipadu obecné tetézo-
vité vétvené soustavy s délenym tokem vykonu, tj. jedné vétve prendseného silového toku jako
soustavy o Sesti stupnich volnosti.

2 Formulace dlohy

Prevodové soustavy s ozubenymi koly, jaké se napr. vyskytuji v leteckém ¢i automobilovém
primyslu, mohou podle Gcelu nabyvat rizné slozitych konstrukci a byt chapany jako fetézovité
vétvené soustavy. Presnéjsi modelovani takovych soustav vede pii hmotnostni diskretizaci ja-
koz i vlivem existence rtiznych slabych - analytickych a silnych - neanalytickych nelinearit, jako
je napf. vliv technologickych boénich zubovych vili, a dale pii parametrickych budicich zdro-
jich na matematicko-fyzikalni modely, jejichz pohyby lze popsat obycCejnymi deterministickymi
nelinearnimi diferencidlnimi rovnicemi s ¢asové proménlivymi koeficienty tvaru [1]
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Zde predstavuje v obecné m-dimensionilni vektor pohybu soustavy, w’ (v) je K-t4 mocnina
vektoru v, kterd je definovana vztahem w’(v) = D(w(v))wX~1(v), pticemz D(w(v)) je dia-
gonalni matice, ve které jsou prvky na hlavni diagonéle tvoreny prvky vektoru w(v) = v. Déle
je M matice hmotnostnich a setrvacnych sil, K, g, K jsou maticemi linedrnich, pripadné neli-
nearnich tlumicich sil, 1C(7),x C(7) pak maticemi kvazilinedrnich resp. nelinedrnich vratnych
sil a F(7) je vektorem nepotencidlniho vnéjsiho buzeni s budicimi koeficienty a,,b, a ¢ fa-
zovy uhel. H je Heavisideova funkce, kterd umoznuje v kompaktnim tvaru resit pohyby - razy
jako dtsledek silnych neanalytickych nelinearit vlivem existence technologickych boénich vili



s ozubeni. Prislusné linearni resp. nelinearni tlumici soucinitelé jsou znaceny S, §;, resp. D, D;,
linedrni parametrické funkce symboly Y,,, U, V,, a nelinedrni parametrické funkce tzv. paramet-
rické nelinearity symboly I,,.€ a k pfedstavuji soucinitele trvani zadbéru a amplitudovou modulaci
vysledné tuhostni funkce ozubeni ; C(7). Derivace podle bezdimenziondlniho ¢asu 7 jsou znaceny
carkami.

Relativni pohyb v zabéru se nachazejiciho ozubeni, tj. ve sméru zabérové primky lze pro
obecnou elasticky uloZenou soustavu s pohyby podpor {ys32;232} paru ozubenych kol 3,2 pri
respektovani tzv. hazivosti roztecnych kruznic, které jsou modelovany vystiednostmi e3 2, napsat
ve tvaru [1]

y(T) = Ry3p3 + Ryppa + y3 — Yo + e3sin 3 — ez sin(A — o) +12 f(7), (2)

kde 12f(7) je chybova funkce, ¢li odchylka tvaru ozubeni od idedlni evolventy, A je fizovy
thel natoCeni mezi vystfednostmi e3 2 a Ry3 2 jsou poloméry zakladnich kruznic. Tento relativni
pohyb tvori miru dynamického zatizeni v zabéru se nachazejiciho ozubeni, nebot dynamicks sila
Fayn =1 C(1)y(7).

Exaktni feSeni soustavy (1) v uzavieném tvaru neni vzhledem ke slozitosti ¢lent, vyjadienych
napi. Fourierovymi fadami, mozné. Pro analytické feSeni se jevi proto jako vyhodna analyticka
metoda sukcesivnich aproximaci k diferencialni okrajové tloze transformované ekvivalentni sou-
stavy integrodiferencidlnich rovnic s fesicimi jadry ve tvaru Greenovych rezolvent.

Pro dalsi analyzu zakonitosti vlivu tlumeni bylo takové feseni aplikovano na teSeni elasticky
ulozené soustavy paru ozubenych kol s pfimymi zuby. Takové FeSeni pohybt ve sméru zabérové
primky soustavy elasticky uloZeného paru ozubenych kol vede po zavedeni relativniho pohybu
(2) pfi jednondsobném rezonanénim naladéni v relativnim pohybu y vySe citovanou metodou a
s presnosti na tii aproximace na feSeni tvaru [4]

(2N2a — Ry) (Z) - Ry (_TS> + Ry (i) —(b+ BA2) (_S,r>
2rs 2rs a
I% <r2 + 332> + I% <r2 — 332>] * (bj::) =0 3)

coz je vektorovym zpisobem zapsand soustava algebraickych rovnic pro urceni slozek r, s tzv.
rozvétvovacich parametri, ziskana z tzv. rozvétvovacich rovnic E.Schmidtovy metody rozsté-
peni tesicich jader k diferencidlni okrajové tloze ekvivalentnich integrodiferencidlnich rovnic.
Rozvétvovaci parametry zde vyjadiuji jednondsobné rezonanéni naladéni v relativnim pohybu
y. Pritom

1

A = (7"2 + 32) 2 (4)

je amplituda rozvétvovacich — rezonanc¢nich parametri. Koeficienty kvazilinedrniho parametric-
kého buzeni dané parametrickou funkci tuhosti {C'(7) jsou vyjadieny vyrazy !
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respektuji vlivy linedrniho tlumeni 8 v relativaim pohybu a d3 2 v pohybu podpor,

3 D3 Dy
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vliv nelinedrniho kubického tlumeni D v relativnim pohybu a D32 v pohybu podpor, N ...
piirozené cislo. A\32 zde pfedstavuje naladéni podpor kol 3,2.

Vliv parametrické nelinearity je v (3) p¥i presnosti FeSeni na t¥i aproximace reprezentovin
cleny s Iy/y a I3n/o harmonické fady.

Explicitni tvary koeficientu kvazilinearnich, tj. Yy, Uy, Vin, a nelinedrnich I,, parametrickych
funkei z diivod omezeného mista zde neuvadime, viz [1].

Parametrické budici ¢leny v (3) pak vystupuji na zdkladé uvedeného stupné aproximace
v téchto pripadech kombinace séitacich indext

N —-2n = -—N, ti. n = N,
N-2n+2m = N nebo N+2n—-2m=N, tj. m = n,
N —-2n—-2m = -—N, tj. m = N —mn,
N —-2n+2m = -—N, tj. m = n—N,
N+2n—-2m = -—N, ti. m = N+n.

V [1] byly odvozeny explicitni tvary vyrazi pro jednotlivé aproximace feSeni jednonisobné
rezonance v relativnim pohybu y, ktery fyzikalné, jak jiz bylo Feceno, vyjadiuje miru dynamic-
kého zatizeni v zabéru se nachézejiciho ozubeni. Z jejich tvart vyplyva, ze v pripadech kombinace
sc¢itacich indexi v Ry a Ry vystupuji v (3) parametrické budici ¢leny, vyjadiujici z fyzikilniho
pohledu nelinearni charakter tuhosti zabéru, vliv elasticity olejového filmu v zabéru se nachize-
jicich parta zub, vliv zubovych modifikaci na prechod z jedné potencidlni tuhostni hladiny na
druhou a opacné, jakoz i HERTZOVY tlaky, tzv. parametrické nelinearity charakterizované pro
t¥i aproximace ¢leny Fourierovy fady In/s a Izn/o-

Pro tesenou aplikaci prevodovych soustav s kinematickymi dvojicemi — ozubenymi koly —
maji tyto veli¢iny fyzikalni vyznam pouze pro pfipady s N sudym. Pro tuto podminku (tj. pro
N sudé), je v [1] odvozena funkéni zavislost amplitudofrekvenéni charakteristiky

A= f(aInp Ianpos )

na frekvené¢ni variaci a v okoli rezonanéni frekvence €2 relativniho pohybu, €initelich Iy/o, I3n/2,
tlumeni 3, ;, D, D;, naladéni podpor A;, nepotencidlnim buzeni apy, by atd.

3 Analyza vlivu tlumeni na pohyb soustavy

Kvalita pohybu ¢asti dynamicky zatizené soustavy ma zejména vliv na jeji Zivotnost a spoleh-
livost. A protoze mirou dynamického zatizeni v zabéru se nachézejiciho ozubeni kinematickych
dvojic je relativni pohyb g, bude zde pozornost vénovana zejména tomuto pohybu v oblasti



y > 0. Pevnostni a dimenzionalni posouzeni naméhani vyzaduje co nejdokonalejsi dynamické
vySetieni dané soustavy, zvlasté vedou-li ndhradni dynamické modely na soustavy nelinearni, kde
se objevuji nové, mnohdy necekané jevy — fenomény, jako bifurkace a $tépeni amplitudofrekvenc-
nich priabéhi, prechody regularnich pohybt v pohyby ireguldrni a opacné, oblasti stability ¢i
existence senzibilnich oblasti parametru a pod.

Ukazme si nyni na nékolika pfipadech ryze parametricky ¢i parametricky a vné buzené sou-
stavy s nulovymi ¢i s existujicimi parametrickymi nelinearitami vliv linearniho a nelinedrniho —
kubického tlumeni v zadbéru ozubeni na zdkonitosti vyvoje rezonanc¢nich charakteristik regular-
nich a ireguldrnich pohybi chaotického charakteru, bifurkaci ¢i Stépeni rezonancnich vétvi.

Vliv linearniho tlumeni 8 na velikost amplitudy A v relativnim pohybu y a jeji viceznac¢nost
je zndzornén v prostoru {«; A; 5} na obr.1. U tohoto ryze linedrné parametricky buzeného sys-
tému (ay, b, = 0) a daného naladéni vznika rezonancéni kmitani v oblasti 5 ~ 0,2, s klesajicim
tlumenim 8 amplitudy naristaji, pfiemz v oblasti samobuzeného kmiténi (5 < 0) pfechézi jed-
noznacné feseni dvoj- az tfiznacné. Na tlumeni zavisld amplitudova viceznacnost je ve stfednim
fezu (o = 0) zndzornéna rizné orientovanym Srafovanim. Prinik mnoziny rezonanénich charak-
teristik s rovinou {3, @) je vyznacen slabou stopnikovou ¢arou. Nartst amplitud A s klesajicim
[ neprobihj zcela linedrné, maly odklon od linearniho pribéhu je zptsoben existenci kubického
tlumeni jak v relativnim pohybu y, tak i v posuvech y3 2 uloZeni kol. Charakteristickym znakem
pro amplitudovy pribéh v oblasti samobuzeného kmitani jsou uzaviené smycky. Vzhledem k
tomu, Ze souc¢initelé ¢i miry tlumeni nejsou v obecnosti zcela znamé, nebot jsou téz funkci tvaru
okoli napf. inkriminovaného mista ulozeni atd., budou parametry tlumeni variovany v SirSim
rozmezi. Tim lze téZ sledovat kvalitativni vlastnosti dynamické soustavy s moznym dopadem
na stabilitu, bezpecnost a spolehlivost konstrukei i v okoli odhadovaného priblizného parametru
tlumeni.

Obrazek navazuje na obr.1 s tim rozdilem, Ze mimo parametrické budici slozky zde vystupuje
jesté dalsi nepotencialni vnéjsi budici zdroj, tj. chybova funkce, respektujici odchylku od idealni
evolventy s tou zvlastnosti, Ze oba zdroje kmitani maji spoleénou zakladni budici frekvenci, ktera
se rovna zabérové frekvenci w.. Pro srovnani s piipadem ryze parametrické soustavy, viz obr.1, je
pri smiSeném buzeni smplitudovy charakter podobny, tj. amplitudy rostou s klesajicim linedrnim
tlumenim g relativniho pohybu y, ve sméru osy frekvenéni variace a amplitudy A s rostoucim «
asymptoticky klesaji. Viceznacnost feSeni se v oblasti samobuzeného kmitani v disledku vnéjsiho
buzeni zvysila pii zachovani typicky smyckového charakteru az na osminasobnou.

Vliv kubického tlumeni D relativniho pohybu pii uvedeném naladéni na rezonancni charak-
teristiku daného systému pfi smiSeném buzeni je patrny z obr.3.

Porovname-li pribéhy pro linedrni tlumeni (obr.1) a obr.3, vidime, Ze zatimco amplitudy A v
oblasti samobuzenych kmiti pii klesajicim S rostou, vykazuje amplitudovy pribéh u kubického
tlumeni D jisté maximum. Pribéh pak s déle klesajicim D < 0 kles4 k jisté hodnoté. Smyckovy
charakter pribéhu A je opét patrny, jeho vyraznost se vSak s klesajicim D < (0 zmenSuje.

Dalsi vliv liendrniho tlumeni 8 relativniho pohybu ¥, tj. zakonitosti Stépeni amplitudovych
charakteristik, jakoz i vznik a zanik bifurka¢nich bodi lze sledovat z obr.4. Jde zde o jednonéa-
sobné tépeni amplitudofrekvenéni charakteristiky. Piiklad nadsobného $tépeni (trojnidsobného)
a bifurkaci rezonanc¢nich kfivek v roviné {«; A} nastava napf. pro fazovy thel ¥ = 0.501957, je
ukdzan v [4].

Stanoveni oblasti pohybi chaotického charakteru nelinedrnich soustav s variabilni strukturou
v zavislosti na jistych, z dynamického hlediska vyznac¢nych parametrech systému je, jak z hlediska
zakladniho vyzkumu, tak i z hlediska fyzikalnich aplikaci vysoce aktualni iikol. Metody, jak toho
dosdhnout, mohou byt rtzné. Zde bylo pro uréeni oblasti s pohybem chaotického charakteru
vyuzito analytické metody, tj. metody FeSeni integrodiferencidlnich rovnic. Oblasti mohly byt
proto uréeny pouze na zakladé tvaru pohybi. Metodika piimého analytického feseni stability
¢i nestability napf. uréenim charakteristickych ¢i ljapunovskych exponentd bude predmétem
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Obr.4 — Zakonitost vzniku rozstépeni amplitudofrekvenénich charakteristik {«; A; 5} precho-
dem a) bodu nespojitosti G na b) bod spojitosti G' a ¢) vznik bodi vétveni Fy; F.

Ukézka pribéhu senzibilni oblasti s pohybem chaotického charakteru v prostoru {e; 5;x} je
na obr.5. Pribéh v oblasti kmitani pro 8 > 1 je patrny z obrazku vpravo nahote. Hladky spojity
prubéh hranic v singularnim bodé naladéni x = 0 nabyvd v malém okoli hodnoty c¢asového
prekryti ¢ = 1 nespojity alternujici pribéh, viz detail W obrazku. Vzhledem k definovanému
fyzikdlnimu vyznamu tuhostni funkce C(7,¢,k,...) lezi pripad £ = 0 mimo pozornost naseho
zZajmu.
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Obr.5 — Priubéh senzibilni oblasti s chaotickym pohybem v soustavé parametru {8;e;k}
pii linedrnim a nelinedrnim (Iy/, # 0), parametrickém disipativnim (8 > 0) a samobuzeném
(B < 0) kmitan{ pro naladéni soustavy N = 2; K = 2; \g = 4; A3 2 # NZ; d32 = 0; D = D3 5 = 0;
any =05 Injp =1; I3y = 0.

Uvnit¥ senzibilni oblasti situovany ¢arkovany pribeéh, viz fez rovinou {e;x} pro f =1 vlevo
nahote v obrazku a pribéh vyznaceny tenkou ¢arou v obrazku detailu W predstavuji misto, kdy
dochézi ke $tépeni amplitudofrekvenénich charakteristik relativniho pohybu y.
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