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MATRIX TECHNIQUES FOR MODELING
STRESS WAVES IN MULTILAYERED MEDIA

Petr Hora*

Summary: This paper describes the development of a general purpose model for wave
propagation in Cartesian system. When isotropic materials are used, the model can account
for elastic and visco-elastic isotropic materials, single or multi-layered structures, and free
or leaky systems. Based on the geometry and material properties of the system, the model
determines what resonances can exist in order to satisfy the boundary conditions and the
bulk wave propagation characteristics in each of the layers. These resonances control how
ultrasonic waves will be guided in the system and what properties each of these waves will
have.
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1 Uvod

V nedestruktivnich testovacich systémech se v posledni dobé stale vice vyuzivaji tzv. vlno-
vodné viny (guided waves). Pro efektivni navrh téchto systémi je vyhodné mit obecny model si-
feni vln ve vicevrstvém prostiedi. V pfipadé izotropnich materiali lze model pouzit pro elastické
materialy, jedno- a vice-vrstvé struktury, nerozptylové a rozptylové systémy. Podle geometrie a
materidlovych vlastnosti systému model urcuje, jaké rezonance mohou existovat v jednotlivych
vrstvach. Tyto rezonance ¥idi, jak se budou ultrazvukové viny $ifit v systému a jaké vlastnosti
budou tyto vlny mit.

2 Sifeni vln pro p¥ipad kartézské soufadné soustavy

Nejprve budeme uvazovat Sifeni vln v izotropni rovinné desce [3]. Rovnice poli pro vychylky
a napéti v rovinné izotropni elastické pevné vrstvé mohou byt vyjadfeny jako superpozice poli
¢tyf objemovych vln uvniti vrstvy. Pristup proto spociva v odvozeni rovnic poli pro objemové
vilny, které jsou resenim vlnové rovnice v neohrani¢eném prostiedi, a nasledném zavedeni okra-
jovych podminek na rozhranich mezi dvéma vrstvami. Tim se definuji pravidla pro vazbu mezi
vrstvami a pravidla pro superpozici objemovych vin. Analyza vrstev je omezena na dva rozméry
s pozadavkem rovinného pretvoieni a pohybem pouze v této roviné.

2.1 Rovinné vlny v neohrani¢eném elastickém prostiedi

Odvozeni pohybovych rovnic pro neohranicené elastické prostiedi je obsazeno v mnoha uceb-
nicich [1]. Obvyklym pfistupem je za¢it s infinitesimalni krychlickou v neohrani¢eném elastickém
izotropnim prostfedi hustoty p. Vyuzijeme kartézsky soufadny systém s vychylkami u (u1, uo
a ug) v soufadném systému x (1, z2 a x3). Pouzitim druhého Newtonova zdkona dostaneme
zékladni nap&fové pohybové rovnice pro elastické prostfedi pomoci slozek napéti ptisobici na
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strany krychlicky. Vhodnéjsi je vyjadrit si tyto rovnice pomoci vychylek, coz vede na vychylko-
vou pohybovou rovnici, kterou lze vyjadiit ve vektorovém tvaru:

9%u

pom = A+mV (V) +pvia (1)

kde kde A a p jsou Lamého elastické konstanty.

Tato rovnice nemuze byt integrovana pifimo; vhodnost predpoklddaného tvaru feseni se musi
kontrolovat derivovanim a substituci. Pfedpoklada se, Ze vinové ¢elo je nekoneéna rovina, ktera je
kolm4 na smér Sifeni. Dale se predpoklada, ze v libovolném misté ve sméru Sifeni a v libovolném
okamziku, jsou vSechny vychylky v roviné vlnového cela stejné. Tim se definuje homogenni
rovinnd vlna. Za téchto piredpokladi existuji dvé feseni, jedno pro longitudinalni viny a druhé
pro piiéné viny. Castice se u longitudinalnich vin pohybuji pouze ve sméru Sifeni a vlnovy pohyb
spoéiva pouze ve zméné objemu. Céstice se u pii¢nych vin pohybuji kolmo na smér sifeni a pohyb
spociva v rotaci média bez zmény objemu. Vhodny zpiisob prezentace feseni ve vektorovém tvaru
je Helmholtzova metoda, ve které longitudinalni viny (L) jsou popséany skalarni funkci ¢ a pfiéné
viny (S) vektorovou funkci H, jejiz smér je kolmy jak na smér Sifeni vin, tak na smér pohybu
Castic:

¢ = ALei(k-xfwt)’ ’H| — Asei(k-xfwt) (2)

Zde Ap a Ag jsou longitudindlni a pfi¢né vinové amplitudy, k je vektor vlnovych déisel a
w je uhlova frekvence. Vektor vinovych ¢isel ma smér sifeni viny a popisuje jeji vlnovou délku a
rychlost.
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Vlnovddélka = —  Rychlost = ¢ = — (3)
k| K|
Pro zobecnéni miizeme uvazovat vinové amplitudy jako komplexni veli¢iny Are’¥, Age'™,
kde 9 je faze viny v prostorovém a casovém pocatku x =0, t =0 .
Pole vychylek je ddno témito operacemi:

u=Veo+VxH (4)
~
uy, us

kde x oznacuje vektorovy soucin, V¢ odpovida dilata¢nimu pohybu a V x H odpovida
ekvivolumetrickému pohybu. Substituci do pohybové rovnice (1) obdrzime rychlosti vin, ¢; a ca,
jako funkce materidlovych konstant:

A+ 2u E(1l-v) B E
‘”M ’ ‘\/p<1+u><1—2u>’ A Erree= ©)

kde E je Youngtv modul pruznosti a v je Poissonovo ¢islo.

2.2 Rovinné viny ve dvourozmérném prostoru

Ve vicevrstvém deskovém modelu se obvykle predpokladé, ze vinové délky jsou podstatné
mensi nez Sirka desky a sitka vlnovych poli a tedy, ze pfedpoklad rovinného pretvofeni je
platny. Souradny systém mize byt potom redukovan na rovinu definovanou smérem S$ifeni vin
a normalou k desce. V nasSem pfipadé je tedy rovina definovana osou z1, kterd je rovnobézna
s deskou, a osou x2, ktera je kolmé na desku. Obr. 1la) ilustruje soufadny systém, ktery bude
pouzit pro desku. Pfi rovinném pretvoreni se zadnd veli¢ina vzhledem ke sméru osy x3 neméni,
tj. 0/0x3 = 0. Déle, jak je obvyklé v ultrazvukovych aplikacich, je model omezen na vlny, u nichz
se pohyb castic odehrava pouze v roviné us = 0, tedy vyluc¢ujeme Loveho médy.



Z rovnice (4) plynou pro vychylky longitudinalnich a pfi¢nych vin vztahy:

oy | - 0 ko |
ur, =Vo=| ko ALez(k-x—wt)’ ugs=VxH= Bixg X 0 = | —k Asez(k-x—wt)
0 a% Hj 0

(6)
ve kterych vektorovy potencial H mifi ve sméru osy x3, tj. pohyb Castic se odehrava v roviné
r1T2.

X, poloprostor
. L vakuum
X, | (horni) S\}k /ys'- normalové napéti y;=0
/‘ smykové napéti 0,,=0
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Obrazek 1: Vicevrstva deska: a) Systém znaceni, b) Okrajové podminky.

2.3 Superpozice rovinnych vin ve vrstevnaté desce

Vyvoj modelu pro vlnovy pohyb ve vicevrstvé desce je dokoncen superpozici longitudinalnich
a priénych objemovych vln a zavedenim okrajovych podminek na rozhrani mezi vrstvami. Na
kazdém rozhrani se predpokladd osm vln: longitudinalni a pficné vlny dopadajici na rozhrani
shora a prochézejici dolt (L4, S+) a podobné longitudinalni a pfi¢né viny dopadajici na rozhrani
zdola a prochézejici nahoru (L-, S-). V kazdé vrstvé vicevrstvé desky tedy existuji ¢tyti viny, viz.
obr. 1a). Snelliv zédkon pro interakci vin vyzaduje, aby vSechny viny mély na kazdém rozhrani
stejnou frekvenci a prostorové vlastnosti ve sméru osy x1. Z toho vyplyva, ze vsechny vychylkové
a napétové rovnice maji stejné w a stejnou k; = & slozku vlnového ¢isla (deskové vinové ¢islo),
kterad je projekci vektoru vlnového cisla objemové viny do rozhrani. VSechny rovnice poli pro
vSechna mista ve vSech vrstvach tedy obsahuji nasledujici faktor, F', ktery je vzhledem k systému
invariantni:

F = ei(fxlfwt) (7)

S pouzitim rovnic (3) a (5) a pomoci deskového vinového éisla a rychlosti objemovych vin
lze také vyjadiit slozky ks objemovych vin v kazdé vrstve :

w? w?
kope =+\—5 =&,  hwsr=%—5 - & (8)
1 Ca

Znaménka + a - opét oznacuji vlny putujici ve sméru kladné (dolt) resp. zaporné (nahoru)
osy r2. Pokud je w?/c? vétsi nez €2, pak ko je redlné a vina je homogenni a putuje pod né&jakym
nenulovym tthlem vzhledem ke sméru osy 1. Pokud je w?/c? mensi nez &2, pak ko je vyhradné
imaginarni a vlna je nehomogenni, neboli zanikajici, a putuje ve sméru osy x; a amplituda se ji
tlumi ve sméru osy xs.

Pouzijeme-li rovnice poli, mizeme z amplitud objemovych vin zjistit vychylky a napéti v libo-
volném misté ve vrstvé. Vychylky a napéti v libovolném misté ve vrstvé mohou byt tedy nalezeny
sumaci prispévkid vyvolanych ¢tyfmi vlnovymi slozkami ve vrstvé. Pro vicevrstvy systém jsou



zajimavé ty veli¢iny, které musi byt spojité na rozhrani: dvé slozky vychylky, u; a uo, norméa-

lové napéti, o992, a smykové napéti, o12. Provedeme-li vhodnou substituci,(; =

VJw?/c2 — €2

(o = \Jw?/c3 — €2, g, = €172 g., = 272 a zanedbame spoleény faktor, F, miizeme veli¢iny
pole ve vrstvé vyjadrit maticovou rovnici:
[ £ _C
s §9C1 gc C2gCQ 922 AL+
_G _ _£
Ug Clg<1 ( ) 9C12£2) ggQ 9422 Ap_
= . ip(w?—2 . 2
922 tp (w2 - 26352) 9G % _2ZP§C%C29C2 %(;2@ Asy
012 ) _9i¢n2 ) (w2 —2c2¢2 Ag_
2ip&c3Cr9¢, BN ip (? - 28€%) gc, ol 9 i
L 1 2

(9)
Matice v rovnici (9) je matice pole, kterd popisuje vazbu mezi vlnovymi amplitudami a
vychylkami a napétimi v libovolném misté v libovolné vrstve. Jeji koeficienty zavisi na pficném
umisténi v desce (z2), materidlovych vlastnostech vrstvy v daném misté (p, ¢1 a c2), frekvenci
(w) a invariantnim deskovém vlnovém ¢éisle (¢ = k;). Pocatek soufadnice z2 muzZe byt
umistén libovolné a muze byt dokonce pro kazdou vrstvu jiny, protoze fazovy rozdil
mezi vrstvami muze byt zahrnut do faze komplexnich vlnovych amplitud. Matici pole
budeme oznacovat zkratkou [D].

3 Metoda prenosové matice pro elastické viny a pravé mody

Zakladem metody prenosové matice je postupnéd kondenzace vicevrstvého systému az na
mnozinu ¢tyt rovnic, které vazou okrajové podminky na prvnim rozhrani s okrajovymi podmin-
kami na poslednim rozhrani. Pfi tomto procesu jsou eliminovany rovnice pro vnitini rozhrani,
takZe pole ve vSech vrstvach desky jsou popsana vyhradné veli¢inami vnéjsich okrajovych pod-
minek. Zakladni princip popisu vrstevnatého prostiedi prenosovou matici se piipisuje Thomso-
novi [5], ktery ukézal, Ze k popisu pfenosu vln skrz libovolny pocet vrstev lze pouzit matice.

Obréazek la) znazornuje pouzivany systém znaceni. Pro ilustraci je uveden systém o péti
vrstvach, ktery se sklada z trivrstvé desky a dvou poloprostorti. Poloprostory povazujeme také
za vrstvy, i kdyz se jedna o vakuum. Vrstvy systému jsou oznacené /1 az [5 a rozhrani 71 az 4.
Ackoliv orientace desky v prostoru je libovolnéa, je vhodné odkazovat se na vrstvy pomoci jejich
vertikalni pozice v systéme a na rozhrani pomoci hornich a dolnich povrchi jednotlivych vrstev,
jak je uvedeno na obrazku la). Kazdéa vrstva mé svij vlastni po¢atek osy xo definovany svym
hornim rozhranim, kromé prvni vrstvy (I1), kterd mé pocatek na rozhrani s druhou vrstvou
(12), abychom nemuseli mit poé¢atek v —oo.

Pfedpokladejme, Ze vychylky a napéti na prvnim rozhrani (/1) jsou zndmy. Amplitudy ¢tyf
vln v horni vrstvé {2 lze najit invertovanim matice [D]:

ﬁ(LJr) u1

(L) _ -t (1
A(S+) [D]lztop 099 (10)
As—y 1 712 |2 top

Vychylky a napéti na dné této vrstvu, tj. na druhém rozhrani (i2), lze najit z vlnovych
amplitud ve vrstvé [2:

U U

U -1 U2

099 = [Pl bottom - [D]l2,t0p 099 (11)
912 |12 bottom 912 |2 top



Maticovy soucin v této rovnici nyni vaze vychylky a napéti mezi hornim a dolnim povrchem
jedné vrstvy a budeme se na néj odkazovat jako na matici vrstvy, [L]. Pro pfipad druhé vrstvy

mame:

[L}m = [D]l2bott0m ’

[D] (12)

-1
12,top

Inverze matice [ D] mtize byt vyjadiena explicitné [4] a 1ze tedy explicitné vyjadrit i koeficienty
matice [L], coz je vyhodné zejména pro analytické studie.
Vychylky a napéti musi byt na svareném rozhrani mezi vrstvami spojité. Tedy

uy u1 u1

U U U

022 022 022

712 13 top 912 |12 bottom 712 12 top

Tento proces miizeme postupné provadét pro vSechny nasledujici vrstvy. Vysledkem je rov-

nice:
U1 U1
ug u2
=S 14
g [S] g (14)
712 | n top 712 |12 top

kde n je ¢islo posledni vrstvy (v nasem piipadé 5) a [S] je matice systému, vytvofend mati-
covym soucinem jednotlivych matic vrstev.

4 Metoda globalni matice

V roce 1964 publikoval Knopoff zcela odlisnou maticovou formulaci pro vicevrstvé pro-
stiedi [2], ktera je alternativou k technice pfenosové matice a kterd mize byt pouzita pro
odstranéni problému vysoké hodnoty soucinu frekvence a tloustky. Vyhody metody spoéivaji
v jeji robustnosti (zlistava stabilni i pro vysoké hodnoty soucini frekvence a tloustky) a déle
v tom, ze metoda globalni matice umoziiuje pouzit stejnou zédkladni matici jak pro realné, tak
pro komplexni vlnové ¢islo; vakuové, kapalné nebo tuhé poloprostory a jak pro modalni feseni,
tak pro feseni odezev. Nevyhodou je, Ze globalni matice mtize byt velice rozsdhla a feseni pak
mize byt v pfipadé systému s mnoha vrstvami relativné pomalé.

V metodé globalni matice reprezentuje cely systém pouze jedna matice. Globélni (systémova)
matice se sklada z 4 (n — 1) rovnic, kde n je pocet vrstev. Rovnice, ve skupiné po ¢tyfech, jsou za-
loZeny na splnéni okrajovych podminek na kazdém rozhrani. Tedy nejsou délany zadné apriorni
predpoklady o néjakych vzajemnych zavislostech mezi mnozinami rovnic pro kazdé rozhrani.
Reseni se provadi na celé matici, adresovanim vsech rovnic souc¢asné. To neznamena, Ze rozhrani
jsou uplné nezévisla, protoze rovnice na rozhrani jsou ovlivnény piichodem vln od sousednich
rozhrani. Avsak, jak roste soudin frekvence a tloustky, tak se redukuje vliv nehomogennich vin
putujicich podél jednoho rozhrani na vychylky a napéti ve vedlejSim rozhrani. Mira vlivu je
urcena exponencialnimi ¢leny v globalni matici. V1iv téchto ¢lentl je pro nehomogenni viny vzdy
slabnouci, tedy v limité zmizi a nehomogenni vlna putujici podél jednoho rozhrani nemé vliv
na viny ve vedlejsim rozhrani (tj. vrstva se chova jako poloprostor). Metoda tedy zustéavéa na-
prosto stabilni pro libovolnou velikost souc¢inu frekvence a tloustky, nebot se neopira o spojovéani
nehomogennich vin z jednoho rozhrani do druhého.

Uvazujme jedno rozhrani, napt. druhé rozhrani (i2) na obr. 1a). PouZitim vztahu (9) mizeme
vyjadrit vychylky a napéti na rozhrani jako funkci vinovych amplitud na hornim okraji tfeti
vrstvy (18) nebo jako funkci vlnovych amplitud na dolnim okraji druhé vrstvy (12). Z diavodu



spojitosti vychylek a napéti na rozhrani musi dat obé vyjadreni stejny vysledek. Tedy

([Day] [=Dal]

S N e N N N N =S

(5-)3

kde index 2 resp. 3 odkazuje na vrstvu [2 resp. I3 a t resp. b k hornimu resp. dolnimu okraji
kazdé vrstvy. Tato rovnice popisuje interakci vin sousednich vrstev I2 a [3 na rozhrani i2.

Nez budeme pokracovat, provedeme modifikaci prostorovych poc¢atk objemovych vin, coz
ovlivni vztah (9). Misto abychom definovali poéatek pro vSechny vlny ve vrstvé na
hornim okraji vrstvy, budeme definovat pocéatek vSech vin ve vrstvé mistem jejich
vstupu do vrstvy. Tedy viny putujici dola (L+, S+) maji sviij poc¢atek na hornim okraji vrstvy
a vlny putujici nahoru (L-, S-) maji sviij po¢atek na dolnim okraji vrstvy. U poloprostori Zadnou
zménu nedélame. S touto modifikaci a s odkazem na vztah (9) mohou byt matice [D] pro horni
resp. dolni okraj vrstvy vyjadfeny jako:

k1 klga Cﬁ _Cﬁgﬁ
[Dt] _ Cao —Calda —k1 _klgﬁ
ipB ipBga —2ipk13*Cp  2ipk13°Cpgp
| 2ipk132Co —2ipk13*Caga ipB ipByg
resp. i
k19a k1 Cpyp —Cp
Caga —Ca _klgﬂ —kl
Dy = . . . ) 16
(D] 1pBga ipB —2ipk13*Cpgp  2ipk13*Cp (16)
L 2ipklﬁ20ago¢ —Qipk1ﬁ2ca ipng ipB

Podobna rovnice k rovnici (15) miZe byt nyni napsana pro rozhrani i3 a jednoduse pfidana

ke globalni matici. Takto postupujeme i pro vSechna ostatni rozhrani. Vysledkem je matice
popisujici 4 (n — 1) rovnic pro 4n neznamych. V pfipadé piikladu z obr. 1la) vypada maticova

rovnice nasledovné:

[D1p]

[—Dat]
[Day]

[— D3]
(D3]

[—Dai
[Dap)

[A]

[A2]

E}lg} = [0]
[_D5t] A ]

(17)

kde vlnové amplitudy v kazdé vrstve, A4y, A—), Aws4) a A(s—), jsou zkrdcené zapsiny

jako vInovy vektor vrstvy [A]. Ctyii vinové amplitudy v rovnici (17) musi byt nyni oznaceny jako
znamé a presunuty na pravou stranu rovnic. Pro ultrazvukové aplikace se obvykle jako zndmé
voli dopadajici viny v obou poloprostorech, tj. A4y1, As4y1, Ar—)5 & A(s-)5, z ¢ehoz plyne:

_ A7 A}
D3] [[_DDz}t] . [[Alz]} D] [[01] ]
2b [Dgi]t Dy [A3 = [0]
! [As [0]

]
[Dyp) [—D;t} {Ag]}



kde horni index + resp. - oznacuje ty ¢asti matic nebo vektori, které odpovidaji + resp. -
vlndm. Tedy kazdy z vektort [AT] a [A7] se sklad4 z poloviny vektoru [A] a matice [D] a
[D~] jsou submaticemi (&tyfi fadky, dva sloupce) matice [D]. Stépeni je nasledujici:

D11 Dqs D12 Dy
A A D D D D
At] = () | 147 = () | [pt] = 20 Dag | oy 22 Doy 19
[ } lA(SJr) 47 Ars—) [ } D31 Ds3 D] D3y D3y (19)
Dy1 Dys Dys D3y

Systémova matice na levé strané rovnice (18) a Fidka matice na jeji pravé strané jsou matice
¢tvercové dimenze 4 (n — 1). Pokud jsou znamé vlnové amplitudy dopadajicich vln, mtze byt
prava strana rovnice vyhodnocena okamzité.

5 Zaveér

Metodou pfenosové matice (TMM) a metodou globalni matice (GMM) byly vypoéteny
disperzni kiivky pro 2 mm silnou ocelovou desku umisténou ve vakuu (vzduchu). Frekvenéni
rozsah byl 5 MHz a rozsah vlnového &isla byl 6000 m 1.

Na obrazku 2a) je uveden vysledek vypoctu disperznich kfivek metodou pfenosové matice.
Na obrazku jsou vyneseny vrstevnice hodnot charakteristické funkce systému. Vrstevnice jsou
vyneseny pro dvé hodnoty v tésném okoli nuly, tedy tak aby odpovidaly hledanym disperznim
kiivkam.

Na obrazku 2b) je uveden vysledek vypoétu disperznich kiivek metodou globalni matice.
Na obrazku jsou vyneseny vrstevnice logaritmu absolutni hodnoty charakteristické funkce sys-

tému, nebot charakteristickd funkce systému je pfi vypoc¢tu metodou globalni matice komplexni.
Hledanym disperznim kfivkam odpovidaji jednotliva udoli.

Podé&kovani

Tato préace byla podporovana Grantovou agenturou CR prostiednictvim grantu 101/00/0674
Vliv materialovijch nelinearit a geometrickych nespojitosti na $ireni napétovych vin.
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Obréazek 2: Disperzni kiivky metodou: a) pfenosové matice, b) globalni matice.
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