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INTRODUCTION INTO NUMERICAL
COMPUTATION OF THE INVISCID
COMPRESSIBLE FLUID FLOW IN REGION
WITH NON-STATIONARY BOUNDARY

Miroslav Hajsman? Jaromir Svigler

Summary: The numerical computation of the compressible inviscid flow in the region
between two planes is presented. One of the planes approaches to the other. The mathema-
tical model is described by the conservative system of equations. Numerical solution of this
system is based on the finite volume method. The TVD (total variation diminishing) Mac-
Cormack scheme with the accuracy second order was used for the numerical computation.
Numerical results are presented.
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Obrazek 1: Simulace zabéru vyssi kinematické dvojice

1 Uvod

V préci je fesena tivodni analyza proudéni stlacitelné nevazké tekutiny v oblasti mezi plo-
chou a zakiivenym dnem rotacniho vélce piiblizujiciho se k rovné podlozce. Uloha aproximuje,
obr. 1, pfipad zdbéru dvou spoluzabirajicich ploch ozubenych kol v prostoru tvoficich vyssi
kinematickou dvojici a simuluje zjednodusené déje probihajici v tekutiné mezi zavirajicimi se
plochami. Jedn& se o prostorovou tlohu, kterou feSime v prvnim priblizeni ve 2D s vyuzitim
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rotacni symetrie valce. Cilem je feSit ilohu prostorové a proto je postup reseni veden tak, aby
bylo mozno plynule piejit na feSeni 3D matematického modelu. VSechny uvazované rovnice jsou
odvozeny ve 3D, ale vlastni feSeni je od pocateénich podminek az po vysledky ukizano ve 2D.

2 Matematicky model

Reseni dané tlohy hleddme na oblasti s ¢asové proménnou hranici, kterou budeme re-
spektovat zavedenim diskrétni mnoziny oblasti 9", n = 1,...,N, které odpovidaji casové
proménlivosti oblasti Q. Na obr. 2 jsou znizornény oblasti a jejich hranice ve 2D. Cést
hranice, kterd odpovidd podstavé vélce, je obecné libovolnd plocha, kterou lze v lokalnim
soufadném systému valce popsat funkci nezivislou na case g = ¢g(;). V globalnim soufadném
systému x; se valec pohybuje spolu s lokdlnim soufadnym systémem vélce z; a tedy plati
gn+1(xi) = gn(mz) - AZ, Ty =x,Y,%.
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Obrézek 2: Matematicky model oblasti Q' a Q™ 1 <n < N ve 2D

Pti feSeni uvazujeme, ze tekutina vypliujici oblasti spliiuje rovnici stavovou, rovnici konti-
nuity, Navier - Stokesovy rovnice a energetickou rovnici
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kde ¢,45,l,m =1,2,3.

Prvotnim cilem analyzy je nalézt v kartézskych soutfadnicich ve 2D rozlozeni rychlosti
v(zi,t) = [u(x;,t),w(z;,t)], rozlozeni tlaku p = p(z;,t), hustoty p = p(z;,t) a termodyna-
mické teploty T'= T'(x;,t) v oblastech Q",n =1,..., N pfi zvolenych po¢atec¢nich a okrajovych
podminkéch. Poloha obecného bodu oblasti 2" je uréena kartézskymi souradnicemi z;,i = x, .

Pocdateéni podminky v oblasti Q' volime

plzit =0) = po(zi) = po

T(Ii,t == 0) == T[)(LBZ) == TU ) 1

w(zi,t=0) = ug=0 At (5)
w(zi,t=0) = wo(zi) =wp



kde vektor v = [ug, wq]” je vektor rychlosti pohybu valce.

Poé¢éateéni podminky na oblastech Q"+, n > 0 jsou dany feSenim na oblasti Q”. P¥i pfechodu
feseni z Q" na Q"*! postupujeme tak, Ze odstranime prvni fadku element@ tésné pod plochou
podstavy véalce a tim plochu podstavy posuneme smérem k podlozce o Az.

Definujme hranice 0927},7 = 1,...,8 oblasti Q" tak, jak je ukdzano na obrazku 3.
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Obréazek 3: Hranice oblasti Q"

Okrajové podminky stanovujeme pro kazdou diléi hranici samostatné. Na hranicich pod-
stavy valce volime okrajovou podminku reprezentujici jejich pohyb. Dalsi okrajova podminka
predstavuje vypust do prostiedi o tlaku py.

u(zit) = wo ; g:;(xz,t) =0 .
wlzit) = wo Lae | JoQr, te(0,Ty), W(wnt) = 0 paye o, te(0,Ty).
an(@ixt) = 0 i plzi,t) = po Z

(6)

Na zbylych hranicich je zvolena okrajovd podminka reprezentujici sténu

u(zi,t) = 0
w(z;,t) = 0
n
(s — 0 xZGU(?Q t € (0,Ty). (7)

3 Prevod do konzervativniho tvaru

Vychozi soustavu rovnic (1), (2), (3) a (4) pfevedeme do konzervativniho systému rovnic ve
3D, pricemz zavedeme vztah pro celkovou energii e = p e—i—% p(u2+02+w2) kde € je mérna vnitini
energie, a konstitutivni vztah pro tlak p = (k — 1) [e — —p(u +ovX+w )], kde x je Poissonova
konstanta.

Konzervativni systém rovnic muzeme vyjadrit nelinedrni vektorovou parcialni diferencidlni
rovnici. Neuvazujeme-li objemové sily a vazkost, pak vektorova rovnice ve 3D tvoii konzervativni
systém Eulerovych rovnic

Wi + [F(W)] +[H(W)], =0, (8)

X



kde vektor W predstavuje vektor nezndmych a indexy t, x, y, z zna¢i derivace podle ¢asu, resp.
podle prostorovych proménnych. Pro jednotlivé vektory plati

p pu pv pw
p U pu2 +p poU pwu
W=| pv |, F=| puv , G=| p?+p |, H=| pwv . (9)
pw puw pow pr +p
e (e +p)u (e + p)v (e + p)w

V feSené oblasti predpokliddame stacionarni lamindrni subsonické proudéni, takze soustava
(8) je hyperbolického typu. Soustava (8) spolu s po¢ateénimi a okrajovymi podminkami tvoii
matematicky model feSeného problému. Reseni vektorové rovnice provedeme metodami konzer-
vativni diskretizace pouzitim metody kone¢nych objemii.

4 Diskretizace systému rovnic ve 2D

Pro feSeni uvedeného problému mizeme pouzit nékolik vypocetnich schémat aplikovanych
na metodu koneénych objemi, kde vypocetnimi elementy jsou ¢tytihelniky. Uvedeme zde né-
kterd schémata. Schéma Lax-Friedrichsovo, které je presnosti prvniho fddu mé pro metodu
konec¢nych objemt tvar

At &
(Wi + Wi + Wi + Wi ) —— Y (FrAym — GRAzy) - (10)

ik

n+1 __
W, =

~] =

m=1

Richtmyerovo schéma je dvoukrokové schéma presnosti druhého fadu, jehoz prvnim krokem
je vztah (10) a druhy krok m4 tvar

At &
Wi = Wi — 2= 3 (Fi Ay, — G Az ) (11)
Hik =
Ve vztazich (10) a (11) pro numerické toky plati vztahy

1 1 1 1
Fi =5 (Fip + Fip), Fo = 5 (Fig + Figr), F3 = S(Fip + Fiag), Fa = o (Fip + Fig—). (12)
Daéle plati, ze p;, predstavuje obsah elementu o indexech ik a Ay, je velikost primétu hranice

m elementu ¢k do sméru y a tedy plati

Ayt = Yit1k+1 — Yit1ks AY2 = Yikt1 — Yit1k+1, AY3 = Yik — Yik+1, DYs = Yiv1k — Yik,  (13)

kde indexy ik predstavuji nyni indexy vrcholi element ! Analogické vztahy plati pro Az,,.
Dalsim schématem presnosti druhého radu je schéma Lax-Wendroffovo

At &
K om=1



kde pro numerické toky F plati

F? = %[Ffﬂk—i—F?k] ALAYA? k(w;lﬂk—wglk),
Fy = § [Pl +FL) - il ApA? | (Wi, - WE)
Fi = [Fh o+ FLy] - b AmA? | (W5 - Wiy, 1
Fp o= L[FL+FL |- ALApA o (Wi, - wa ),

kde pro Ay, plati (13) a kde A je Jacobiho matice, kterou mizeme vyjadrit ve tvaru

0 1 0 0
A_OF(W)_ 24 D) | ? u (3 —k) w(l—k) (k—1)
oW —uw w u 0 ’
u(k—1) |v|2—u1~;% —@ (2u? + |v]?) +r5 uw(l—K) KU

(16)

kde jsme zavedli oznaceni |v|? = u? + w?. Podobné jako (15) zavedeme numerické toky H a
odvodime Jacobiho matici C.

MacCormackovo dvoukrokové schéma typu prediktor-korektor je druhého fadu a ma tvar

TL+% n At 4 n n
W, 2 =W — - 21 (Fp Ay — Gl Az, |
m=
ntl _ n+l n+ (17)
W znk_i_wik: 2__ Z < ZAym_Gm A5Um>:| .

V prediktorovém kroku, prvnim vztahu (17), je F; = F;y 1, Fo = Fiq a F3 = Fy = Fy.
Podobné vztahy plati pro G . V korektorovém kroku, druhém vztahu (17), je F1 = Fy = Fy,
F; =F,_1; aFy = F;;,_1 a podobné pro G, . Pro Az, a Ay, plati vztahy (13).

VsSechna uvedend schémata jsou podminéné stabilni s tzv. CFL podminkou stability, ktera
klade omezeni na volbu itera¢niho ¢asového kroku At. Pro nase vypocty volime CFL = 0.4 a

tedy

At = 04 . (18)

‘ulk|+alk‘ + ‘wlk|+alk‘

5 Schémata s vlastnosti TVD

Problémem schémat pouzitych pro Eulerovy rovnice (8) je zobrazeni rdzové viny. Jednd se
jednak o jeji korektni zobrazeni, protoze néktera schémata posunuji rdzovou vlnu, a dale o jeji
vyhlazeni do nejmensgiho poc¢tu sitovych bodi. To je problém volby vazkosti daného schématu
¢i volby vhodné umélé vazkosti. Dale pozadujeme, aby se neobjevovaly oscilace v feSeni.

V literatutre jsou uvadéna schémata, ktera toto vylepseni respektuji. Jde o TVD schémata
(total variation diminishing) a ENO schémata (essential non-oscillatory) a dalsi. Uvazujme TVD
schémata.



Definujme totalni variaci TV (u") sitové funkce u” = {u}}

o0
TV (") = Y |ufs —ufl (19)
k=—00
pak diferen¢ni schéma,
nt+l _ ,n hr —_ P 20
W = ( s k) (20)
pro pocate¢ni problém u; + f(uz;) = 0 je typu TVD, jestlize
TV (u™h) < TV (u™). (21)
Poznamka: Funkce h je obecné funkci n-proménnych a h(u,...,u) = f(u).

D4 se ukézat, ze Lax-Friedrichsovo schéma mé TVD vlastnost. Také se da ukazat, ze Mac-
Cormackovo schéma TVD vlastnost nema. Aby MacCormackovo schéma mélo TVD vlastnost,
pouzijeme Causonovy upravy [1] pro systém rovnic (8), kterd ma v 1D tvar

TVD dW} = {[G + G, J(Wiy - WD) =[G + G (WP = W)}, (22)
kde ) )
Gf =5Cwl -2 , G =5C1-2()], (23)
kde ( ) .
u(l—u) ... u<sj At
C(u) = ,  u = (|lug|+a)— 24
() {0_25 o (] +a) (24)
a
ol (W SWRWR WD (WE WL WE W)
' W2 12 C Wi [I? ’
a
min{2r,1} ... r>0
O(r) = (26)
0 ..o r<0

Causonovu apravu pro TVD MacCormackovo schéma ve 2D dostaneme aplikaci vySe uvedenych
vztahti na sméry z a z a poté pri¢tenim ¢lenu TVD dW7, k druhému vztahu (17).

Pozndmka : Pti uziti TVD schématu mame uréitou volnost pii uréeni funkci ¢éi koeficienti,
jako pfi uziti ¢lenti umélé disipace dW7,. U TVD schématu musi ale tyto funkce spliiovat urc¢ité
vlastnosti dané tim, aby schéma skutec¢né bylo s TVD vlastnosti. U TVD MacCormackovo
schématu jde o funkce GT,G~ a tedy i C(v) a ®(r).

6 Numerické reseni

Pro feseni uvedeného problému jsme pouzili TVD schémata Lax-Friedrichse a MacCormacka
a schémata s umélou disipaci Lax-Wendroffa a Richtmyerovo schéma. Clen umélé disipace v
téchto schématech volime ve tvaru Causonova ¢lenu dW7,, vztah (22) rozepsany do 2D. Obdr-
zené vysledky byly témeér shodné.

Vlastni feseni bylo provedeno pro nasledujici hodnoty. Velikosti stran ve sméru x a z oblasti
Q jsou stranaX = 0.2 m a stranaZ = 0.1 m. Polomér vélce Rvalce = 0.04 m. Plynem uvnitf¥



4 hladina

¢asov

4.

4 hladina

céasov

1.

———— e —— s = = - - - —_——e—— - - - —_————=
et S e e m m m e s e ————— s s —————~
e B B B B e e R R N N N M Y e e T T e T B T L W N N NV ———— N N N N

——————— e m m m n S s s ——————————— I — e L W N N N N A L ettt m— s N N N RN N A

D eaahab el I L T | et N N N N N N VA P S Es TR A S S R R

——— TR M N N N N N N N NV vy P P W W W U N U N O S O O ) P I W W N U U U U B |

P N S S N S S S S S B O N O N N U O O B O | ) e N N N L SR U |

Al I T L L I I I SR S e R R R R R Iol'"'f"f’/////’ﬂ)

N N N O O S R R R U N N N O S W U S O B R N

~ <~~~ L O O N N N N U Y S T T S O T I AU o~ ~aaanAyY

. L T T T T S S T T N I FE S N U W T T S N O 1 (AU [ N L I

L T B B T N R L Y P PRSI T T T U O R O O O ,.,;z’“
A A A A A A AN &S e --a- sttt bt LY o R [P BRI
VIV RV VR RV R R A N AR A} | [N A ST I A B B B b B B | =] .~ .- - .ttt
R A A A A o= B R | o= BGOSR I §
I R A < N AR R RN e ~rtt
N I < S I Y RN < \\\»
S P I R = P P EEE = 7!
—— b > - o~ o —— s -1
—————— -~ . o] ————— - . Navl —_—
—,——————————— - > —_———— . > —
oTTTIIILL 5 Tl e N
T Y < 3 5 5 0 R G < N
e G R N IR 3o =N NN NN > //’
inanana S NONE NS 0 T T R Y A ————————— NN N N N L L L A SNy )

—_———— e e U

TIIIIIIIIII S |TTTTTITIIIINN < |77IIIc TTIIII

R T N O O O O T T 1 B T T T T T ey

L L T T T S S I S T S T S N S T S O 3 e ..\\x\w

L B B A N O e e S S S S L et vy

A A A A A A A A A A A A A B I B B N I 1 N Tl it Y]]

L A A A A A A A A A AT AR A N SV S S B B B | [ T T reecr sy ]

PP A N N A N [ rwcrrrrr s v 001 [T T T Ty )]

B N R R L Emhahat ek ot R Y N N T ] T e mm )

Rt A b et et P P P P AP P A A A AN T st ]

R e e i A R R D e P A D RS e i ol P I I A I

el el i i i AP D e P P N Y N ] ' B e e ol P P P S A )
S ettt e e e e v s 4 o e v s
e e e e e .- - . . P I N R e e e s
——— e — e = = = - - - . e - - - . . - - - - .

e - - - = = - - ——— e m— == = = - - —_———— -

————————— e = = = et . m w a s s e —————n s

A et o w B N ————w NN

B RN ————————— W N N N N A A B DR 0 W WL W N N O N

D A e RN B A T N N e S W W P SR S NE AR A A R R T |

P A N I T O NN —————— NN NN NN NNV VY P ISP W AL N N N N S T I

P O N N N N S NN P N N N N O N O N ] ) R S N N N S S SR SR I |

D N R SRS ST B T N N O S S A I L o s sa AN

N A A S A B N N S O A I | R A R L R

AR O O O N S R S U O T T T T T R N A L S UL O

L S O T T T SN S AT SRS T S S O T S T T T T T T N S S L O |

R EEE J O I B B S T 2 A T T T O N (DS .,__.,»4w

A A A R A A A R I A I A A A I A Y B A A I N o R S, oottt t

R RN < R R RN NN NN o I R R A R

P VYRR RN =1 e r P PP o= IR D N |

PP P P AV VRN o A PARS I PN = ~rr7/ 1t

PP Er T T IR e P B A A .ka S|

e e e e - < v m o s s = SRR
——————r o - e e e e o s e
—————— =~ - < ——————— e . - N ———
—,—————————— e . N ————————— e . . . > —_——
—————————— = s > ————————— s s o ——— 1

TIIIIIINN 5 TITIIIINNN % AN
i e e T T B T T a e N N N . T T T T T >O ////’—

S S NN N3 e NN NN N N N NV VLY A ~SNNAN L L

SN NN NN NN NN Y NNy | T S SNNN N NN NN NV VL o 1‘11111‘11!///11y'“«

LI T T S N N N O T T S T ) N~ T TS S S NNNYNNY YN NV VYL — llllllllllllru"'

L S N N N O S N N Y YR YR YRR YR e T T O O O N S S N O S S T S S R Bl A vy g

L T T T T T T T T O A} . L T T T T T e S (R A Y B |

A B A A A A A S A S S S R A S S B crrver 44}

v ¢ ¢ 2 4 0 0 0 0 00 AT A A A A SN SN R S N B Y A | - T csr vV )]

P R AT AT A SN A S 2 2N B B B | |~ )}
P A A ke e Y R R R [T e rmrrrrr sy ) ]}

P P P P ARV A D B PP P A A A B B B ) A R A A AT A A I |

P D etk e A N A A AR A ] et el P g P A SNV A I

P P A D e e T NN D e e s er P A

Pl R B e et ol ) i e e e e el P A ]

S B o P PP I e st

e et e e e o .. —————— .

S ettt - - - - - - —————— . .

hlosti v oblastech Q', Q% Q7, Q10 Q'3 3 Q16

zeni ryc

Obréazek 4: Rozlo



12,

<> .
NN T
\\?Q e
R o220

114

40

index bunék v x

index bunék v z

00

Obrézek 5: RozloZeni tlaku v oblasti Q°

Q je vzduch, jehoz parametry jsou : Poissonova konstanta x = 1.4, mérné plynova konstanta r
= 287.1 m?’K~'s7? a poc¢atecni hustota a teplota v Q' je pg = 1.133 kgm ™3 a Ty = 293.15 K.
Rychlost pohybu vélce je ug = 0 ms™!, wg = -100 ms~ ' a tlak v okoli je py = 95357 Pa. Kf¥ivka,
podstavy je dana vztahem z = 0.01 22 v intervalu < —1;1 >. Po¢et bunék jsme volili maximalné
120x80. Na obr. 4 je pak uvedeno rozlozeni rychlosti v roviné xz v riznych éasovych okamzicich
a na obr. 5 je rozlozeni tlaku v Q°. Vysledky jsou zobrazeny pro 40x20 bunék.

7 Zavér

Byla provedena tvodni analyza stavu nevazké stlacitelné tekutiny v prostoru mezi ptiblizu-
jicimi se zuby dvou ozubenych kol. Protoze se jedné o slozitou kinematicko-geometrickou tilohu
byl pouzit silné zjednoduseny fyzikalni model a realna situace aproximovana oblasti mezi rovin-
nou plochou podlozky a vypuklym dnem rota¢niho valce priblizujiciho se k podlozce. Pro tento
fyzikdlni model byl sestaven matematicky model a provedeno jeho feSeni. Jednd se o pocateéné
okrajovou tlohu s pohyblivou hranici. Nestacionarni tiloha byla reSena jako kvazistacionarni na
jednotlivych ¢éasovych hladinach. Pro sestaveny matematicky model byl proveden detailni rozbor
okrajovych podminek a vybrana metoda pro numerické feSeni. Jeji vhodnost byla ovéfena na

matematickém modelu zjednoduseného fyzikalniho problému.
Tento prispévek byl vypracovan v ramci vyzkumného zaméru MSM 235200003.
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